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Rudolf Friedrich Alfred Clebsch. 


Versuch einer Darlegung und Wiirdigung seiner 
wissenschaftlichen Leistungen 


von einigen seiner Freunde, 


Als vorigen Spiitherbst ein zu friiher Tod den verewigten Clebsch 
der Wissenschaft entriss, vereinigten sich im Gefiihle des gemeinsamen 
Verlustes eine Reihe seiner Freunde und ehemaligen Schiiler (Brill, 
Gordan, Klein, Liiroth, A. Mayer, Nother, Von der Miihll), um der Ver- 
ehrung, die sie dem Dahingeschiedenen widmeten, einen Ausdruck in 
einer grésseren wissenschaftlichen Biographie zu geben. Wohl er- 
schien es schwierig, bei einem Manne, dessen Thiitigkeit wesentlich dem 
letzten Jahrzehnte angehért und der mit ungewobnlicher Vielseitigkeit 
in den verschiedensten Theilen der Wissenschaft gearbeitet hat, schon 
jetzt ein solches Unternehmen zu versuchen. Aber eben hierin erblickten 
wir ein erhdhtes Interesse, eine doppelte Wichtigkeit desselben: es 
galt nicht nur, die Arbeiten des einzelnen ‘¥orschers in ihrer Auf- 
einanderfolge zu schildern, es galt vielmehr auch, wissenschaftliche 
Bestrebungen Anderer in vergleichendem Ueberblicke zu charakterisiren 
und einen grossen Theil der Fragen zu bezeichnen, mit denen sich die 
Mathematiker der Gegenwart beschiftigen. Und wenn der Einzelne, 
bei der Beschriinkung, die jeder subjectiven Anschauung anhaftet, es 
kaum wagen wird, eine solche Aufgabe in Angriff zu nehmen, so 
glaubten wir der hieraus fliessenden Schwierigkeit durch unsere Ver- 
einigung einigermassen begegnen zu kénnen. 

Eine kiirzere, auch in diese Annalen (Bd. VI. 2) aufgenommene 
Notiz tiber Clebsch erschien bereits in den Géttinger Nachrichten 
(Dec. 1872). Als urspriinglich fiir einen weiteren Leserkreis entworfen, 
bringt dieselbe wesentlich biographisches Material; ihre fachwissen- 
schaftlichen Partieen sind mehr allgemein gehalten. Dem gegeniiber 
wenden sich die nachstehenden Auseinandersetzungen an den engeren 
Kreis eigentlicher Mathematiker; sie beschrinken sich durchaus auf 
speciell wissenschaftliche Erérterungen und mégen also in jener Notiz 


nach verschiedenen Seiten eine Erginzung finden. 
Mathematische Annalen, VII. 1 











R. F. Alfred Clebsch’s Mathematische Arbeiten. 


Man kann die mannigfachen Arbeiten, mit denen sich Clebsch 
- beschiftigt hat, nach Inhalt und Aufeinanderfolge in 6 Gruppen bringen. 

Die ersten Untersuchungen Clebsch’s beziehen sich auf Gegenstinde 
der mathematischen Physik; er wendet sich sodann zu Problemen 
der Variationsrechnung und der Theorie partieller Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung. Es folgen weiter seine ersten 
geometrischen Arbeiten, welche allgemeine Curven- und Flichen- 
theorie betreffen. An sie schliesst sich eine Periode, die durch das 
Studium der Abel’schen Functionen und ihre Verwerthung 
in der Geometrie charakterisirt ist. Die letzten Jahre endlich sind 
durch gleichzeitige Arbeiten tiber Flaichenabbildung und Inva- 
riantentheorie bezeichnet. 

Wir haben die hiemit geschilderte Trennung des uns vorliegenden 
Stoffes zur Grundlage fiir unser Zusammenarbeiten gemacht, indem 
jede der genannten Gruppen von einem von uns (und zwar bez. von 
Von der Mihll, Mayer, Liiroth, Brill, Néther, Gordan) tibernommen 
und hernach die Reihe der so entstandenen EKinzelreferate (durch Klein) 
zu einem Ganzen verbunden wurde. Freilich hat so unsere Arbeit 
nicht denjenigen Grad von Gleichmiissigkeit erhalten kinnen, den man 
vielleicht wiinschen mag. Auch glaubten wir auf absolute Voll- 
stindigkeit unseres Berichtes verzichten zu sollen, da die Besprechung 
mancher Arbeit, die ein einzelnes Problem betrifft, den Zusammen- 
hang des Ganzen zu sehr unterbrochen haben wiirde. — Mége es uns 
gelungen sein, von dem Wirken und Forschen des theuren Dahin- 
geschiedenen ein anschauliches Bild entworfen und dazu beigetragen 
za haben, dass ein Verstiindniss fiir’ die von ihm verfolgten wissen- 
schaftlichen Ziele in immer weiteren Kreisen erwachse! 


Im Juli 1873. 


























Ueberblickt man die Entwickelung der Mathematik, insbesondere 
der deutschen Mathematik, in den letzten Jahrzehnten, so wird man, 
ganz im Allgemeinen, zwei Gruppen zusammengehériger Arbeiten 
unterscheiden: auf_die eine Seite wird man die Untersuchungen aus 
dem Gebiete der Functionentheorie, der Zahlentheorie, der mathe- 
matischen Physik stellen, auf die andere Seite die neuere Geometrie 
und Algebra. Diese Trennung ist nicht nur eine dusserliche, durch 
die Verschiedenheit des Gegenstandes begriindete. Es hat sich viel- 
mehr in den verschiedenen Disciplinen die mathematische Denkweise 
selbst nach verschiedenen Richtungen ausgebildet: auf der einen Seite 
concentrirt sich die Forschung auf méglichst exacte Umgrenzung der 
einzufiihrenden Begriffe, auf der andern Seite geht man von einem 
kleineren Kreise bereits erkannter Grundbegriffe aus und richtet sein 
Augenmerk auf die Beziehungen und Folgerungen, welche aus ihnen 
hervorsprossen. 

Die erstgenannte Richtung ist in Deutschland wesentlich auf 
Dirichlet und in weiterer Instanz auf Gauss zuriickzufiihren, die 
andere erwuchs einerseits aus den analytischen Arbeiten Jacobi’s, 
andererseits aus den Ergebnissen der neueren geometrischen Speculation. 

Clebsch gehérte seiner ganzen Beanlagung nach durchaus der 
zweiten Richtung an und muss um so mehr als deren Hauptvertreter 
im letzten Jahrzehnte unter den deutschen Mathematikern betrachtet 
werden, als er durch seine vielfiltigen persénlichen Beziehungen wie 
durch seine eminente Lehrthiitigkeit in den weitesten Kreisen fordernd 
und anregend fiir dieselbe gewirkt hat. Und doch hat er in gewissem 
Sinne dazu beigetragen, dass eine Vereinigung der beiderlei Richtungen 
in Zukunft méglich scheint: denn indem er seine Untersuchungen auf 
immer weitere Gebiete der Wissenschaft erstreckte, hat er die Gegen- 
stinde, mit denen sich die Mathematiker der einen oder dér andern 
Richtung beschiftigen, in hohem Masse genihert. 

Clebsch war in erster Linie Algebraiker, und allen seinen Arbeiten 
gemeinsam ist die vollendete Beherrschung des algebraischen Apparates. 
Ihr zur Seite stellt sich in den spiteren Untersuchungen die klare 
geometrische Auffassung, vermége deren jeder Schritt, den die Rech- 
nung vollfiihrt, zu einem anschaulichen Verstindnisse gebracht wird. 
Aber es ist nicht die concrete Art, die raiumlichen Verhiltnisse zu 
1* 
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sehen, wie wir sie bei manchen anderen Geometern finden; die 
geometrische Anschauung ist ihm mehr Symbol und Orientirungsmittel 
fiir die algebraischen Probleme, mit denen er sich beschiftigt. Immerhin 
wird Clebsch, gegeniiber den verschiedenartigen Bestrebungen, deren 
sich andre Geometer der neueren Zeit beflissen haben, durch das Zu- 
sammengehen der algebraischen und der geometrischen Auffassung zu 
charakterisiren sein, und man wird unter seinen Leistungen diejenigen 
obenan stellen, in denen er vermége dieser doppelten Begabung bis 
dahin gesonderte Disciplinen in ihrem gemeinsamen Grunde erfasste. 

Freilich war zu solehen Arbeiten nur eine Natur befahigt, die 
gleich ihm unter der Menge der Einzelheiten die grossen treibenden 
Gedanken hervorzuziehen wusste. Wir beriihren hiermit eine andere 
wesentliche Seite seiner mathematischen Denkweise, die sich bei 
manchen Vertretern der algebraisch-gometrischen Richtung, z. B. bei 
Jacobi, ebenfalls zeigt, die aber durchaus nicht an die Beschiftigung 
mit Algebra und Geometrie nothwendig gekniipft ist. Vom HKinzelnen 
ausgehend, erfasst Clebsch allgemeine Methoden, und diese sind es, 
die ihn weiter fiihren, die seinen Arbeiten ein einheitliches, systematisches 
Gepriige ertheilen. Die apriorische Fragestellung nicht nur in der 
mehr philosophischen Form, sondern iiberhaupt die Concentration auf 
’ ein von vornherein gegebenes Problem tritt verhiiltnissmiissig zuriick ; 
der mathematische Gedanke entspringt in freier organischer Ent- 
wickelung aus der Methode. 

In voller Deutlichkeit spiegelt sich diese Art in der mehr ana- 
lysirenden als deducirenden Darstellungsweise wieder, deren sich 
Clebsch in seimen Arbeiten bedient, deren durchsichtige Form nicht 
nur die Ueberzeugung von der Richtigkeit einer Behauptung, sondern 
das Bewusstsein einer klar erkannten Wahrheit vermittelt. Clebsch 
wurde dabei, wenn ein solcher Ausdruck gestattet ist, geradezu von 
einem kiinstlerischen Tacte geleitet: das Streben nach harmonischer 
Abrundung des Stoffes ist fiir die Richtung seiner Untersuchungen wie 
die Gestalt seiner Abhandlungen von der gréssten Bedeutung gewesen. 

Aber nicht minder erblicken wir darin einen hauptsiichlichen 
Grund fiir den ausserordentlichen Erfolg seiner Lehrthitigkeit. Indem 
der Zuhiérer geradezu ein isthetisches Interesse empfand, den Vor- 
trigen von Clebsch zu folgen, wurde ihm das Eindringen in die 
Grundanschauungen des Lehrers méglichst erleichtert. Doch un- 
gerecht wire es, an dieser Stelle nicht auch der liebenswiirdigen 
Art und Weise zu gedenken, mit der Clebsch im persdnlichen Ver- 
kehr von seinen Gedanken reich und unbegrenzt mittheilte. Der wissen- 
schaftliche Austausch war fiir ihn selbst in hohem Grade Bediirfniss; 
indem er, in voller Wiirdigung fremder Gedanken, ebensogern empfing 
als gab, wusste er sich durch ihn die ungewodhunliche geistige Regsam- 
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keit zu erhalten, vermége deren das Gebiet seiner mathematischen 
Thiatigkeit kein abgeschlossenes war, sondern immer umfassenderen 
Erweiterungen zustrebte. 

Die ersten Arbeiten von Clebsch datiren aus der Mitte der fiinf- 
ziger Jahre. Sie betreffen, im Gegensatze zu den spiiteren Arbeiten, 
meist einzelne Probleme, die er mit grosser Geschicklichkeit zu be- 
handeln und zum Abschluss zu fiihren weiss. Man wird sie, insofern 
sich in ihnen die Kigenart von Clebsch noch weniger ausspricht, 
wesentlich als Vorstudien zu betrachten haben. Die glinzende Reihe 
seiner algebraisch-geometrischen Untersuchungen, die alle auseinander 
in innerem Zusammenhange erwachsen, und in denen Clebsch je 
linger um so bewusster dazu iibergeht, der Wissenschaft neue Bahnen 
vorzuzeichnen, beginnen erst mit dem Jahre 1860. Wenn man 
bedenkt, wie kurz der Zeitraum ist, in welchem alle diese Arbeiten 
enistanden sind, wenn man in ihnen eine fortschreitende Ent- 
wickelung wahrnimmt, die wohl noch lange nicht ihren Héhepunkt 
erreicht hatte, so wird man doppelt schwer den Verlust empfinden, 
den die Wissenschaft durch den zu friihen Tod von Clebsch 
erlitten hat. 

Clebsch hat den Grund zu seiner mathematischen Ausbildung 
auf der Universitat seiner Vaterstadt Konigsberg gelegt, die er von 
1850—54 besuchte. Ein passenderer ‘Ort fiir die Entwickelung eines 
mathematischeu Talentes konnte damals wohl kaum gefunden werden. 
Denn ‘gerade in Kénigsberg waren zu jener Zeit durch die Vereinigung 
von Hesse, Neumann und Richelot die mathematischen Fiacher 
eben so vielseitig als glinzend vertreten. Wenn Clebsch durch Neu- 
mann’s Vorlesungen in die damals noch weniger verbreiteten Vor- 
stellungen der mathematischen Physik eingefiihrt wurde, wenn er 
andererseits durch Richelot’s unermiidliche und mannigfaltige Lehr- 
thiitigkeit eine genaue Kenntniss der Analysis in. ihrem damaligen 
Zustande gewann, so ist doch eigentlich Hesse fiir ihn von der 
nachhaltigsten Bedeutung geworden, indem ihn derselbe mit 
den neueren algebraisch - geometrischen Untersuchungen bekannt 
machte. 

Die ersten Arbeiten, welche Clebsch unternahm, betreffen 
Probleme der mathematischen Physik, insbesondere der Elasticitét und 
der Hydrodynamik. Veranlassung zur Wahl dieser Gegenstande waren 
ihm zunichst Neumann’s Vorlesungen gewesen, aber er blieb auch 
spater durch seine Stellung am Carlsruher Polytechnicum, an welchem 
er 1858—63 die Professur fiir theoretische Mechanik bekleidete, langere 
Zeit auf iihnliche Fragen hingewiesen. Clebsch ist in diesen Arbeiten 
iibrigens nicht eigentlich .Physiker. Die physikalische, iiberhaupt die 
naturwissenschaftliche Auffassung lag ihm, bei allen Kenntnissen, die 
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er im Einzelnen besass, verhiltnissmiassig fern und interessirte ihn 
nicht besonders. Nur in seiner ersten Arbeit, seiner Inauguraldisser- 
tation: ,,Ueber die Bewegung eines Ellipsoids in einer Fliissigkeit‘ 
(Kénigsberg 1854, vergl. Crelle’s Journal Bd. 52), sowie spiter noch 
einmal in einer Untersuchung iiber Vircularpolarisation (Crelles Journal 
Bd. 57) findet sich bei ihm eine Vergleichung der abgeleiteten Resultate 
mit dem Experimente.. Ihn interessirte vielmehr die mathematische 
Fragestellung, insofern sie geschickte analytische Behandlung verlangte: 
er gehérte, auch hierin Jacobi ‘ahnlich, der rein mathematischen 
Richtung an, welche den abstracten Gedanken um seiner selbst 
willen verfolgt. Es war daher natiirlich, dass er sich allmihlich 
von den physikalischen Problemen zu rein mathematischen Fragen 
hinwandte. 

Eine gréssere Reihe von Abhandlungen, die sich auf hydrodyna- 
mische und auf optische Probleme beziehen, enthilt das Borchardt’sche 
Journal (vergl. die am Schlusse zugefiigte Liste der Publicationen). 
Das Verdienst dieser Untersuchungen liegt wohl weniger in den durch 
sie erzielten Resultaten, so schitzbar manche derselben sind, als in der 
eleganten Handhabung des analytischen Apparates; aber eben des- 
wegen lisst sich, ohne Eingehen auf Einzelheiten, nicht genauer von 
ihnen berichten. Gewissermassen als Abschluss dieser Periode der 
mathem atisch-physikalischen Forschung verdéffentlichte Clebsch 1862 
(Leipzig * B. G. Teubner) sein Lehrbuch der Elasticitat. Hatte 
Lamé’s bekanntes Werk ein ‘hohes Verdienst um die Ableitung und 
Umformung der allgemeinen elastischen Gleichungen und um die An- 
wendung derselben auf das Problem: der doppelten Strahlenbrechung 
gehabt, so gab Clebsch im Wesentlichen eine musterhafte Darstellung 
des sogenannten de St. Venant’schen Problems. Neu ist dabei die 
Umkehrung desselben. De St. Venant hatte sich mit dem Falle 
eines Stabes beschiftigt, auf dessen Seitenflichen keine Krafte wirken, 
und gezeigt, dass man die Probleme der Biegung und der Torsion 
lésen kann, wenn die auf die Endflichen wirkenden Krifte nach einem 
bestimmten Gesetze iiber dieselben vertheilt sind. Clebsch zeigt nun, 
dass unter entsprechenden Voraussetzungen auch der umgekehrte Fall 
lésbar ist, wo auf die Seitenflachen Krifte wirken, dagegen keine auf 
die Endflachen. Liefern jene Betrachtungen eine angeniherte Lésung 
fiir den Fall eines Stabes, an dessen Enden Kriafte wirken, so fiihren 
diese zu einer annahernden Liésung fiir den Fall einer Platte, deren 
Rand von Kriften angegriffen wird. Clebsch entwickelte dann weiter, 
dass die gemachten Voraussetzungen in dem Falle eines sehr diinnen 
Stabes und ebenso m dem Falle einer sehr diinnen Platte fiir die 
Elemente zutreffen, in welche man diese Kérper nach Kirchhoff 
zerlegen muss, um richtige Gleichungen zu erhalten, und leitet so die 
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zuerst von Kirchhoff gegebenen Endgleichungen fiix die beiden 
Fille ab. 

Mit seiner ersten rein mathematischen Arbeit kniipft Clebsch 
an Untersuchungen von Hesse und von Jacobi an. Clebsch hat 
Jacobi nicht persdnlich gekannt, aber er hat dessen Werke mit 
Vorliebe studirt und sich spiiter geradezu gelegentlich als Schiiler 
desselben bezeichnet. Es sind von Jacobi hinterlassene Probleme, 
die Clebsch in den nun zu besprechenden Arbeiten aufgreift; und 
wenn der Ideenkreis, in welchem sich diese Untersuchungen be- 
wegen, durchaus der Jacobi’sche ist, so gehen dieselben, was ein- 
zelne Leistungen betrifft, iiber das von jenem Erreichte doch weit 
hinaus. : 

Die Aufgabe, eine oder mehrere unbekannte Functionen so zu be- 
stimmen, dass ein Integral, welches diese Functionen nebst ihren 
Differentialquotienten auf eine gegebene Weise enthilt, einen gréssten 
oder kleinsten Werth erreiche, verlangt zunichst, dass die erste. 
Variation des Integrals zum Verschwinden gebracht wird, und aus dieser 
Bedingung erhilt man die Differentialgleichungen, durch deren Inte- 
gration sich die unbekannten Functionen bestimmen. Damit aber ein 
wirkliches Maximum oder Minimum eintritt, muss iiberdiess fiir die 
hierdurch erhaltenen Functionen die zweite Variation ein unabinder- 
liches Vorzeichen besitzen. Hieraus entspringt die andere Aufgabe, 
die zweite Variation auf eine zur Untersuchung ihres Zeichens geeig- 
nete Form zu bringen. Diese Aufgabe fiihrt ihrerseits auf neue 
Differentialgleichungen, die auf den ersten Blick von so complicirtem 
Charakter scheinen, dass ihre Integration selbst den Bemiihungen von 
Lagrange widerstand. Es war daher eine ausserordentliche Ent- 
deckung Jacobi’s, dass die Integration der Differentialgleichungen 
der zweiten Variation unmittelbar aus der Integration der Differential- 
gleichungen der ersten Variation abgeleitet werden kann (Crelle’s J. 
Bd. 17, 1837). Aber Jacobi hatte nur den einfachsten Fall eines, 
einfachen Integrals mit einer unbekannten Function untersucht, und 
wenn man bedenkt, wie viel Austrengungen es kostete, bis nur 
Jacobi’s Angaben vollstiindig bewiesen waren, was erst durch Hesse’s 
Arbeit (Borch. J. Bd. 54, 1857) geschah, so durfte man wohl kaum 
erwarten, dass es gelingen werde, auch in der Complication der all- 
gemeineren Fille den Jacobi’schen Satz wiederzufinden. Trotzdem 
unternahm Clebsch, bald nach dem Erscheinen der Hesse’schen 
Arbeit, die allgemeine Untersuchung der zweiten Variation (Borch. J. 
Bd. 55, Nov. 1857, Febr. 1858, Bd. 56, Juni 1858), *) und indem er 


*) Das den Citaten hier und im Folgenden beigesetzte Datum bezeichnet, 
wenn nicht ausdriicklich ein Anderes bemerkt wird, die von dem Autor angegebene 
Zeit des Abschlusses der Arbeit. 
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durch einen sinnreichen Gedanken die Aufgaben der Variationsrechnung 
zunichst auf solche Probleme des relativen Maximums oder Minimums 
zuriickfiihrte, in denen nur erste Differentialquotienten auftreten, gelang 
es ihm, nicht blos fiir einfache, sondern auch fiir vielfache Integrale 
zu zeigen, dass fiir die Reduction der zweiten Variation neue Inte- 
grationen nicht erforderlich sind *). 

Bei dieser Reduction tritt im Falle eines eetabiin Integrals der 
merkwiirdige Umstand ein, dass man ein Endresultat mit scheinbar 
mehr willkiirlichen Constanten erhilt, als nach der Theorie darin 
vorkommen kénnen. Diese Constanten sind iiberdies durch gewisse 
Bedingungsgleichungen verbunden und miissen so bestimmt werden, dass 
der Nenner der Reduction innerhalb der Grenzen des Integrals nicht 
verschwindet. Wenn es daher eine oft versuchte Aufgabe war (die in 
den einfachsten Fillen von Eisenlohr, Spitzer und Hesse gelost 
wurde), nachzuweisen, dass diese Constanten sich auf eine vorge- 
schriebene kleinere Anzahl reduciren lassen, so ist es doch auf der 
anderen Seite noch ungleich wichtiger, die urspriinglichen Constanten 
durch solche Functionen von neuen unabhingigen Constanten aus- 
zudriicken, welche jene Bedingungsgleichungen identisch erfiillen. 

Von beiden Aufgaben enthalten die Arbeiten von Clebsch die 
erste votlstindige Lésung (vergl. Borch. J. Bd. 55, Febr. 1858) **). 
Und bedeutsamer noch als das Resultat ist der Weg, auf dem diese 
Lésung erhalten wird. Er bringt den Beweis und die Erweiterung 
einer anderen fundamentalen Bemerkung, die Jacobi a. a. O. 
macht, den Nachweis namlich, dass sich die Differentialgleichungen 
eines jeden isoperimetrischen Problems, in welchem nur eine unabhingige 
Variable auftritt, zuriickfiihren lassen auf eine partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung ***), wodurch der Variationsrechnung dieselben 
Methoden zugiinglich werden, die Hamilton und Jacobi der Dynamik 
eréffnet haben. 

Bald nach diesen Arbeiten begann Clebsch sich geometrischen 
Problemen zuzuwenden. Er ist aber spiiter noch wiederholt (1860—62, 


*) In etwas kiirzerer Weise wurde dieselbe Reduction unter gewissen be- 
schrinkenden Voraussetzungen spater durch Lipschitz erreicht (Borch. J. Bd. 65). 
Die wirkliche Herstellung der Kriterien fiir ein Maximum oder Minimum gab auf 
Grund der Clebsch’schen Arbeit Mayer in seiner Habilitationsschritt (Beitrige 
zur Theorie der Maxima und Minima der einfachen Integrale. Leipzig 1866), vergl. 
auch Mayer’s Abhandlung in Borch. J. Bd. 69. 

**) Eine directere Lésung der ersten Aufgabe wurde spiiter im Anschlusse an 
Clebsch von Mayer gegeben (in der bereits genannten Schrift); ebenso, unab- 
hingig von Clebsch, durch Stern (Gdttinger Abhandl. Bd. 13, 1867). 

***) In den erst spiiter (1866) veréffentlichten Vorlesungen Jacobi’s itiber 
Dynamik findet man allerdings diesen Satz ebenso allgemein ausgesprochen, doch 
wird er dort immerhin nur fiir specielle Falle bewiesen. 
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1865) dazu gekommen, eine Reihe von Problemen, die Jacobi hinter- 
lassen hatte, aufzunehmen. Er wurde dazu zunichst durch den Um- 
stand veranlasst, dass er die Herausgabe einiger Theile des J acobi’schen 
Nachlasses, sowie der Jacobi’schen Vorlesungen iiber Dynamik (er- 
schienen 1866) tibernommen hatte. Bei der nahen Beziehung, in der 
diese Arbeiten Clebsch’s zu den oben besprochenen stehen, mag der- 
selben gleich hier gedacht werden. Wie bei den Untersuchungen iiber 
Variationsrechnung ist auch bei diesen hauptsichlich die Geschicklich- 
keit in der Ueberwindung technischer Schwierigkeiten hervorzuheben; 
es ist ferner die fiir so complicirte Verhiltnisse ganz ungewoéhnliche 
Klarheit der Exposition zu betonen. 

Man wusste aus einer Andeutung Jacobi’s (Crelle’s J. Bd. 29, 
p. 253), dass das Verfahren, durch welches man friiher das Pfaff’sche 
Problem zu behandeln pflegte, hinsichtlich der Zahl der erforderlichen 
Integrationen vervollkommnet werden konnte; auch lag es nicht fern, 
zu vermuthen, dass hier eine Methode existiren miisse, die derjenigen 
analog ist, durch welche Jacobi die Integration partieller Differential- 
gleichungen erster Ordnung so wesentlich geférdert hatte.*) Die 
Schwierigkeit der Aufgabe lag in der sehr viel grésseren Complication 
der Vorginge und Operationen, welche nothwendig werden. Aber 
Clebsch itiberwand alle diese Hindernisse (Borch. J. Bd. 60. dat. 
Sept. 1860, publ. 1862, Bd. 61. dat. Jan. 1861, publ. 1862), und indem 
er das Problem auf Systeme gleichzeitiger linearer partieller Differential- 
gleichungen zuriickfiihrte, die unabhaingig von einander und ohne jede 
Integration aufgestellt werden kénnen, gewann er demselben einen 
neuen Gesichtspunkt ab, der sich bald als fundamental erwies und 
voraussichtlich auch fiir alle kiinftigen Untersuchungen iiber das 
Pfaff’sche Problem die Grundlage bilden wird. 

Hierbei trat eine Schwierigkeit auf. Die einzelnen Systeme linearer 
partieller Differentialgieichungen, von deren Integration die Lésung 
des Pfaff’schen Problems abhaingt, haben namlich nicht unmittelbar 
diejenige Form, die Jacobi in seiner Nova Methodus zu integriren 
gelehrt hat, und in Folge dessen ist auch die Jacobi’sche Methode 
nicht ohne Weiteres auf dieselben anzuwenden. Es entstand also die 
Aufgabe, iiberhaupt die simultane Integration linearer partieller Diffe- 
rentialgleichungen einer Untersuchung zu unterwerfen **). Clebsch 


*) In der That hat Natani schon vor Clebsch die von Jacobi vorher- 
gesehene Reduction der Anzahl von Integrationen im Pfaff’schen Probleme 
wirklich erzielt (Borch. J. Bd, 58. dat. Januar 1860, publ. 1861). Seine Methode 
und die von Clebsch sind jndess trotz ihrer Uebereinstimmung betr. die Zahl 
der nothwendigen Integrationen noch nicht in Verbindung gebracht worden. 

**) Mit Untersuchungen iiber die simultane Integration mehrerer partieller 
-Differentialgleichungen hat sich, ohne jedoch speciell auf lineare einzugehen, schon 
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wurde erst einige Jahre spiiter (1865) veranlasst, das Problem in diesem 
Sinne weiter zu fiihren. Ihn beschiaftigten damals die linearen par- 
tiellen Differentialgleichungen, denen die Invarianten algebraischer 
Formen geniigen, woven wir weiter unten noch zu berichten haben. 
Andererseits hatte er eine Arbeit von Weiler kennen gelernt, in 
welcher derselbe (vergl. Schlémilch’s Zeitschrift. 1863.) die Zahl der 
Integrationen, welche nach der Jacobi’schen Methode bei partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung zu leisten sind, betrichtlich 
erniedrigt hatte. Der Untersuchung von Clebsch (Borch. J. Bd. 65) 
verdankt man wiederum zwei wichtige Resultate. Einmal den Satz, 
dass jedes System linearer partieller Differentialgleichungen, das iiber- 
haupt gemeinsame Lésungen zulisst, auf die Jacobi’sche Form ge- 
bracht werden kann, wodurch zur Lésung aller Probleme, die auf 
solche partielle Differentialgleichungen fiihren, eine gemeinsame Methode 
gewonnen ist. Sodann im Anschlusse an die Weiler’sche Unter- 
suchung den Nachweis, dass die Zahl der erforderlichen Integrationen 
sowohl bei der eigentlichen Jacobi’schen Integrationsmethode als 
bei deren Ausdehnung auf das Pfaff’sche Problem um ein Bedeutendes 
reducirt werden kann. Neueren Arbeiten war es vorbehalten, zu zeigen, 
dass sich auch die Zah] der Integrationen, welche bei der Clebsch- 
Weiler’schen Methode erfordert werden, noch betrichlich verringern 
lasst (vergl. Aufsiitze von Lie und Mayer in den Gott. Nachrichten 
1872, sowie in Math. Ann. Bd. 5 und 6), wie denn iiberhaupt die hier 
einschligigen Theorien in der allerletzten Zeit einer wesentlichen Ent- 
wickelung entgegen zu gehen scheinen. — 

Die geometrisch-algebraischen ‘Arbeiten von Clebsch beginnen 
mit dem Jahre 1860. Die niichste Veranlassung dazu, sich mit 
geometrischen Problemen zu beschiiftigen, hatte ihm, wie er selbst 
angiebt, das Studium der Salmon’schen Werke geboten, die in ihrer 
bekannten Reichhaltigkeit fiir jeden Leser des Anregenden die Fiille 
enthalten. Auch mag der wissenschaftliche Austausch, wie ihn Clebsch 
bei mehreren seiner Carlsruher Collegen fand, von bestimmendem Ein- 
flusse gewesen sein: wie denn Clebsch spiter mit Vorliebe erzihlte, 
dass er damals durch Schell die neuere synthetische Geometrie habe 
kennen lernen. Die analytisch-geometrische Grundlage fiir seine nun 


vor Clebsch ganz allgemein Bour beschiiftigt, dessen Resultate jedoch einer 
exacteren Formulirung bediirfen (vergl. einen Aufsatz von Mayer, Math. Ann. 
Bd. 4). Andererseits sind die im Texte noch zu nennenden linearen partiellen 
Differentialgleichungen der Invariantentheorie bereits 1856 von Cayle'y hinsicht- 
lich ihrer simultanen Integration untersucht worden (A second Memoir upon Quan- 
tics. Phil. Transactions 146). Cayley’s Betrachtungen sind mit denen, die Clebsch 
anstellt, nahe verwandt; er hebt aber nicht die allgemeine Bedeutung hervor, 
welche dieselben fiir die Theorie der partiellen Differentialgleichungen besitzen. 
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beginnende Thitigkeit hatte Clebsch, wie schon angedeutet, waihrend 
seiner Universititszeit in den Vorlesungen von Hesse gewonnen, auf 
dessen Untersuchungen er ja auch bei friiheren Gelegenheiten (Reduction 
der zweiten Variation) geradezu weiter gearbeitet hatte. 

Wollen wir fiir die Stellung, welche Clebsch in der Wissenschaft 
fortan einnahm, ein Verstindniss gewinnen, so wird es nothig, auf 
die Entwickelung der Geometrie in den letzten Jahrzehnten iiberhaupt 
zuriickzugehen. 

Es sind hauptsichlich zwei Richtungen geometrischer Forschung, 
die in dieser Zeit ihre Ausbildung gefunden haben, und diese gehen 
in mancher Beziehung mit der allgemeinen Zweitheilung mathematischer 
Bestrebungen parallel, deren wir im Eingange gedachten. Die Be- 
trachtungen der einen Art sind wesentlich durch die Anwendung der 
Infinitesimalrechnung auf metrische Probleme charakterisirt: es gehéren 
dahin die Untersuchungen iiber Flichenkriimmung, iiber geodiitische 
Linien etc., wie sie in Frankreich durch Monge, in Deutschland durch 
Gauss im heutigen Sinne angeregt worden sind. Wenn diese 
Forschungen riickwirkend ihre Wichtigkeit fiir die Ausbildung des 
Infinitesimalcaleuls, wie andererseits eine hohe Bedeutung in Fragen 
der mathematischen Physik gewonnen haben, so hatten sie von Hause 
aus zu wenig algebraischen Charakter, um mit den Untersuchungen 
der anderen Art, die man unter dem Namen der neueren Geometrie 
zusammenfasst, in Zusammenhang zu bleiben. Erst in der allerneuesten 
Zeit bahnt sich in Folge der beiderseitigen Fortschritte eine Ver- 
einigung der beiderlei Richtungen an, die in hohem Masse interessant 
und fruchtbar zu werden verspricht. 

Die neuere Geometrie geht nach ihrem Ursprunge ebenfalls 
auf Monge resp. auf seine zahlreichen Schiiler zuriick, unter denen 
vor Allen Poncelet hervorragt, dessen grundlegendes Werk, der 
Traité des propriétés projectives“: 1822 erschien. Es ist sehr merk- 
wiirdig, dass die junge und lebenskriiftige Disciplin in Frankreich zu- 
nichst nur ¢inen Vertreter fand, der es vermochte, sie iiber den von 
Poncelet gewonnenen Standpunkt hinauszufiihren. Wenn man 
Chasles hierfiir allen Dank schulden wird, so muss man um so mehr 
bedauern, dass in jener Zeit der wissenschaftliche Austausch nur erst ~ 
wenig entwickelt war und Chasles eine ganze Reihe von Gesichts- 
punkten erst selbstiindig zu finden hatte, die von den deutschen 
Geometern lingst entwickelt waren. 

Denn im Anschlusse an die von der franzésischen Schule gegebene 
Anregung entfaltete sich in Deutschland gegen Mitte der Zwanziger 
Jahre plétzlich ein reiches geometrisches Leben, dessen Beginn durch 
das beinahe gleichzeitige Auftreten der drei grossen Forscher: Mébius, 
Pliicker und Steiner bezeichnet ist. 
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Das erste und auch das wichtigste Werk von Mébius, der bary- 
centrische Calcul, erschien bereits 1827. Aber es blieb lange Zeit fast 
unbeachtet. Die neuen und fundamentalen Gedanken, welche Mébius 
in demselben niedergelegt hat, haben erst Interesse und Verstindniss 
finden kénnen, als sich der allgemeine geometrische Sinn allmihlich 
zu der Hohe gehoben hatte, von der aus M6 bius seine Untersuchungen 
anstellt. Der barycentrische Calcul hat daher auch nicht in dem Masse 
in die Entwickelung der geometrischen Anschauungen eingreifen kénnen, 
als er nach dem Reichthume neuer und fruchtbringender Ideen, die er 
einschloss, gesollt hatte. Ein ganz ahnliches Schicksal haben leider 
die nicht nur fiir Geometrie ausserst wichtigen Arbeiten eines anderen 
Forschers, H. Grassmann’s, erfahren. Man beginnt erst in der 
letzten Zeit, auf die Grassmann’schen Arbeiten zuriickzugehen und 
bemerkt, dass Grassmann bereits in den vierziger Jahren eine 
Reihe sehr umfassender Ideen concipirte, welche der Process allgemeiner 
geometrischer Entwickelung erst in der Zwischenzeit ausgebildet, zum 
Theil aber noch gar nicht beriihrt hat. Wir miissen hier vorgreifend 
dieses ausserordentlichen Verdienstes gedenken, da wir bei der 
isolirten Stellung, die Grassmann einnimmt, im Folgenden nur selten 
Gelegenheit haben werden, auf die Besprechung seiner Leistungen 
zuriickzukommen, und diirfen dies um so mehr, als wir damit einer 
Ueberzeugung Ausdruck geben, der Clebsch im vollsten Masse bei- 
pflichtete. 

Mit den Namen Pliicker und Steiner ist fiir die deutsche 
Geometrie die Trennung in sogenannte analytische und synthetische 
Geometrie gegeben, welche bis in die allerneueste Zeit die Geometer 
in zwei getheilte Lager gespalten hat. Steiner hatte in der unmittel- 
baren geometrischen Anschauung das hinreichende Hiilfsmittel und den 
einzigen Gegenstand seiner Erkenntniss erblickt, waihrend Pliicker 
in der Identitit der analytischen Operation und der geometrischen 
Construction die Quelle seiner Beweise suchte und geometrische 
Wahrheit nur als eins der vielen denkbaren Gegenbilder’ analytischer 
Beziehung betrachtete. Und doch sind die Ziele, welche die beiden 
Forscher verfolgten, in vieler Hinsicht nahe verwandt: der Fortschritt 
der Wissenschaft hat es inzwischen erméglicht, fast an allen Stellen 
zwischen den formal geschiedenen Betrachtungsweisen den Uebergang 
zu bewerkstelligen. Das gemeinsam Charakteristische: die projec- 
' tivische Anschauung und die Anlehnung an die Begriffs- 
bildung der Algebra tritt je linger je mehr in den Vordergrund, 
und die Bevorzugung der einen oder anderen Ausdrucksweise erscheint 
als etwas verhiltnissmiissig Nebensichliches. 

Eben diese Auffassung von dem Verhiltnisse der synthetischen 
und analytischen Geometrie bildet eine der Grundanschauungen von 
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Clebseh. Man vergleiche hieriiber die Gedichtnissrede auf Pliicker, 
die Clebsch im 16'" Bande der Géttinger Abhandlungen gegeben 
hat (1871). Clebsch schildert dort ausfiihrlich und in vergleichendem 
Ueberblicke die damalige Entwickelung der Geometrie und ninmt 
dabei Gelegenheit, seine eigenen allgemeinen wissenschaftlichen Gesichts- 
punkte auseinanderzusetzen. 

Wihrend die rein geometrische Richtung Steiner’s, mit welcher 
die gleichzeitig. von Chasles verfolgten Untersuchungen nahe ver- 
wandt sind, durch Staudt eine principiellere Durchbildung erfuhr, 
erhielt die analytische Geometrie in Hesse’s wichtigen Arbeiten 
eine neue und wesentliche Bereicherung. Hatte Pliicker einen haupt- 
siichlichen Vortheil seiner Betrachtungsweisen darin erblickt, dass er 
die algebraische Elimination durch eine geometrische Ueberlegung 
umging, so zeigte Hesse, wie man unter Benutzung der inzwischen 
ausgebildeten Hiilfsmittel, besonders der Determinantentheorie, der alge- 
braischen Operation diejenige Geschmeidigkeit ertheilen kann, deren 
Mangel fiir Pliicker eben der Grund gewesen war, um dessen willen 
er die Elimination tiberhaupt verbannt wissen wollte. 

Erst so war die Méglichkeit einer Verschmelzung der Geometrie 
mit der neu entstehenden Disciplin gegeben, welche man heute als 
Formen- oder Invarianten-Theorie bezeichnet und die bestimmt 
ist, die Grundgedanken der neueren Geometrie in analytischer Allgemein- 
heit zu reprisentiren. 

Das Verdienst, diese Disciplin geschaffen und durch Verbindung 
derselben mit der geometrischen Speculation die letztere iiber den von 
Hesse gewonnenen Standpunkt hinaus geférdert zu haben, gebiihrt 
den englischen Geometern*) Sylvester, Cayley, Salmon, denen 
sich in Deutschland Aronhold anschliesst. Die spiteren Unter- 
suchungen von Steiner tiber héhere Curven und Flichen, die in den 
von ihm ohne Beweis verdffentlichten Resultaten fiir manchen Geometer, 
so namentlich auch fiir Clebsch, von der héchsten Anregung ge- 
wesen sind, haben leider auf die englischen Arbeiten zu wenig Riick- 
sicht genommen, so dass manche der merkwiirdigen Ergebnisse, die 
Steiner publicirte, von den englischen Forschern schon lange anti- 
cipirt waren. Andererseits hatten die Untersuchungen ijber Invarianten- 
theorie, wie sie in jener Zeit durch Hermite und Brioschi angestellt 
wurden, eine zu wenig geometrische Form, um unmittelbar fir die 
Geometrie von Wichtigkeit zu sein. 

So ungefihr waren die verschiedenen Entwickelungsphasen geo- 
metrisch-algebraischer Kenntniss auf einander gefolgt, als sich Clebsch 


*) Uebrigens besitzen die ersten englischen Arbeiten nicht diejenige analytische 
Eleganz, welche bereits in Hesse’s Untersuchungen entwickelt war. 
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der Geometrie zuwandte. Schon friiher einmal (Borch. J. Bd. 53. 
1855) hatte er in einer seiner ersten Arbeiten ein geometrisches Thema 
beriihrt. Dasselbe bezieht sich auf das von Steiner auf Flichen 
zweiten Grades iibertragene Malfatti’sche Problem, insbesondere auf 
eine von Cayley gegebene algebraische Auflésung desselben, von der 
Clebsch zeigt,. dass sie sich mit Hiilfe der elliptischen Functionen sehr 
einfach darstellen lasse. Es ist sehr merkwiirdig, dass Clebsch mit 
dieser Arbeit einen Gedanken beriihrte, dessen spiitere, allerdiags in 
ganz anderer Richtung liegende Ausfiihrung zu seinen gréssten Ver- 
diensten gehért: den Gedanken, die Theorie der héheren Transcendenten 
fiir neuere Geometrie zu verwerthen. 

Wie soeben die Entwickelung der Geometrie geschildert wurde, 
war es natiirlich, dass Clebsch an die Arbeiten der englischen Geo- 
meter ankniipfte. Wie sie stellt er, hierin tiber Hesse hinausgehend, 
die Probleme sofort in homogenen Coordinaten, die nur als Verhiiltniss- 
zahlen definirt sind *). Dabei wird nicht nur als irrelevant betrachtet, 
wie in diesen Coordinaten die Gleichung der unendlich fernen Ebene 
gestaltet ist, sondern es wird auch die Frage unberiihrt gelassen (oder 
doch als von secundirer Wichtigkeit augesehen), ob man es mit reellen 
oder mit complexen Gebilden zu thun hat. Das algebraische Instrument, 
dessen sich Clebsch in seinen ersten Untersuchungen mit Vorliebe 
bedient (und hierin lehnt er sich an Hesse an), ist der Determinanten- 
multiplicationssatz in seiner Anwendung auf geriinderte Determinanten. 
Erwihnen wir zuniachst der eben auch mit Riicksicht hierauf sehr 
wichtigen Arbeiten iiber allgemeine Theorie der algebraischen 
Curven und Flichen. Es sind’ damit solche Arbeiten gemeint, 
welche in Anlehnung an die projectivische Anschauungsweise die all- 
gemeinen Curven oder Flichen einer gegebenen Ordnung zum Geyen- 
stande ihrer Untersuchung haben. Dieselben stehen in der engsten 
Beziehung zu den Problemen der Invariantentheorie linearer Sub- 
stitutionen; dagegen sind sie wohl zu unterscheiden von anderen Be- 
trachtungen, deren wir weiter unten zu gedenken haben, welche eine 
Curve oder Fliche als Ausdruck einer algebraischen Irrationalitit auf- 
fassen und nach den Eigenthiimlichkeiten fragen, die bei beliebiger 
eindeutiger Traysformation erbalten bleiben. 

Das erste Problem der allgemeinen Flachentheorie, mit dem sich 
Clebsch beschiftigt hat, betrifft diejenigen Punkte einer algebraischen 
Fliche der nv‘ Ordnung, in denen dieselbe von einer Geraden vier- 


*) Dem widerspricht nicht, wenn Clebsch in seinen Arbeiten, wo Differen- 
tiale der Coordinaten in Betracht kommen, gelegentlich eine nicht homogene 
lineare Gleichung zwischen den Coordinaten voraussetzt. Dieselbe bezweckt dann 
nur eine symmetrische Durchfiihrung von Eliminationsprocessen; die Werthe der 
in ihr vorkommenden Constanten sind gleichgiiltig. 
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punktig berihrt wird (Zur Theorie der algebr. Fliichen. Borch. J. Bd. 58. 
Mirz 1860). Bereits Salmon hatte (Cambridge a. Dublin Math. J. 
t. IV. 1849) den Grad der von solchen Punkten gebildeten Curve zu 
11 ~— 24 durch Abzihlung gefunden, er hatte auch (Quarterly J. t. I. 
1857) die Gleichung einer Fliche construirt, welche diese Curve aus 
der gegebenen Fliche ausschneidet. Aber diese Gleichung erscheint 
bei ihm in einer ziemlich uniibersichtlichen Form, und es ist das Ver- 
dienst der Clebsch’schen Arbeit*), das einfache Bildungsgesetz der- . 
selben aufgedeckt zu haben. Clebsch gelangt dahin durch Ent- 
wickelung einer allgemeinen Methode, die gestattet, das Resultat der 
Elimination von » homogen vorkommenden Unbekannten, die an (n — 2) 
lineare Gleichungen, eine quadratische Gleichung und eine Gleichung 
beliebigen Grades gekniipft wird, in fertiger Form hinzuschreiben. 
Die Methode besteht ganz allgemein gesagt darin, die quadratische 
Gleichung mit Hiilfe der (vn — 2) linearen in zwei Factoren aufzulésen, 
welche im Schlussresultate symmetrisch vereinigt auftreten und also 
keine Irrationalitit mit sich fiihren (vergl. auch Clebsch’s Theorie 
der biniiren Formen § 27.). Die Resultante erscheint dabei — und 
darauf legte Clebsch besondern Werth — nicht als uniibersichtliches 
Coéfficientenaggregat, sondern in durchsichtiger Weise aus gesetz- 
miissig erzeugten Bildungen aufgebaut. 

Clebsch hat von dieser Eliminationsmethode eine Anzahl weiterer 
geometrischer Anwendungen gegeben. Es gehért dahin die Arbeit 
iiber die Wendetangenten der Curven dritter Ordnung**) (Borch. J. Bd. 
58. April 1860), dann namentlich der Aufsatz iiber ein Classe von 
Eliminationsproblemen etc. (ebenda Bd. 58. Juni 1860), wie endlich 
die inhaltreiche Abhandlung iiber Curven vierter Ordnung (Bd. 59. 
Sept. 1860). Letztere mag in der Absicht entstanden sein, fiir eine 
dereinstige durchgreifende Behandlung dieser Curven vorliufiges Material 
zu sammeln, an dem es noch sehr fehlt. Hatten sich die Unter- 
suchungen Hesse’s und Steiner’s mit den merkwiirdigen Gruppi- 
rungen beschiftigt, welche die 28 von Pliicker zuerst gefundenen 
Doppeltangenten besitzen, so geht- Clebsch mit seiner Arbeit nach 
einer anderen Richtung, indem er die Eigenschaften der cubischen 
Polarcurven zu erforschen strebt, welche die Curve vierter Ordnung 








*) Clebsch’s Arbeit ist vom 11. Marz 1860 datirt. Den 14. Juni desselben Jahres 
hat Salmon der Royal Society in einer Abhandlung iiber ternire cubische 
Formen dasselbe Resultat ohne Beweis mitgetheilt (vergl. Phil. Transactions 1870). 
Spiter hat Gordan dasselbe unter consequenter Anwendung der symbolischen 
Bezeichnung auf kiirzerem Wege abgeleitet (Schlémilch’s Zeitschrift. Bd. .12 
1867). 

**) Das dort abgeleitete Produkt der 9 Wendetangenten war vorher vonSalmon 
ohne Beweis angegeben worden (Higher Algebra 1, ed. p. 116). 











16 R. F. Alfred Clebsch’s Mathematische Arbeiten. 


den Punkten der Ebene zuordnet. Eine besondere Rolle spielt hierbei 
die Hesse’sche Curve der jedesmaligen ersten Polare, die Polardeter- 
minante, wie Clebsch sie nennt, welche fiir unendlich viele Punkte 
der Ebene in ein Dreieck ausartet. Die Pole dieser Dreiecke bilden 
eine neue Curve der vierten Ordnung, deren Gleichung in ahnlicher 
Weise aus den dritten Differentialquotienten der gegebenen Form 
zusammengesetzt ist, wie die erste Invariante einer cubischen Form 
aus deren Coéfficienten. Eine Reihe von schénen Sitzen erliiutert die 
Beziehungen zwischen den Polardeterminanten und ihren Polen, sowie 
die merkwiirdige Reciprocitiit zwischen diesen und den Ecken der Polar- 
determinantendreiecke, welche selbst jene neue Curve vierter Ordnung 


beschreiben. 
Unter den Formen, auf welche die Untersuchung der hierbei auf- 


tretenden Curven fiihrt, ist eine Invariante sechsten Grades, obwohl 
nicht die einfachste iiberhaupt, dadurch merkwiirdig, dass sie verschwindet, 
wie Clebsch zeigt, wenn sich die Gleichung der Curve vierter Ord- 
nung als Summe von fiinf vierten Potenzen schreiben lisst*). Dieser 
Umstand gibt ein merkwiirdiges Beispiel fiir die Unméglichkeit einer 
Umformugg, deren Méglichkeit nach einem ersten Constantenzihlen 
zu erwarten schien (vergl. hierzu Clebsch’s Gediichtnissrede auf 
Pliicker p. 23). In ihm lag wohl fiir Clebsch die erste Ver- 
anlassung sich mit dem Pentaeder der Flichen dritter Ordnung und 
der auf dasselbe gegriindeten Umformung ihrer Gleichung in die 
Summe von fiinf Cuben zu beschiiftigen, insofern ihm die Begriindung 
der betreffenden kanonischen Form aus dem blossen Uebereinstimmen 
der Zahl der Constanten nicht geniigen konnte. Das Pentaeder- 
theorem musste ihn umsomehr interessiren, als sich die Sitze iiber die 
27 Geraden der Fliichen dritter Ordnung als Corollare der allgemeinen 
Theoreme auffassen liessen, die Clebsch fiir die vierpunktige Beriihrung 
einer Geraden mit einer Fliche entwickelt hatte: es galt nun, bei den 
Flachen n“” Ordnung auch solche Beziehungen nachzuweisen, wie sie 
bei den Flachen dritter Ordnung durch die Existenz des Pentaeders 
gegeben sind. 

Die Flachen dritter Ordnung sind erst in verhiiltnissmissig neuer 
Zeit Untersuchungsgegenstand geworden. Im Jahre 1849 erschien 
eine Arbeit von Cayley iiber dieselben, in der er die Existenz der 
27 Geraden, welche auf der Fliche liegen, nachwies, worauf er denn, 
in Verbinduag mit Salmon, rasch eine Deduction der Haupteigen- 
schaften der Flaiche gab, welche sich an diese Geraden anschliessen 
(Cambridge and Dublin Math. J. t. IV). Bald darauf entdeckte Sy1- 





*) Diese merkwiirdigen Curven sind spiter von Liiroth niher untersucht 
worden (Math. Ann. Bd. J). 
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vester, ausgehend von algebraischen Betrachtungen, das Pentaeder 
der Fliichen dritter Ordnung und dessen Beziehungen zur H esse’schen 
Flaiche (ebenda. t. VI. 1851). Mit diesen beiden Entdeckungen sind 
die Hauptmomente gegeben, um welche sich noch jetzt die Unter- 
suchung der Flichen dritter Ordnung dreht, und es mag betont werden, 
was Clebsch gern hervorhob, dass es seither noch nicht gelungen 
ist, die beiden Richtungen der Untersuchung in eine einfache Ver- 
bipdung zu setzen*). Die Theorie der 27 Geraden machte durch die 
Grassmann’schen und Steiner’schen Betrachtungen iiber die Erzeu- 
gung der F'lichen dritter Ordnung einen wesentlichen Fortschritt, ver- 
midge dessen weiterhin die Abbildung der Flichen dritter Ordnung auf die 
Ebene und damit ein einfaches Mittel zum Studium dieser Verhiltnisse 
gefunden wurde; sie wurde ferner in den Hiinden von Schlifli das 
Instrument fiir eine EHintheilung der Flichen dritter Ordnung in 
Arten. Die Theorie des Pentaeders dagegen ist in ihrer Bedeutung fiir 
die Geometrie der Flaichen dritter Ordnung bis jetzt relativ unent- 
wickelt geblieben. 

Sylvester hatte seine Siitze iiber das Pentaeder ohpe Beweis 
publicirt. Fiinf Jahre spiiter gab Steiner in seiner viel genannten 
Abhandlung iiber Flichen dritten Grades (Crelle’s J. Bd. 53. 1856) 
neben manchen anderen eben auch diese Siitze, aber, wie er damals 
pflegte, ohne Beweis oder auch nur Andeutung eines solechen. Clebsch 
unternahm es daher, einen Beweis fiir die Pentaedersiitze zu entwerfen, — 
Nach einer ersten vorliiufigen Mittheilung (Borch. J. Bd, 58. Marz 
1860), in der er, von der Existenz des Pentaeders ausgehend, dessen 
Beziehungen zur Hesse’schen Fliche darlegte und die Schritte aus- 
einandersetzte, die im Sinne der Invariantentheorie nothwendig sind, 
um die Gleichung fiinften Grades zu bilden, von der die Bestimmung 
der fiinf Pentaederebenen abhingen muss **), zeigt er in einer grésseren 
Abhandlung (Borch. J. Bd. 59. Febr. 1861), dass die Existenz des 
Pentaeders mit den in seine Ecken fallenden Knotenpunkten der 
Hesse’schen Fliche aus einem allgemeinen Satze iiber die Knoten- 
punkte der Hesse’sehen Fliiche einer Fliiche n“” Ordnung hervorgeht. 
Der Beweis dieses Satzes, den man tibrigens in manchen Punkten ver- 


*) Fiir eine besondere Fliche dritter Ordnung, die von ihm sogenannte 
Diagonalfliiche, hat Clebsch einen Zusammenhang zwischen den beiden Problemen 
nachgewiesen (Math. Ann. Bd, IV. Zur Theorie des Fiinfseits etc.) und im An- 
schlusse hieran hat Klein eine Methode gefunden, bei den Fliichen mit 27 reellen 
Geraden die Ebengn des Pentaeders niherungsweise zu construiren (Berichte der 
Erlanger phys. med. Societét. Juni 1873). 

**) In der bereits genannten Arbeit tiber quaternire cubische Formen (Juni 
1860) publicirte Salmon dhnliche Resultate. Ein Irrthum, der sich in der bez. 
Arbeit von Clebsch findet und aus dem Uebersehen der Invarianten ungeraden 


Charakters entstanden war, ist in Salmon’s Arbeit vermieden, 
Mathematische Annalen. VII. 2 
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vollstindigt wiinschen mag, kommt darauf hinaus, die Zahl der gemein- 
samen Schnittpunkte aller derjenigen Fliichen zu bestimmen, welche 
durch die gleich Null gesetzten Unterdeterminanten der Hesse’schen 
Flache repriisentirt werden, und ist seitdem fiir ahnliche Abzihlungs- 
aufgaben von Wichtigkeit geworden. Diese Punkte sind bei den 
Flichen dritter Ordnung, wie bekannt, in der Zahl 10 vorhanden und 
bilden eben die Ecken des Pentaeders. Clebsch erdértert ausfiihrlich 
die hierin liegende Kigenthiimlichkeit der betr. Gleichung 10" Grades, 
bei der jedesmal gewisse Paare von Wurzeln eine dritte Wurzel rational 
bestimmen, und die desshalb durch eine Gleichung fiinften Grades lés- 
bar ist. Ueberdies ist die Arbeit von Clebsch durch die wiederholte 
Anwendung der symbolischen Bezeichnung interessant, die sien von 
Clebsch mit Consequenz gebraucht wurde *). 

Es sei ferner der Abhandlung von Clebsch iiber das ‘esniien 
problem bei Curven und Flichen zweiten Grades gedacht (Borch. J. 
Bd. 62. Jan. 1862). Sie ist ein musterhaftes Beispiel fiir die Behandlung 


metrischer Probleme im Sinne der neueren projectivischen Anschauung. 


Die metrische Beziehung des Senkrechtstehens wird nach dem Vor- 
gange von Cayley durch eine Polarbeziehung zu einem beliebig ge- 
gebenen Kegelschnitte resp. einer beliebigen Fiche zweiten Grades 
ersetzt (was iibrigens bei Gebilden zweiten Grades keine Ver- 
allgemeinerung des Resultats in projectivischem Sinne begriindet), und 
die ganze Aufgabe tritt dadurch in den Kreis derjenigen, welche 
sich auf das simultane System zweier quadratischer Formen (mit be- 
liebig vielen Verinderlichen) beziehen. Der Unterschied des Reellen 
und Imaginiren, auf den Joachimsthal in seiner bekannten Abhand- 
lung iiber dasselbe Problem (Crelles J. Bd. 59.) besonders eingeht, 
wird nicht beriihrt; dagegen concentrirt sich die Untersuchung darauf, 
die Orte der Punkte zu erforschen, fiir welche zwei oder drei oder 
zweimalzwei etc. Lésungen des Problems zusammenfallen. So bringt 
denn die Abhandlung eine Fiille neuer Siitze iiber die interessante 
Kriimmungscentrafliche der Flichen zweiten Grades **). 


*) Entsprechend der inzwischen erreichten Vervollkommnung der algebraischen 
Methoden, hat Gordan im fiinften Bande der math. Annalen die Clebsch’sche 
Untersuchung unter fortwihrender Anwendung des symbolischen Apparates 
strenger durchgefiihrt und eine Anzahl interessanter Formenbildungen (z. B. das 
schon von Saimon ohne Beweis angegebene Product der fiinf Pentaederebenen) 
hinzugefiigt. Andererseits brachten die Preisarbeiten von Cremona und Sturm 
rein geometrische Beweise fiir die Existenz des Pentaeders. 

**) Beinahe gleichzeitig erschien in den Berl. Monatsberichten eine Arbeit 
tiber diese Fliche von Kummer, der ein Modell derselben construirt hatte 
(Juni 1862). Bei Clebsch wie bei Kummer wird der alte Irrthum, der sich noch 
in Liouville’s Ausgabe von Monge findet, als kiénne eine Centrafliiche im 
Allgemeimen keine Doppelcurve haben, corrigirt. 
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Von der grossen Zahl von Arbeiten, die Clebsch im Zusammen- 
hange mit den nun besprochenen vollendete, erwihnen wir noch ein- 
zelne. Es gelang Clebsch nach wiederholten Versuchen, die Zahl 
der Doppelpunkte der Curve vierpunktiger Beriihrung auf den Flachen 
n” Ordnung zu bestimmen und sie als Durchschnitte eines Flachen- 
systems von der Ordnung (8  — 14) darzustellen (Zur Theorie der 
alg. Filiichen. Borch. J. Bd. 63. Mai 1863). Eine besondere An- 
wendung davon ist die Darstellung der 135 Schnittpunkte der 27 Geraden 
einer Flaiche dritter Ordnung durch ein System von Flichen der 10 
Ordnung. — In einem Aufsatze iiber die Wendungsberiihrebenen der 
Raumcurven (ebenda Sept. 1862) leitet Clebsch die Gleichung einer 
Flache von der (6 m + 6 » — 20)’ Ordnung ab, welche die Durch- 
schnittscurve zweier Fliichen von der m” und bez. der n@” Ordnung 
in ihren Wendepunkten trifft. “- Wir erwihnen endlich der Arbeit 
liber einige von Steiner behandelte Curven“ (Borch. J. Bd. 64. Juli 
1864), in der Clebsch zum ersten Male von dem kurz zuvor von ihm 
eingefiihrten Begriffe des Geschlechts einer Curve Gebrauch macht, um 
fiir die Singularitiiten eindeutig auf einander bezogener Curven eine 
neue Bestimmungsgleichung zu besitzen. 

Wir sind hiermit bis zu der Zeit gekommen, in der Clebsch durch 
Einfihrung der Abel’schen Functionen und der in ihnen entwickel- 
ten Betrachtungsweisen in die Geometrie der letzteren einen neuen, 
miichtigen Aufschwung ertheilte, der als eines der wichtigsten Verdienste 
erscheint, die mit dem Namen Clebsch verbunden bleiben werden. Die 
Veranlassung dazu war insofern eine iiussere, als die ganze Richtung, 
welche Clebsch nunmehr mit seinen Arbeiten einschligt, wesentlich 
durch den Umstand bestimmt wurde, dass sich um diese Zeit (Sommer 
1863) Gordan in Giessen habilitirte, wohin Clebsch Ostern 1863 
von Carlsruhe berufen worden war. Durch ihn wurde Clebsch mit 
den Abel’schen Functionen und insbesondere mit den damals noch 
verhiltnissmiissig neuen und wenig verbreiteten Riemann’schen Unter- 
suchungen bekannt. Aber nicht nur in dieser einen Richtung, sondern 
nach -vielen Seiten hin sollte der rege persénliche Verkehr, in den 
von nun ab die beiden Forscher traten, fiir ihre Thitigkeit wie fiir 
ihre Erfolge von der gréssten Bedeutung sein. Es ist im Folgenden 
um so schwieriger, zu sondern, was dem Einen, was dem Anderen der 
Beiden gehért, als sie viele ihrer Arbeiten gemeinsam verdffentlicht 
haben. Auf Clebsch allein ist wobl zuriickzufiihren, was sich auf 
geometrische Deutung der gewonnenen algebraischen Resultate bezieht, 
wahrend die Herleitung der letzteren vielfach Gordan zugefallen 
sein mag. ° 

Die Veranlassung, die transcendenten Functionen mit der neueren 
Geometrie in Verbindung zu bringen, hatte fiir Clebsch zunichst ein 

Q* 
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von Steiner ohne Beweis mitgetheilter Satz. gebildet (vergl. Crelle’s 
J. Bd. 33), der sich auf-Polygone bezieht, welche sich einer Curve 
dritter Ordnung einbeschreiben lassen. Es gelang ihm (Borch. J. 
Bd. 63. Sept. 1863), einen einfachen und durchsichtigen Beweis zu 
finden, indem er von einer Darstellung der Coordinaten der Punkte 
einer solchen Curve durch elliptische Functionen eines Parameters aus- 
ging, die Aro nhold in den Berliner Monatsberichteu i861 gegeben hatte 
(vergl. Aronhold’s ausfiirlichere Darstellung*) in Borch. J. Bd. 61). 
Der Beweis kommt einfach auf eine Anwendung des Additionstheorems 
der elliptischen Functionen hinaus, indem zwischen den oberen Grenzen 
von drei elliptischen Integralen erster Gattung, deren Summe gleich 
einer Constanten ist, die niimliche Beziehung besteht, wie zwischen 
den Abscissen der drei Schnittpunkte einer Geraden mit einer Curve 
dritter Ordnung, in deren Gleichung bfoss das Quadrat der Ordinate auf- 
tritt. Vermiége dieser Bemerkung ist nicht nur der Steiner’sche Satz 
fast ohne Weiteres bewiesen, sondern es sind alle die merkwiirdigen 
Theoreme, welche von Maclaurin, von Poncelet, von Plicker, ° 
Hesse und Steiner iiber die Wendepunkte der Curven dritter Ord- 
nung, iiber die Tangenten derselben, die Beriihrungskegelschnitte 
u. s. w. aufgestellt worden sind, wie mit einem Schlage erledigt: sie 
sind auf die einfache Gleichung zuriickgefiihrt, die aussagt, dass die 
Summe der zu den Schnittpunkten gehérigen Argumente bis auf 
Multipla zweier Perioden einer Constanten gleich sind. 

Bald hernach erschien die grosse Abhandlung iiber die An- 
wendung der Abel’schen Functionen in der Geometrie (Borch. 
J. Bd. 63. Oct. 1863), deren Principien in zwei weiteren Arbeiten: 
iiber diejenigen Curven, deren Coordinaten sich als rationale, bez. als 
elliptische Functionen eines Parameters darstellen lassen (Borch. J. 
Bd. 64. Mai und October 1864), fiir die einfachsten Fille ausfiihrlicher 
verwerthet wurden. 

Es liegt derselben der einfache Gedanke zu Grunde, dass man die 
Gleichung, welche Abel zur Definition der Irrationalitit in den nach 
ihm benannten Integralen ansetzt, als Gleichung einer algebraischen 
Curve auffassen kann. Die Grenzen der Integrale, deren Summe nach 
Abel’s Theorem gleich einer logarithmischen und einer algebraischen 
Function werden soll, sind dann durch die Coordinaten der Schnitt- 
punkte der gegebenen Curve mit einer beweglichen bestimmt, und die 
Siitze iiber Schnittpunktsysteme, wie sie von geometrischer Seite her 
durch Pliicker aufgestellt, durch Jacobi und Cayley entwickelt 
worden waren (vergl. Pliicker’s Theorie der algebraischen Curven, 


. 











*) Vergl. auch Brioschi in den Annali di Matematica, Serie I. t. 3. 1860, 
sowie Bemerkungen desselben in den Comptes Rendus 1863, 64. 








Ein 
Th 


spr 
Sel 


bel 
riih 
tibe 
gel 
die 
Gr 
der 
Sit 


Int 
bet 


hit 








R. F. Alfred Clebsch’s Mathematische Arbeiten. 21 


Einleitung), sind nichts, als eine unmittelbare Folge des Abel’schen 
Theorems. Aber Abel’s Theorem gibt mehr, als diese Sitze aus- 
sprechen; es gibt nicht nur die Zahl der Bedingungen zwischen den 
Schnittpunkten, sondern es gibt diese Bedingungen selbst in der 
mdglichst durchsichtigen Form. Indem Clebsch die Schnittpunkte 
beliebig zusammenriicken, die schneidende Curve also in eine Be- 
riihrungscurve iibergehen liess, ergaben sich ihm eine Fiille von Satzen 
iiber die Zahl solcher Beriihrungscurven, die zu einer gegebenen Curve 
gehéren. Zugleich gestattete der Charakter der Relationen, von welchen 
die Bestimmung dieser Curven abhiingt, ein Urtheil iiber die eigenthiimliche 
Gruppirung der Lésungen, sowie iiber den Charakter der in dem entsprechen- 
den algebraischen Probleme auftretenden Gleichungen. Es schliessen diese 
Siitze die mannigfachen Theoreme von Hesse und Steiner iiber die 
Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung als Corollare in sich *). 
Indess muss hier hervorgehoben werden, dass die von Clebsch 
betrachteten Beriihrungscurven wesentlich nur Contacte dersel ben Ord- 
nung an den Stellen, in denen sie die gegebene Curve treffen, besitzen, 
hinsichtlich ihrer Allgemeinheit also hinter den von Jonquiéres (Borch. 
J. Bd. 66) und Cayley (Phil. Trans. Bd. 158) behandelten znriickstehen, 
welche die Anzahl der beliebigen Contactbedingungen unterworfenen 
Curven eines linearen Systems in eine Formel zusammenfassen. 

Aber wir verdanken dem Clebsch’schen Aufsatze weiter ein 
fundamentales Eintheilungsprincip fiir algebraische Curven: das Ge- 
schlecht (deficiency bei Cayley). Dieser Begriff war nach seiner 
Bedeutung fiir Gleichungen zwischen zwei Variabeln zuerst von 
Riemann erkannt worden, seinen analytischen Eigenschaften nach 
aber auch Abel nicht fremd, der in seiner Preisschrift (Mémoires 
des savants étrangers. t. VII; die Arbeit wurde 1826 eingereicht, aber 
erst 1841 publicirt) die Frage nach der geringsten Zah] von Integralen 
gestellt hatte, auf die man eine Summe von Integralen mit gegebenen 
Grenzen zuriickfiihren kann. Nach Clebsch gehéren zu demselben 
Geschlechte alle ‘diejenigen algebraischen (ebenen oder doppelt ge- 
kriimmten) Curven, welche einander derart zugeordnet werden kénnen, 
dass jedem Punkte der einen nur ein Punkt der anderen entspricht 
und umgekehrt (wie z. B. Curve und Evolute), oder, was dasselbe ist, 
dass die eine Curve aus der anderen durch eindeutige Transformation 
abgeleitet werden kann (vergl. den Aufsatz von Clebsch: Ueber die 
Singularitiiten algebraischer Curven. Borch. J. Bd. 64. April 1864). 
Fiir eine gegebene Curve ist das Geschlecht eine Function ihrer Ordnung 


*) In einer schénen Abhandlung im 66. Bande des Borchardt’schen Journals 
stellt Roch die Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung durch die 
Abel’schen Functionen fiir p = 3 explicite dar und beweist hierdurch die bez. 
Theoreme von den 9-Functionen ausgehend. 
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und der Zahl ihrer Doppel- und Riickkehrpunkte, andererseits ist es 
gleich der Classe der Abel’schen Functionen, durch welche die Coor- 
dinaten ihrer Punkte als Functionen eines Parameters darstellbar sind. 

Mochte die Idee der geometrischen Interpretation des Geschlechts- 
begriffs zu der Zeit, als Clebsch seine Abhandlung schrieb, auch 
sonst im Gefiihle der mathematischen Welt gelegen haben und in be- 
sonderen Fallen auch wohl zum Ausdrucke gekommen sein (vergl. z. B. 
Schwarz: de superficiebus explicabilibus ete. Borch. J. Bd. 64), die 
Thatsache wird dadurch nicht geiindert, dass Clebsch dieselbe zuerst 
allgemein aussprach und, was mehr ist, in ihrer Tragweite erkannte und 
nutzbar zu machen verstand. Seit jener Zeit ist der Geschlechtsbegriff in 
der Geometrie eingebiirgert und wird von Synthetikern und Analytikern 
ununterschiedlich gebraucht. Es ist kein Zufall, wenn die allgemeinen auf 
algebraische Curven beziiglichen A bziihlungsformeln sich durch Kinfiihrung 
desselben wesentlich vereinfachen ; die oben erwihnte elegante Formel von 
Jonquiéres und Cayley fiir die Anzahl der Curven, die gegebenen Con: 
tactbedingungen geniigen, sowie die Correspondenzformel fiir Punkt- 
systeme auf einer Curve von héherem Geschlechte*) sind Beispiele dafiir. 

Der Satz von der Erhaltung des Geschlechts bei eindeutiger Trans- 
formation ist an und fiir sich ein algebraischer und verlangt als solcher 
einen directen (nicht auf die Betrachtung der Integrale gegriindeten) 
algebraischen, oder, was bei der heutigen Ausbildung der Geometrie 
dasselbe sagen will, geometrischen Beweis**). Er gehért einem Ge- 
biete an, das, seiner Entstehung nach eng mit der Theorie der 
Abel’schen Functionen verbunden, doch von demselben als etwas 
Selbstiindiges abgelést werden muss: dem bis jetzt nur erst nach wenig 
Richtungen durchforschten Gebiete, welches iiberhaupt von den 
bleibenden Eigenschaften algebraischer Beziehungen bei 
beliebigen eindeutigen Transformationen handelt. Wir 
werden weiter unten noch von Untersuchungen zu berichten haben, 
die diesem Gebiete, soweit es sich um Functionen zweier Variabeln handelt, 
zuzuweisen sind (Theorie der Flichenabbildung); wir werden ferner 
Gelegenheit haben, von dem Verhiiltniss desselben zur eigentlich soge- 
nannten Invariantentheorie zu reden. Hier sei nur der Untersuchungen 
gedacht, welche Clebsch und Gordan in ihrem sogleich ausfiihrlicher 
zu besprechenden Werke iiber Abel’sche Functionen eben mit Riick- 
sicht auf diesen Gesichtspunkt anstellen. Indem sie in dem dritten 
Abschnitte desselben das Problem der eindeutigen Transformationen 


*) Diese Correspondenzformel ist eine Veraligemeinerung des Chasles’schen 
Correspondenzprincips, das sich bekanntlich nur auf rationale Gebilde 
einer Dimension bezieht. Sie ist 1866 von Cayley durch Induction ge- 
funden und neuerdings von Brill (Math, Ann. Bd. VI, 1) bewiesen worden. 

**) Der von Riemann gegebene Beweis gehért der Analysis situs an. 











ber 
a 


eB & 


if 


» & US 





R. F. Alfred Clebsch’s Mathematische Arbeiten. 23 


einer Curve algebraisch formuliren, gelingt ihnen der directe Beweis *) 
fiir die Erhaltung des Geschlechts vermége eines subtilen Eliminations- 
processes, indem sie an Stelle einer identisch verschwindenden Resul- 
tante mit Hiilfe der Variation der Constanten einen Ausdruck bilden, 
welcher dieselbe vertritt: ein Verfahren, das sich in anderen Aufgaben 
der Geometrie seitdem mehrfach als niitzlich erwiesen hat. Sie unter- 
suchen ferner die Frage nach den rationalen Functionen der Coordi- 
naten, die man gleich den neuen Coordinaten zu setzen hat, damit die 
Ordnung der transformirten Curve eine méglichst niedrige wird. Hatte 
so Cayley die Ordnung auf die (p + 2)'* erniedrigt, (unter p das Ge- 
schlecht verstanden), so wird in dem Werke von Clebsch und Gordan 
fiir Curven mit nicht aussergewohnlichen Singularititen bereits 
die (p + 1) Ordnung angegeben und dem Geschlechte p eine Curve 
der (p + 1)'*" Ordnung als Normal-Curve zu Grunde gelegt **). Hine 
andere wichtige Frage aus der Lehre von den eindeutigen Trans- 
formationen wird von Clebsch und Gordan nur beriihrt: die Frage 
nach den Moduln, d. h. denjenigen Parametern einer Curve, welche 
bei beliebiger eindeutiger Transformation ungeiindert bleiben, und die 
somit fiir diese eine ihnliche Bedeutung haben, wie absolute Invarianten 
fiir die linearen Transformationen. (Bei biviren Formen existiren 
Invarianten fiir héhere Transformationen im Sinne der Moduln nicht, 
vergl. eine Arbeit von Clebsch in den Gottinger Abhandlungen Bd. 
15. 1870.) Die von Riemann gegebene Bestimmung dieser Moduln 
beruht auf nicht rein algebraischen Betrachtungen. Eine Bestimmung 
auf -algebraischem Wege ist auch bis zur Zeit noch nicht in be- 
friedigender Weise erfolgt, wenn auch ein von Cayley gemachter 
Einwand sich inzwischen durch Betrachtung einer Anzahl von einzelnen 
Fallen ***) sowie durch neuere Untersuchungen von Cayley selbst (Math. 
Ann. Bd. 3) erledigt hat. 


*) Cremona hat in seiner ,,Theorie der Oberflachen“ einen einfachen geo- 
metrischen Beweis der Unveriinderlichkeit des Geschlechts gegeben, indem er die 
drei Dimensionen des Raumes zu Hiilfe nahm. Spiter haben, ohne aus der Ebene 
hinauszutreten, Bertini (Giornale di Mat. t. VII) und Zeuthen die Frage wieder 
aufgenommen, der Letztere, indem er von dem allgemeineren Falle einander 
mehrdeutig entsprechender Curven ausging. Vergl. auch eine Note von Brill 
und Néther in den Géttinger Nachrichten 1873. 

**) Diese Siatze gelten nur fiir Werthe von p )2. — Riemann hat eine 
Normalform angegeben, welche die Variabeln einzeln im niedrigsten Grade 
enthilt und somit, als Curve interpretirt, im Unendlichcn zwei vielfache Punkte 
von halb so hoher Ordnung besitzt, als der Grad der Curve betragt. — Neuere 
Betrachtungen haben gezeigt, dass, wenn p zwischen 3 (¢ ++ 2) und 3 (¢ + 1) liegt, 
die Normalcurve (p+ 1)ter Ordnung immer in eine solche der (p+ 1 — #)ten 
Ordnung transformirt werden kann, vergl. die bereits erwahnte Note von Brill 
und Néther in den Gitt. Nachrichten Febr. 1873. 

***) Vergl, Cremona urd Casorati ,,osservazioni etc.“ in den Rendiconti del 
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Hatte es Clebsch in den bis jetzt beriihrten Untersuchungen 
unternommen, die Theorie der Abel’schen Functionen fiir Geometrie 
fruchtbar zu machen, so stellte er sich nun, mit Gordan zusammen, 
die umgekehrte Aufgabe, die Geometrie fiir die Theorie der 
Abel’schen Functionen zu verwerthen. Ehe wir es unter- 
nehmen, von dem aus diesem Gedanken entsprungenen gemeinsamen 
Werke (Theorie der Abel’schen Functionen, Leipzig. B. G. Teubner. 
1866. dat. August 1866) Bericht zu erstatten, mégen einige Worte 
iiber den allgemeinen Entwickelungsgang der genannten Theorie 
vorausgeschickt werden. Es wird dies um so kiirzer geschehen kénnen, 
als nur wenige Disciplinen der Mathematik sich durch eine verhiltniss- 
missig so geringe Zahl von Arbeiten einiger hervorragender Forscher 
in folgerichtigster und raschester Entwickelung bis zu der Hohe auf- 
geschwungen haben, auf der wir sie heute erblicken. 

Die Theorie der Abel’schen Functionen leitet iliven Ursprung 
aus dem Umkehrprobleme der hyperelliptischen Integrale mit vier 
Periodicitatsmoduln her, welches Jacobi (vergl. Crelle’s J. Bd. 1X 
und XIII) in der Weise formulirt hatte, dass er zwei Summen von je 
zwei Integralen mit verschiedenen Grenzen bildete und die Frage nach 
der quadratischen Gleichung aufwarf, deren Wurzeln die oberen 
Grenzen sind. Diese Frage wurde unabhiingig von Rosenhain (Mém. 
des savants étrangers. t. XI) und Gépel (Crelle’s J. Bd. 35) beant- 
wortet, indem sie beide die Bildungsweisen der Coéfficienten jener 
Gleichungen in gewissen doppelt unendlichen Reihen vermutheten, die 
der von den elliptischen Functionen her bekannten Function 9 ahnlich 
sind, und diese Vermuthung durch Rechnung bestiitigten. Indessen 
war der Keim zu einer directen Lésung des Umkehrproblems auch fiir 
den Fall, dass » Summen von je » Integralen mit 2 » Periodicitits- 
moduln gegeben sind, deren obere Grenzen als Functionen dieser 
Summen dargestellt werden sollen, bereits in Jacobi’s ,,Fundamenta 
nova“ niedergelegt. Jacobi definirt bekanntlich die @-Function durch 
ein Integral zweiter Gattung, indem er den Differentialquotienten des 
Logarithmus der 0-Function gleich der von ihm eingefiihrten Function 
Z setzt. Entsprechend hat nun Weierstrass (Crelle’s J. Bd. 47, 52) 
n Integrale zweiter Gattung in der Weise definirt, dass sie partielle 
Differentialquotienten einer Function sind, welche alsdann die Stelle 
von © vertritt, und hat mit Hiilfe dieser Function das Umkehrproblem 
fiir die allgemeinsten hyperelliptischen Integrale geldst. 

Der hiermit geschilderte Kreis von Betrachtungen sollte indess 


Istituto Lombardo 1869, Brill, zwei Noten tiber die Moduln, Math. Ann. I und 
II, sowie id. ibd. Bd. VI, wo nachgewiesen wird, dass ‘Tyansformationen existiren, 
durch die man die Curve in eine gewisse Normalcurve iiberfiihrt, deren Con- 
stantenzahl mit der Zahl der Moduln iibereinstimmt. 
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noch bedeutend erweitert werden. Bereits Abel hatte sein Theorem 
auf Integrale ausgedehnt, in denen an Stelle des Quadratwurzelaus- 
drucks die allgemeinste algebraische Irrationalitaét getreten ist. Auch 
fiir solche Integralsummen liess sich das Umkehrproblem. aufstellen. 
Lagen die Schwierigkeiten fiir den Fall der hyperelliptischen Functio- 
nen wesentlich in der analytischen Operation, die zum Theil nicht 
ohne langwierige Rechnung durchzufiihren war, so musste fiir die 
Lésung des allgemeinen Umkehrproblems vor Allem ein neues An- 
schauungsgebiet geschaffen werden, in welchem die Integralsummen 
durch unzweifelhafte Darstellung des Integrationsweges eindeutig defi- 
nirt werden konnten. Ein solches erfand Riemann in der nach ihm 
benannten Fliche, welche er iiber der complexen Ebene, dieselbe 
mehrfach tiberdeckend, construirte. Mit Hiilfe dieser Fliche und des 
yon ihm nach Dirichlet genannten Princips, vermége desser, ahnlich 
wie in der mathematischen Physik, eine Function durch gewisse Grinz- 
und Unstetigkeits-Bedingungen definirt wird, stellt Riemann in tiber- 
raschender Weise Relationen zwischen transcendenten einerseits und 
algebraischen Functionen andererseits auf und gelangt so durch wenige 
Schliisse zur Lésung des Umkehrproblems. 

Gegen einige Punkte des kiihnen und grossartigen Entwurfes von 
Riemann lassen sich indess Einwinde erheben, welche zuriickzu- 
weisen mit nicht unerheblichen Schwierigkeiten verbunden war und 
auch heute noch nicht in jeder Hinsicht gegliickt ist. Zuniichst finden 
sich in dem Beweise des Dirichlet’schen Princips angreifbare Stellen; 
auf Functionen von so allgemeinem Charakter, wie sie Riemann an- 
nahm, ist der Beweis nicht ohne Weiteres anzuwenden.*) Ferner 
konnte man sich von der Gestalt der Riemann’schen Fliche, welche 
fiir die Abel’schen Transcendenten vermége der ihr auferlegten Be- 
dingungen noch nicht vollstiindig bestimmt ist, keine klare Vorstellung 
bilden.**) Endlich bemerkte man (vergl. Neumann’s Vorlesungen 
itiber Riemann’s Theorie etc. Vorrede), dass der Zusammenhang, in 
welchem die @-Function in der Riemann’schen Theorie auftritt, nicht 
so enge gekniipft ist, wie man dies wohl bei einem der wichtigsten 
Gliede der ganzen Theorie wiinschen mochte. 


*) Man vergl. u. A. Bemerkungen zum Dirichlet’schen Principe von Kro- 
necker und Weierstrass, deren in einem Aufsatze von Heine in Borch. J. Bd. 
71 Erwaihnung geschieht. ' 

**) Erst in neuester Zeit hat Liiroth eine gewisse Normalgestalt angegeben, 
auf welche die Flache gebracht werden kann (Math, Ann: IV), und hierdurch die er- 
wihnte Schwierigkeit beseitigt. In einer seiner letzten Arbeiten leitet Clebsch 
aus der Liiroth’schen Arbeit einige weitere Resultate ab, welche die Unter- 
suchung des Abschnitts tiber Periodicitait in dem weiter unten zu besprechenden 
Werk in einigen Punkten erweitern und vervollstiindigen (Math. Ann. Bd, VI). 
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Diess waren wohl die Hauptgesichtspunkte, welche Clebsch und 
Gordan eine neue Bearbeitung der Theorie der Abel’schen Functio- 
nen auf einer ganz anderen Basis als wiinschenswerth erscheinen liessen. 
Die misslighe Umgrenzung des Functionsbegriffs sollte, unter Riickgang 
auf die Jacobi’schen Methoden, durch engeren Anschluss an die alge- 
braische Seite des Gegenstandes (vermittelst des Abel’schen Theo- 
rems) vermieden und ein directer Uebergang zur @-Function, in ahn- 
licher Weise, wie dies Weierstrass bei den hyperelliptischen Func- 
tionen gethan hatte *), erméglicht werden. 

Da dieser Weg unmittelbar zu den speciellen Theta’s hinfiihrte, 
welche den Abel’schen Functionen zugehéren, so vermied er die Klip- 
pen, an welchen auch wohl noch heutzutage jeder Versuch scheitern 
muss, die Thetafunction zur alleinigen Grundlage einer Theorie der 
Abel’schen Functionen zu machen, so lange nimlich die Frage nach 
den Beziehungen zwischen den Periodicititsmoduln, von welcher Rie- 
mann im Eingange seiner Arbeit spricht, sowie die Frage nach den 
Thetarelationen ungelést ist. 

Es stellt sich dem Studium des Werkes von Clebsch und Gor- 
dan eine gewisse Schwierigkeit wegen der doppelten geometrischen 
Reprasentation der zu behandeluden Probleme entgegen, die auf den 
zwiefachen algebraischen und analytischen Charakter derselben zuriick- 
geht und vielleicht auch mit der verschiedenen Denkweise der beiden 
Verfasser zusammenhingt. Fiir die Integrale einerseits konnte man 
die Reprisentation der Integrationswege auf der complexen Ebene, die 
Umgiinge, Schleifen und Cyclen nach dem Vorgange von Puiseux, 
wie sie sich in dem Werke von Briot und Bouquet (1859) fiir die 
Untersuchung der doppelt periodischen Functionen so werthvoll er- 
wiesen hatten, in keiner Weise entbehren. Fiir die algebraische Fun- 
ction andererseits gewahrte die Bezeichnung: ,,Curvengleichung“ statt 
»Gleichung zwischen zwei Variabeln“, ,,Schnittpunktsystem“, ,,Doppel- 
und Riickkehrpunkt“ statt der entsprechenden schwerfilligen algebrai- 
schen Ausdriicke eine ungleich gréssere Beweglichkeit, als sie Riemann 
in dieser Hinsicht zu Gebote stand. Wenn man bedenkt, welche Vortheile 
eine nur geringfiigig scheinende A bkiirzung der Gedankenentwickelung ge- 
wahren kann, so schreibt man vielleicht manche der algebraischen Resul- 
tate der Abschnitte iiber Theilung, die sich bei Riemann nicht finden, 
wie tiberlraupt die gliickliche Lésung des Umkehrproblems auf dem ge- 
schilderten Wege auf Rechnung dieser geometrischen Ausdrucksweise. 


*) Leider ist von den ausgedehnten Untersuchungen, welche Weierstrass 
iiber die Abel’schen Functionen angestellt hat, ausser einer kurzen Notiz in den 
Berliner Monatsberichten (1869), die von den allgemeinsten eindeutigen 2 n- 
fach periodischen Functionen handelt, nichts Niheres im Zusammenhange bekannt 
geworden, 
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Nachdem aber einmal die Curve in die Sprache des Werkes auf- - 
genommen war, entsprach es einer symmetrischen Darstellungsweise, 
weiter auch die in der analytischen Geometrie lingst als vortheilhaft 
erkannte Homogenitat der Curvengleichung einzufiihren. Es wird da- 
durch der Anschauungsweise, welche bei einer algebraischen Function 
nur auf solche Eigenschaften achten will, die bei eindeutigen Umfor- 
mungen ungeindert bleiben, wenigstens insoweit Ausdruck gegeben, 
als die Gleichberechtigung aller Gestalten, welche die Function bei 
linearer Transformation annehmen kann, von vorne hereia ersicht- 
lich ist. Dementsprechend bewirkt der scheinbare Ballast, der durch 
die dritte Variable hineingebracht wird, eine Glitte und Uebersicht- 
lichkeit der Darstellung, deren Vorziige selbst durch den Umstand 
nicht in Schatten gestellt werden, dass die vollkommene Symmetrie 
den Gedankengang gelegentlich einhiillt. 

Diese Einfiihrung der homogenen Coordinaten bedingte die Um- 
gestaltung der Form der Integrale in einer Weise, wie sie von Aron- 
hold in der bereits oben erwghnten nach Darstellung und Inhalt 
gleich eleganten Arbeit im Borchardt’schen Jouypnale Bd. 61 gegeben 
worden war. Unter Zugrundelegung dieser Form gestaltet sich die 
logarithmische und algebraische Function des Abel’schen Theorems 
iiberraschend einfach, besonders im Vergleiche mit dem von Abel 
selbst in seiner Preisschrift gegebenen Ausdrucke. 

Das Abel’sche Theorem bildet die natiirliche Briicke zwischen 
dem transcendenten und dem algebraischen Charakter der Theorie.*) 
Indem die Verfasser es unternehmen, im Anschlusse an den von 
Weierstrass eingeschlagenen Weg, von den Integralen aus einen 
Uebergang zu der Gleichung fiir die oberen Grenzen durch Vermit- 
telung von Integralen zweiter Gattung zu finden, benutzen sie das 
Abel’sche Theorem fiir Integrale dritter Gattung. Die Coefficienten 
der entstehenden Gleichung enthalten indess noch gewisse Summen 
fT von Integralen dritter Gattung, die erst zerfallt werden miissen in 
eben solche Summen U mit getrennten Unstetigkeitspunkten. Diese 
Untersuchung, gefiihrt an der Hand der beiden erwahnten geometri- 
schen Reprisentationen, bildet den Schwerpunkt des Werkes und 
gipfelt ihrerseits in der Darstellung des Differentials jener Function 
U, deren partielle Differentialquotienten aus Integralen zweiter Gat- 


*) Der vorzugsweise algebraische Charakter des Abel’schen Theorems geht 
insbesondere aus neueren Untersuchungen iiber algebraische Functionen hervor, 
vermége deren gewisse fundamentale Sitze, welche Riemann und Roch aus 
der Betrachtung von Integralen zweiter Gattung und dem Verschwinden der 
0-Function abgeleitet hatten, auf algebraischem Wege bewiesen und der Theorie 
der algebraischen Functionen organisch eingefiigt wurden. Vergl. die Note von 
Brill und Nither, Gott. Nachr. Februar 1873. ‘ 
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tung bestehen, welche durch Differentiation gewisser specieller Func- 
tionen 7’ gebildet werden. Die Verfasser finden schliesslich, dass jene 
Function U alle Eigenschaften des Logarithmus einer @-Function, wie 
diese von Riemann definirt worden war, besitzt, deren Monodromie 
nicht ausgeschlossen. Bei diesem Anlass wird jener Begriff, den man 
bisher nur fiir Functionen von zwei Variabeln kannte, fiir solche von 
p Variabeln dahin festgestellt, dass eine Function, bei Eindeutigkeit 
im Allgemeinen, nicht aufhért, monodrom zu sein, wenn sie in einem 
Gebiete von (py — 2) Dimensionen unbestimmt wird. 

Bemerkenswerth ist dabei die eigenthiimliche Wahl der Argumente 
der @-Function. Sind bei Riemann die unteren Grenzen der Integrale, 
aus denen sich die Argumente zusammensetzen, fiir die Integrale gleich- 
gebildeter Differentialausdriicke dieselben, dagegen fiir verschieden ge- 
staltete verschieden, so verhalten sich die Festsetzungen von Clebsch 
und Gordan gerade umgekehrt. Die Verfasser entnehmen niimlich 
ihr System von unteren Grenzen den Beriihrungspunkten von gewissen 
zerfallenden Curven (m — 1)" Ordnung, welche von der Lage nur 
eines (iibrigens schliesslich indifferenten) Punktes abhiingen. Die 
Vorziige dieser Bestimmungsweise sind neuerdings von Weber bei 
Gelegenheit des Umkehrproblems (Borch. J. Bd. 70) und von Fuchs 
in Anwendungen hervorgehoben worden (Borch. J. Bd. 73). 

Wir gedenken hier ferner des Capitels, das von der Transforma- 
tion der @-Function handelt. Substituirt man fiir ein System von 
Periodicitiitsmoduln von Normalintegralen erster Gattung, wie sie in 
dem Clebsch-Gordan’schen Werke in dem Abschnitte iiber ,,Perio- 
dicitiit“ durch die Puiseux’schen Methoden hergestellt worden sind, 
ein ebensolches anderes, so tritt eine Transformationsdeterminante mit 
besonderen Eigenschaften auf, deren Werth fiir diesen Fall, dessen Be- 
handlung Jacobi die Theorie der unendlich vielen Formen der Fun- 
ction @ nannte, sich auf Eins reducirt (Transformation erster Ordnung). 
Das allgemeinere Jacobi’sche Problem der Transformation der ellip- 
tischen Functionen hatte Hermite in seiner beriihmten Abhandlung: 
sur la transformation des fonctions abéliennes (Comptes Rendus Bd. 
55) fiir die ultraelliptischen durchgefiihrt, wihrend ein von Abel ge- 
stelltes Transformationsproblem (oeuvres I. Nr. XIV. p. 275) von Kénigs- 
berger Borch. J. Bd. 65 auf ultraelliptische Functionen iibertragen 
worden war. In dem Abschnitte tiber die unendlich vielen Formen der 
Function @ beschiiftigen sich nun Clebsch und Gordan mit der Trans- 
formation erster Ordnung der Abel’schen Functionen tiberhaupt, indem 
sie die mit der Transformation der Periodicitiitsmoduln verbundene Aen- 
derung der Integrale und der @-Function untersuchen, und eine fir die 
Transformation der letzteren wesentliche Constantenbestimmung in der- 
selben Weise, wie dies Kronecker gethan (Monatsber. der Berl. Akad. 
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Oct. 1866), durch Zuriicktiihrung der Transformation auf gewisse Elemen- 
tartransformationen ausfiihren. Dieselbe Aufgabe behandelten Thomae 
(Dissertation, Halle 1864) und neuerdings, mittelst Summation mehr- 
facher Gaussischer Reihen, Weber (Borch. J. Bd. 74). 

Die Verfasser betrachten endlich noch die Theilung der Abel- 
schen Functionen. Man hatte dieselbe bis dahin nur fir elliptische 
Functionen und, nach den Untersuchungen von Hermite, fiir hyper- 
elliptische Functionen gekannt. Clebsch und Gordan zeigen, dass 
die fiir die elliptischen Functionen aufgestellten Siitze nicht nur auf 
die hyperelliptischen, sondern, mit geringen Aenderungen, auf die 
Abel’schen Functionen _iiberhaupt tibertragen werden kénnen. Wie 
bei den elliptischen Functionen ist das allgemeine Problem durch 
Wurzelziehen zu lésen, wenn man das sogenannte specielle Theilungs- 
problem als gelést voraussetzt. Die cyclischen Functionen der allge- 
meinen Theilungsgleichung werden niimlich unter Adjunction der Wur- 
zeln des speciellen rational durch die Coefficienten ausdriickbar; man 
hat somit eine ,,Abel’sche“ Gleichung. Das specielle Theilungspro- 
blem seinerseits fiihrt zu einer Gleichung, die in Folge besonderer 
Kigenthiimlichkeiten auf eine Gleichung niederen Grades und mehrere 
reine Gleichungen reducirt werden kann, aber diese niedere Gleichung 
ist nicht mehr algebraisch lésbar. 

Noch sei des sogenannten ,,erweiterten Umkehrproblems“ gedacht, 
das Clebsch und Gordan in ihrem Buche aufstellen. Dasselbe war 
bereits in Clebsch’s oben genanntem Aufsatze: iiber diejenigen Cur- 
ven, deren Coordinaten sich als elliptische Functionen eines Parame- 
ters darstellen lassen (Borch. J. Bd. 64), fiir elliptische Functionen 
formulirt worden und hat dort den folgenden Inhalt. Es sind m — 1 
Summen von je m Integralen dritter Gattung und eine Summe von m 
Integralen erster Gattung gegehen; man soll eine Gleichung m'" Gra- 
des aufstellen, deren Wurzeln die in jenen Integralen auftretenden 
oberen Grenzen sind. Die oberen Grenzen sind dadurch als (m + 1) -fach 
periodische Functionen definirt; die Krledigung des Problems liasst 
sich indessen, wie Clebsch zeigt, auf das gewohnliche Umkehrpro- 
blem zuriickfiihren. Aehnlich gestalten sich die bez. Verhiiltnisse bei 
den Abel’schen Functionen. 

Die vorstehenden Erérterungeu werden zur Geniige gezeigt haben, 
dass die Theorie der Abel’schen Functionen, wie sie aus Riemann’s 
Hiinden hervorging, zwei heterogene Bestandtheile umschloss: einen 
analytischen und einen algebraischen. Die Bestrebungen der spiteren 
Bearbeiter der Theorie waren iibereinstimmend darauf gerichtet, bei 
weitergehender Erforschung der einzelnen Probleme eine gréssere 
Gleichmissigkeit des Ganzen durch Bevorzugung der einen oder an- 
deren Art von Betrachtung herbeizufiihren. Clebsch und Gordan 
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ihrerseits erwarteten, wie sie in der Vorrede zu ihrem gemeinsamen 
Werke ausdriicklich hervorheben,, die weiteren Fortschritte wesentlich 
von der Ausbildung der algebraischen Methoden. Es ist daher nicht 
zufallig, wenn sich beide seitdem ausschliesslich mit algebraischen 
(resp. geometrischen) Untersuchungen beschiftigten. 

Dieselben gehen bei Clebsch nach zweierlei Richtungen. Sie 
betreffen einmal die Lehre von der eindeutigen Transformation, an- 
dererseits die Theorie der Invarianten bei linearen Substitutionen. 

In dem Werke iiber Abel’sche Functionen waren nur Curven 
hinsichtlich ihrer bei eindeutigen Transformationen bleibenden Eigen- 
schaften untersucht worden. Clebsch dehnt fortan die bez. Unter- 
suchungen auf Gebilde zweiter Stufe aus, er wendet sich, wie man 
sich seitdem ausdriickt, zum Studium der Flichenabbildung. Wenn 
dieselbe naturgemiiss als Erweiterung der Riemann’schen Unter- 
suchungen erwachsen musste, wenn andererseits auf sie beziigliche 
geometrische Betrachtungen vereinzelt wiederholt aufgetreten waren, 
so ist es doch Clebsch, der durch seine eigenen stetig fortgesetzten 
Arbeiten, wie durch die miichtige von ihm ausgehende Anregung, aus 
ihr diejenige geschlossene Disciplin gemacht hat, als welche wir sie 
heute erblicken. — Die Untersuchungen iiber Invariantentheorie, mit 
denen sich Clebsch gleichzeitig beschiftigte, kénnen erst weiter unten 
ihre Besprechung finden. Clebsch dachte sich das Verhiiltniss der 
beiden Disciplinen in der Weise, dass er die Invariantentheorie linearer 
Substitutionen als nothwendige Vorstufe der allgemeineren Ueberlegun- 
gen betrachtete, die sich an eindeutige Transformationen iiberhaupt 
ankniipfen. Wir werden im Folgenden noch die bis jetzt allerdings 
erst kleine Reihe von Untersuchungen zu beriihren haben, welche eine 
Verwirklichung dieses Gedankens anbahnen. — 

Es wurde bereits oben des Unterschiedes gedacht, der die Theorie 
der Flichenabbildang von derjenigen Theorie der algebraischen Flichen 
scheidet, die sich an die Polarentheorie anschliesst und ihren alge- 
braischen Ausdruck unmittelbar in den einfachsten Bildungen der 
linearen Invariantentheorie findet. Auch wird man zwischen ihr und 
der Theorie der conformen Abbildung von Fliche auf: Flache oder gar 
der von Gauss gegriindeten Theorie der auf einander abwickelbaren 
Flichen keinen nahen Zusammenhang aufstellen wollen. Die neue 
Abbildungstheorie erachtet alle Flichen als fiquivalent, welche durch 
eindeutige Transformation in einander iibergefiihrt werden kénnen; 
sie erblickt in einer Fliche das Bild einer algebraischen Function 
zweier Variabeln, und richtet ihr Augenmerk darauf, wie viel von 
den Eigenschaften dieser Function bei beliebiger eindeutiger Umfor- 
mung erhalten bleibt. Von geometrischer Seite entspricht dieser Auf- 
fassung, wenigstens in mancher Beziehung, die Betrachtung der Er- 
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zeugung der Fliche durch andere Raumgebilde, deren Parameter die 
Punkte der Fliche eindeutig bestimmen und somit ein Coordinatensystem 
der Flache liefern; und man wird als Vorliufer der Flichenabbildung 
eine Reihe geometrischer Arbeiten betrachtex kénnen, die sich auf 
Erzeugung algebraischer Flichen beziehen. 

Es sind hier vor Allem die Grassmann’schen und Steiner iin 
Untersuchungen iiber die Fliichen dritten Grades zu nennen (Crelle’s 
J. Bd. 49, 53), die tiber das merkwiirdige System ihrer Geraden nicht 
nur, sondern auch iiber die Lage ihrer Curven niederster Ordnung 
bereits Klarheit verschaffen.*) Ihnen schliessen sich die Untersuchun- 
gen Schlafli’s, August’s und Séhréter’s als Fortsetzungen und 
Erweiterungen an (1858, 62, 63). Weiterhin sind die Arbeiten Kum- 
mer’s tiber Fliichen vierter Ordnung, auf denen Schaaren von Kegel- 
schnitten liegen, zu erwiihnen (Berl. Monatsberichte. Juli 1863. Borch. 
J. Bd. 64). Die in denselben enthaltene Betrachtung der Steiner’- 
schen Fliche vierter Ordnung mit drei sich in einem Punkte schnei- 
denden Doppelgeraden gab Weierstrass (vergl. die Kummer’sche 
Arbeit) und Cayley (Borch. J. Bd. 64. 1864) Veranlassung, deren 
Coordinaten als quadratische Functionen zweier Parameter darzustellen, © 
wihrend andererseits Schréter (Berl. Monatsberichte Nov. 1863, Borch. 
J. 64) und Cremona (Borch. J. 63) dazu iibergingen, eine Geometrie 
auf eben dieser Fliche zu ermitteln, ohne dass damals die Identitit 
beider Betrachtungsweisen zum Bewusstsein oder doch der Uebergang 
von der einen zur anderen zur Darstellung gebracht wire. 

Nur fiir eine besonders einfache Fliiche, die der zweiten Ordnung, 
hat man diesen Uebergang schon friih erfasst. Bereits 1847 hatte 
Pliicker die Idee, das Netz, welches die beiden Systeme von Erzeu- 
genden dieser Fliche bilden, zur Grundlage eines geradlinigen Coor- 
dinatensystems auf ihr zu machen (Crelle’s J. Bd. 34). Zugleich wird 
von ihm diese Bestimmung der Punkte der Fliiche durch die Para- 
meter der beiden Systeme als identisch aufgefasst mit der Abbildung 
der Fliche auf die Ebene durch die schon 1828 von Chasles in all- 
gemeiner Weise untersuchte stereographische Projection, — ein Ge- 
sichtspunkt, vermége dessen er einzelne Siitze der Ebene auf die 
Fliche tibertrigt. Spiiter (1861) entwickelte Chasles (Comptes Ren- 
dus t. 53), zu derselben Zeit, als Cayley (Phil. Magazine. Juli 1861) 


*) Die allgemeinen Erzeugungsweizén aller algebraischen Gebilde, wie sie 
Grassmann in seiner Ausdehnungslehre gegeben und iu einer Reihe von 
Aufsitzen in Crelle’s Journal entwickelt hat, und die Grassmann’s 
Erzeugungsweise der Flichen ‘dritter Ordnung als Corollar einschliessen, sind 
seither noch nicht von den Geometern weitergefiihrt worden; es muss der 
kommenden Zeit iiberlassen bleiben, deren Verhiltniss zu den im Texte erwihnten 
Untersuchungen darzulegen. 
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auf diese Pliicker’sche Darstellung und eine aus derselben abzulei- 
tende Eintheilung der auf der Fliche liegenden Curven hinwies, un- 
abhiingig die Ideen Pliicker’s und Cayley’s. Dabei fiihrt er die- 
selben durch Aufstellung von Relationen zwischen den Parametern 
mit Hiilfe seines Correspondenzprincips zu einer vollstindigen Dis- 
cussion der auf der Fliiche gelegenen Curven durch. Schon kurz vorher 
hatte er (ebenda) eine ahnliche Methode auf die einfachsten gerad- 
linigen Flichen mit einer mehrfachen Geraden rein geometrisch an- 
gewandt, indem er die Beziehung betrachtete, die durch eine Curve 
der Fliche zwischen zwei Ebenenbiischeln begriindet wird, deren Axen 
die vielfache Gerade und eine Erzeugende der Fliche sind. 

Um auch fiir héhere Flichen die Darstellung ihrer Coordinaten 
durch algebraische Functionen zweier Parameter als ein Mittel zum 
Studium ihrer Geometrie auffassen zu kénnen und diese Darstellung 
selbst zu einem wichtigen Gegenstande der Forschung zu machen, 
war von algebraischer Seite der Durchgang durch die Begriffe und 
Methoden néthig, welche in den Untersuchungen von Clebsch und 

Gordan iiber eindeutige Transformationen, deren wir oben bei den 
’ Abel’schen Functionen gedachten, ihre Ausbildung gefunden hatten. 
Bei ihnen entwickelte sich nicht nur jener Functionsbegriff auch fiir 
Flichen, sondern hauptsiichlich auclr die Methode, die zum Unter- 
suchen der beim eindeutigen Entsprechen vorkommenden Singulari- 
titen dient. Dabei war fiir die Curven der Zusammenhang zwischen 
diesem Standpunkte und dem der geometrischen Betrachtung ihrer 
Erzeugungsweise von vorneherein gegeben, so dass man, von den Cur- 
ven ausgehend, bei den Flaichen zu dén entsprechenden Begriffsbildun- 
gen gelangen musste. 

Aber auch von Seiten der rein geometrischen Forschung waren 
die Begriffe vorgeriickt durch Ausbildung der Lehre von den geome- 
trischen Verwandtschaften. Man hatte sich lange Zeit darauf be- 
schrinkt, neben der projectivischen Verwandtschaft die einfachste ein- 
deutige, die quadratische, zu betrachten, die gleichmiissig fiir projec- 
tivische und metrische Geometrie wichtig schien.*) Aber in den Ar- 
beiten Cremona’s (Mem. dell’ Accad. di Bologna Ser. 2. Bd. 2. 1863 
u. bes. Bd. 5. 1864) gelangte bereits der allgemeine Begriff der ein- 
deutigen Punktverwandtschaft in der Ebene zur Aufstellung und Ent- 
wickelung. Erst neuerdings wurde freilich (ziemlich gleichzeitig von 
Clifford, Néther und Rosanes, vergl. Clebsch in den Math. An- 


*) Es sei indess hervorgehoben, dass Magnus in der Vorrede zu seinen ,,Auf- 
gaben iiber analytische Geometrie“ bereits darauf aufmerksam machte, dass sich 
durch Verkniipfung wiederholter quadratischer Transformationen hdhere ein- 
deutige Beziehungen ergeben (1837). 
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nalen Bd. IV. p. 490) der einfache Fundamentalsatz der Theorie ge- 
funden! dass sich jede eindeutige Transformation der Ebene aus wieder- 
holten quadratischen Transformationen zusammensetzen lasst.*) 

Bei diesem Entwickelungsgange erklirt es sich, dass der eigent- 
liche Beginn der Abbildungstheorie, die Geometrie auf den Flichen 
dritter Ordnung, durch ein nach Inhalt und Methode der Arbeiten 
volistindiges Zusammentreffen von Clebsch (Borch. J. Bd. 65. Oct. 
1865) und Cremona bezeichnet ist (vergl. dessen 1866 von der Ber- 
liner Akademie gekrénte Arbeit in Borch. J. Bd. 68): ein merkwiir- 
diges Beispiel dafiir, wie sich in der Theorie der algebraischen Flaichen 
die Objecte der Untersuchung sowohl, als auch die Begriffe, von denen 
man ausgeht, fiir die analytische und die synthetische Behandlung 
allmihlich ganz ahnlich gestaltet hatten. Beide Forscher untersuchen 
die Abbildung der Flichen dritter Ordnung auf die Ebene und be- 
griinden dadurch eigentlich, was man ,,Geometrie auf der Fliche“ 
nennt; bei beiden ist die Grundlage der Abbildung dieselbe: die 
Grassmann’sche Erzeugungsweise der Fliche durch projectivische 
Ebenenbiindel. Fiir Clebsch wird die Abbildung ohne Weiteres durch 
die Formeln vermittelt, welche eben diese Erzeugungsweise darstellen. 
Bei Cremona wird zuniichst eine Raumtransformation untersucht, die 
den Ebenen des Raumes Flichen dritter Ordnung mit einer gemein- 
samen Ourve sechster Ordnung zuordnet, ¢ine Transformation, die im 
Grunde auf eine bereits von Hesse bei seinen Untersuchungen iiber 
Curven vierter Ordnung (Crelle J. Bd. 49) betrachtete Beziehung 
zuriickkommt. 

Was diese und die zunichst folgenden Arbeiten Clebsch’s iiber 
Abbildungstheorie auszeichnet, ist die Methode, aus der Definition der 
die Abbildung bewirkenden Functionen allein die Geometrie der Flache 
zu erschliessen. Die. Verhiltnisse auf der Fliiche sind vollkommen be- 
kannt, sowie das System ebener Curven gegeben ist, das, vermége der 
Abbildung, den ebenen Schnitten der Flaiche entspricht, und es bleibt 
zuniichst unerértert, wie diese Abbildung, wenn man die Fiche ge- 
geben annimmt, gefunden werden kann. 

Von dieser Methode hingt auch die Richtung ab, welche Clebsch 
mit seinen bez. Arbeiten zunichst einschligt. Der mit den Speciali- 
tiiten der ebenen Systeme zunehmenden Schwierigkeit entsprechend, 








*) Die Verwerthung der quadratischen Transformation fiir metrische Probleme, 
welche an eine besondere Form derselben, die Transformation durch reciproke 
Radien, ankniipft, hat ‘in neuerer Zeit eine principiellere Auffassung und all- 
gemeine Benutzung gefunden (vergl. die Arbeiten der franzisischen Geometer 
Moutard, Laguerre, Darboux u. A., sowie Auseinandersetzungen von Lie 
und Klein in den Math. Ann. Bd. V), Aber diese Betrachtungen liegen den im 
Texte besprochenen doch verhiiltnissmiissig fern. 
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behandelt Clebsch nach der Flache dritter Ordnung die Steiner’sche 
Fliche und die geradlinige Fliche dritter Ordnung (Borch. J. Bd. 67. 
Juli 1866) und weiterhin eine merkwiirdige unter den von Kummer 
betrachteten Flichen, die Fliiche vierter Ordnung mit Doppelkegel- 
schnitt (Borch. J. Bd. 69. April 1868). 

Aber schon bei der letztgenannten Arbeit und bei allen von ihm 
spater in dieser Richtung untersuchten Fliichen beschiftigt sich Clebsch 
auch mit der geometrischen Construction der Abbildung, nicht zum 
Zwecke ihres Studiums, sondern zum Beweise ihrer Méglichkeit. Die 
Betrachtungen, zu welchen er hierbei gefiihrt wurde, gehéren zu den 
schénsten und wichtigsten, welche die Abbildungstheorie ihm verdankt. 

Der Nachweis der Abbildbarkeit einer Fliiche auf die Ebene ver- 
langt, auf der Flaiche zwei lineare Systeme von einfach unendlich vie- 
len Curven zu finden, die sich beziiglich nur in einem beweglichen 
Punkte schneiden. Es fiihrt diese Aufgabe zu interessanten geome- 
trischen Problemen, welche zu merkwiirdigen algebraischen Gleichun- 
gen Anlass geben. So tritt bei den Flaichen dritter Ordnung die Glei- 
chung 27'" Grades auf, von deren Auflésung die Bestimmung der 
geraden Linien der Fiche abhiingt. Bei der Fliche vierter Ordnung 
mit Doppelkegelschnitt wird es néthig, die 16 Geraden. dieser Fliiche 
zu kennen, die sich vermége der von Kummer gefundenen fiinf die 
Fliche doppelt beriihrenden Kegel zweiten Grades aus einer Glei- 
chung fiinften Grades und mehreren quadratischen Gleichungen*) be- 
stimmten u. s. w. 

Wenn der Nachweis zweier Curvensysteme der geforderten Art 
im Anschluss an die Clebsch’schen Arbeiten allgemein fiir solche 
Flachen gegeben werden konnte, auf welchen eines derselben bekannt 
ist (ef. Néther in den math. Annalen Bd. III), so ist es Clebsch selbst 
gelungen, die hier auftretenden Gleichungen iiberhaupt zu charakteri- 
siren und einen Zusammenhang derselben mit denjenigen Gleichungen 
zu entdecken, welche bei der Theilung der Abel’schen Functionen 
auftreten. (Ueber den Zusammenhang einer Classe von Flichenabbil- 
dungen etc. Math. Ann. Bd. III. Mai 1870.) 

Er wurde dazu durch den Versuch gefiihrt, die Flichen fiinfter 
Ordnung mit einer Doppelcurve vierter Ordnung erster Species auf die 
Ebene abzubilden (Goétt. Abhandl. Bd. 15. Jan. 1870). Es handelte 
sich dabei, wie schon bei der von Clebsch friiher (Math. Ann. Bd. I. 


*) Vergl. die citirte Arbeit von Clebsch. Die 16 Geraden der Fliche vierter 
Ordnung mit Doppelkegelschnitt wurden wohl zuerst von Darboux erkannt 
Av»nales de l’Ecole Normale 1863), der in seinen allgemeinen Untersuchungen 
iiber Orthogonalsysteme die Flichen vierter Ordnung insbesondere betrachtete, 
welche den Kugelkreis doppelt enthalten, 
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Doppelgeraden, um die Aufgabe, auf der Fliche neben der von vorne- 
herein erkennbaren Kegelschnittschaar gewisse isolirte Kegelschnitte 
nachzuweisen. Dieses Problem verlangte eine schwierige Abzihlung 
(die spiter von Liiroth geleistet wurde, Math. Ann. Bd. III). Dagegen 
gestaltete sich die zweideutige Abbildung auf die Ebene, oder, wie 
Clebsch sagt, die Akbildung auf die Doppelebene, fast unmittelbar, 
indem man den Biischel von Flichen zweiter Ordnung, die, durch die 
Doppeleurve hindurchgehend, die Kegelschnittschaar ausschneiden, mit 
einem Ebenenbiischel schnitt. Es entstand so die neue Aufgabe, die 
Doppelebene auf die neue Ebene zu iibertragen, und diese Aufgabe 
kommt auf die Aufguchung gewisser Beriihrungscurven der in der 
Doppelebene enthaltenen Uebergangscurve hinaus, was, wie oben er- 


- Srtert, von einem Zweitheilungsprobleme der auf die Curve beziiglichen 


Abel’schen Functionen abhiingt (die in dem Falle, von dem hier die 
Rede ist, hyperelliptische sind). Insbesondere beruht der von Clebsch 
am eingehendsten untersuchte Fall der Abbildung einer Doppelebene 
mit Uebergangscurve vierter Ordnung auf tiefliegenden EKigenschaften 
dieser Curven, die Aronhold aufgedeckt hat, indem er von 7 ihrer 
Doppeltangenten ausging (Berliner Monatsber. Juli 1864). Die entspre- 
chende Methode hat bei allen bekannten Fliichenabbildungen den nim- 
lichen Erfolg*). Clebsch hat mit diesen Arbeiten ein neues, weites 
Gebiet erdffnet, das der analytischen wie der rein geometrischen For- 
schung zugiinglich ist, auf dem aber bisher kaum einige weitere Schritte 
geschehen sind. 

Die Méglichkeit der eindeutigen Beziehung zweier Fliichen auf- 
einander hiingt von einer Reihe bis jetzt noch nicht erledigter Fragen 
ab. Aber Clebsch hat auch in dieser Richtung wenigstens einen 
ersten Schritt gethan. Analog dem bei Curven entwickelten Geschlechts- 
begriffe hat er in einem in den Comptes Rendus, December 1868, 
ohne Beweis mitgetheilten Satze eine von den Singularitiiten der Fliiche 
abhiingige Zahl aufgestellt, die er als Geschlecht der Fliche be- 
zeichnet, insofern sie bei beliebiger eindeutiger Transformation erhalten 
bleibt und ihre Gleichheit also zur Transformirbarkeit zweier Flachen 
in einander nothwendig ist. Bewiesen wurde dieser Satz von Ndéther 
(1869), analytisch unter Ausdehnung auf mehrere Variable (Math. 
Ann. II.), sodann (1871) nochmals von Zeuthen durch geometrische 
Betrachtungen (Math. Ann. IV.). Seine weitergehende Bedeutung er- 
hielt derselbe durch den Nachweis der Invarianteneigenschaft gewisser 


*) Es ist zu bemerken, dass das Problem der Abbildung der Doppelebene 
auf die einfache Ebene in den-im Texte gemeinten Fillen, in denen die Doppel- 
ebene durch Beziehung einer Fliiche auf die Ebene gewonnen wurde, dadurch 
specialisirt resp. erleichtert ist, dass eine oder mehrere Wurzeln der Theilungs- 
gleichung von vorneherein bekannt sind. 

. 3% 
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von der Fliche abhiingigen Flachensysteme (Néther, Gétt. Nachr. 
Marz 1873), welche den mit gleicher Eigenschaft behafteten Curven 
(n—3) Ordnung aus der Theorie der Abel’schen Functionen analog 
gebildet sind. Diese Sitze iiber die Erhaltung der Geschlechtszahlen 
scheinen bestimmt zu sein, fiir eine allgemeine Theorie der algebrai- 
schen Functionen mehrerer Variabeln, als deren Vorstufe man die 
Abbildungstheorie betrachten mag, in spiterer Zeit eine Grundlage 
abzugeben. Clebsch selbst hat in einer seiner. letzten Arbeiten,: auf 
die wir weiter unten zu sprechen kommen werden, noch eine Anwen- 
dung des Geschlechtsbegriffs auf die Theorie der algebraischen Diffe- 
rentialgleichungen gegeben. 

Auf den reichen Inhalt der Ausfiihrungen, welche Clebsch so- 
wohl fiir die allgemeine Theorie als fiir die Geometrie einzelner Fli- 
chen gegeben hat (vergl. Math. Ann. Bd. I. III., Rend. del Ist. Lom- 
bardo. Nov. 1868), kénnen wir hier nur im Allgemeinen verweisen. 
Es mag nur noch der Arbeit iiber die geradlinigen Flichen vom Ge- 
schlechte Null gedacht werden (Math. Ann. Bd. V. Oct. 1871), inso- 
fern in derselben ein neuer Begriff, der des Flachentypus, eingefiihrt wird. 
Flichen werden demselben Typus zugewiesen, wenn sie ohne Zwischen- 
treten singulirer Elemente auf einander eindeutig bezogen werden 
kénnen, wie z. B. Ebene und Steiner’sche Flache; Fliichen desselben 
Typus verhalten sich daher in ihrer Geometrie vollkommen ahnlich. — 

Die Darstellung einer Flaiche durch Parameter hat Clebsch wie- 
derholt auch benutzt, um Probleme des Unendlich-Kleinen, die sich aut 
die Flaiche beziehen, zu behandeln. So wies er die Curven der Haupt- 
tangenten auf der Steiner’schen Fliche durch Integration als alge- 
braische nach (Borch. J. Bd. 67. Juli 1866), ein Resultat, das darauf- 
hin von Cremona (1867) auch geometrisch durch die Abbildung 
selbst wiedergefunden wurde*). Er zeigte ferner, in Verallgemeinerung 
der Methode, dass auf allen geradlinigen Flichen die Aufsuchung der 
Haupttangentencurven auf Quadratur zuriickgefiihrt ist, wenn man 
eine derselben kennt (Borch. J. Bd. 68. Juni 1867) u.s. f. 

Wie sehr alle diese Arbeiten von Clebsch noch dazu beigetra- 
gen haben, die analytische und synthetische Methode geometrischer 
Forschung ihrem Inhalte nach zur Uebereinstimmung zu bringen, sollte 
eine neuere Thatsache auf merkwiirdige Art zeigen. In Entwickelung 
der angedeuteten Begriffe und Methoden ist zu gleicher Zeit (1870—71) 
und von mehreren Seiten her (Cayley, Cremona, Nother) eine 


*) Diese Bestimmung der -Haupttangentencurven der Steiner’schen Fliiche 
kann als besonderer Fall der Integration der ebenfalls algebraischen Haupt- 
tangentencurven der Kummer’schen Fliche vierter Ordnung mit 16 Knoten- 
punkten betrachtet werden, wie diese von Lie und Klein gegeben wurde. 
(Berl. Monatsberichte. Dec. 1870, Vergl. auch Math. Ann. V.) 
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neue Theorie, die Theorie der eindeutigen Raumtransformationen auf- 
gestellt worden, die man als directe Verallgemeinerung der Cremona’- 
schen Transformationen der Ebene betrachten mag. Wenn dieselbe, 
obgleich erst in ihren Anfangen, schon jetzt gestattet, fast ohne 
Weiteres alle Flachenabbildungen, mit denen man sich bisher beschaf- 
tigt hat, abzuleiten, so darf man nicht vergessen, dass sie eben auf 
Grund dieser seitherigen Untersuchungen erwachsen ist. — 

Wir hatten es seither verschieben miissen, von den Arbeiten 
Clebsch’s auf dem Gebiete der Invariantentheorie im Zusammen- 
hange zu berichten, so oft wir dieselben schon nebenbei beriihrt haben, 
und so enge die Beziehung dieser Arbeiten zu den bereits besproche- 
nen geometrischen sein mag. Denn mit Problemen der Invarianten- 
theorie hat sich Clebsch gerade auch in seinen letzten Jahren viel- 
fach beschaftigt, und es hitte der zusammengehorige Stoff zerstiickt 
werden miissen, wenn wir bereits bei friiheren Gelegenheiten ausfiihr- 
licher auf dieselben eingegangen waren. 

Obwohl nach ihren Grundvorstellungen das analytische Bild der 
projectivischen Geometrie ist die Theorie der Invarianten bei 
linearen Substitutionen in ihren ersten Anfingen weniger auf die 
vorangegangenen geometrischen Forschungen, als auf die algebraische 
Determinantentheorie und deren Auftreten in dem zahlentheoretischen 
Gebiete (Transformation quadratischer Formen etc.) zuriickzufiihren. 
Auch ist fiir die Ausbildung der Invariantentheorie die Variations- 
rechnung durch die Art der in ihr iiblichen Operationen wenigstens 
indirect von grossem Vortheile gewesen. Erst spiiter hat die Geometrie 
Einfluss auf die Invariantentheorie geiibt. Die elementaren Operatio- 
nen der letzteren stimmen mit den in der projectivischen Geometrie 
iiblichen Constructionen iiberein; die Hiilfsmittel der Theorie in ihrer 
weiteren Ausbildung gehen aber bedeutend iiber die in der Geometrie 
iiblichen Verkniipfungsweisen hinaus. Es fliesst daraus die Aufgabe, 
die geometrischen Begriffe in einer solchen Weise auszubilden, dass 
sie.sich auch diesen héheren oder allgemeineren Operationen anschliesst. 
Andererseits ist die algebraische Formulirung gewisser Gattungen geo- 
metrischer Probleme, besonders von Aufgaben des Unendlich-Kleinen, 
im Sinne der Invariantentheorie erst in neuerer Zeit versucht und noch 
nicht tiberall consequent durchgefiihrt worden.*) 

Bei der wesentlich ygeometrischen Auffassung der algebraischen 
Verhiiltnisse, die Clebsch eigenthiimlich war, und die sich bei ihm 
je linger um so bestimmter ausgepragt hatte, ist es natiirlich, dass 


*) Vergl. hierzu die allgemeinen Untersuchungen tiber homogene Differential- 
ausdriicke von Christoffel und Lipschitz (Borch. J. Bd, 71 ff.), sowie die Er- 
weiterungen, welche Beltrami der Lehre von den Differentialparametern hat zu 
Theil werden lassen. (Mem. dell’ Accad. di Bologna.) 
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seine Untersuchungen iiber Invariantentheorie vorwiegend die geome- 
trische Seite des Gegenstandes betreffen, ohne dass er sich jedoch aus- 
schliesslich auf dieselbe beschrinkt hiitte. Die Abhandlung, durch de- 
ren Studium er zur Invariantentheorie gefiihrt worden war und die fir 
die Richtung seiner spiiteren Untersuchungen durchaus massgebend 
gewesen ist, ist Aronhold’s Theorie der terniiren cubischen Formen 
(Borch. J. Bd. 55). Einmal eréffnete diese Arbeit durch die grosse 
Zahl ihrer neuen Resultate, die sich sofort in die Theorie der Curven 
dritter Ordnung iibersetzen liessen, wie durch die elegante Behandlung 
bereits von Anderen (bes. von Hesse) untersuchter Probleme der geo- 
metrisch-algebraischen Forschung, eine Reihe von neuen Gesichts- 
punkten. Andererseits bediente sich Aronhold in derselben eines 
Formalismus, den Clebsch sofort mit dem gréssten Interesse aufgriff. 

Es ist die Methode der symbolischen Darstellung algebrai- 
scher Formen als der Potenzen linearer Ausdriicke, vermége deren 
Aronhold im Stande war, eine Aufgabe in voller Allgemeinheit der 
Coordinatenbestimmung aufzufassen und durchzufiihren. Die Darstel- 
lungsweise geht in ihren ersten Anfingen auf die Symbolik zuriick, 
deren sich Cauchy, Boole u. A.*) bei der Behandlung von Differen- 
tialgleichungen bedient hatten, oder, wenn man will, auf die bekannte 
abgekiirzte Bezeichnung der héheren Glieder der Taylor’schen Reihe. 
Sie hatte dann in den Hinden von Cayley (vergl. z. B. Crelle’s J. 
Bd. 30) bereits die Ausbildung erhalten, .welche sie geeignet macht, in 
der Invariantentheorie mit. Erfolg verwandt zu werden. Aronhold, 
der seinerseits selbstiindig zu ihr gefiihrt worden war, gab ihr, in Be- 
schrinkung auf ganze rationale Functionen, eine minder abstracte 
Form, indem er die von den Friiheren gebrauchte Bezeichnung durch 
blosse Operationszeichen verliess. 

Clebsch’s erste**) Invariantenarbeit (Borch. J. Bd. 59. Sept, 1860) 
geht unmittelbar von Aronhold’s symbolischer Darstellung aus. War 
letztere fiir Aronhold zuniichst nur ein brauchbares Hiilfsmittel zum 
Beweise seiner Sitze gewesen, so wird sie fiir Clebsch die prin- 
cipielle Grundlage der ganzen Theorie, indem ihm der Beweis gelingt, 
dass die symbolische Darstellung in ihren Determinanten- 
aggregaten geradezu alle invarianten Bildungen ergibt. 
Es muss indess, wenn wir im Anschlusse an Clebsch’s eigene Aus- 
drucksweise diesen Satz so uneingeschrinkt aussprechen, ausdriicklich 
hervorgehoben werden, was man damals, zum Theil im Gegensatze zu 





*) Vgl. auch Untersuchungen iiber die hypergeometrische Reihe von Pfaff 
(Nova Acta Petropol. XI. 1797) und Jacobi (Crelle’s Journal Bd. 36. pag. 135). 

**) Vergl. auch die bereits genannte Abhandlung iiber das Pentaeder der 
Flachen dritter Ordnung, Borch. J. Bd. 58, sowie die sich zunichst anschliessen- 
den geometrischen Arbeiten. 
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der heutigen, eben durch Clebsch selbst weiter entwickelten An- 
schauung, unter einer invarianten Bildung verstand. Man betrachtete 
~ nur solche Formenbildungen, wie sie bereits bei zwei und drei homo- 
genen Verinderlichen auftreten: die Invarianten, Covarianten, zuge- 
hérige Formen und Zwischenformen. Die Grundformen insbesondere 
dachte man nur mit einer Reihe urspriinglicher Verinderlichen aus- 
gestattet. Spiiter haben Clebsch und Gordan Formen mit verschie- 
denen Reihen von Verinderlichen zu Grunde gelegt, wie wir weiter- 
hin noch ausfiihrlicher zu berichten haben werden. Die dann noth- 
wendig werdenden Symbole sind selbst aus anderen Symbolen zusam- 
mengesetzt und fiigen sich dementsprechend in die Determinanten, die 
man aus ihnen zum: Zwecke der Invariantenbildung aufbauen wird, 
nicht als Ganze ein. Auf Grundformen mit zusammengesetzten Sym- 
bolen ist daher der Clebsch’sche Satz in der Form, wie er ihn gab, 
nicht anwendbar. 

Auf dem Standpunkte, der durch den Clebsch’schen Beweis ge- 
schaffen ist, und innerhalb der eben angedeuteten Begrenzung, wird 
das symbolische Aggregat .geradezu die Definition der Invarianten; die 
Relationen zwischen den verschiedenen Bildungen, nach denen die In- 
variantentheorie sucht, ergeben sich aus den einfachen Principien der 
symbolischen Rechnung; die Invariantentheorie mit ihrer realen Vor- 
stellung eines durch lineare Substitutionen unzerstérbaren Inhaltes 
erscheint fast als Corollar des symbolischen Formalismus. Hier sprin- 
gen nun alle die Vortheile hervor, welche ein solcher Formalismus, 
wenn er geschickt angelegt ist, mit sich fiihrt. Die Hiilfsmittel der 
symbolischen Rechnung, schon in der Form, in der Clebsch sie da- 
mals benutzte, fiihren sofort zu Bildungen, deren geometrische Bedeu- 
tung jenseits der Grenzen des rein geometrischen Verstindnisses in 
seiner heutigen Ausbildung liegt. Clebsch hob diesen Punkt gern 
gesprichsweise hervor und pflegte dann wohl auf das Beispiel der bi- 
niren Formen fiinften und der terniren Formen vierten Grades auf- 
merksam zu machen, Bei beiden ergibt die symbolische Bezeichnung 
ohne Weiteres eine Reihe linearer Covarianten, wahrend es bis jetzt 
nicht gelungen ist, bei fiinf Punkten in gerader Linie einzelne cova- 
riante Punkte oder bei Curven vierter Ordnung einzelne covariante 
Gerade zu construiren*). 

In seiner Abhandlung im 59' Bande des Borchardt’schen Jour- 
nals entwickelte Clebsch neben dem von der Allgemeingiiltigkeit der 
Symbolik noch insbesondere ein wichtiges Uebertragungsprincip, das 
eben durch die symbolische Darstellung erméglicht wird. Dasselbe 





*) Die im Texte genannten linearen Covarianten wurden von Hermite und 
Joubert entdeckt. Vergl. Cambridge a. Dublin Math. J. Vol. IX, 
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verwerthet die Theorie der Formen mit niederer Variabelnzahl fiir die 
Formen mit mehr Verinderlichen. Ein Beispiel wird am deutlichsten 


zeigen, worin dieses Princip besteht und in welcher Richtung seine ~ 


Anwendung liegt. | 

Man kennt die Discriminante einer binaren biquadratischen Form, 
d. h. die Invariante, deren Verschwinden aussagt, dass die gegebene 
Form zwei gleiche lineare Factoren besitzt. In symbolischer Darstel- 
lung ist dieselbe, wie jede Invariante binirer Formen, durch ein Ag- 
gregat von Producten zweigliedriger symbolischer Determinanten ge- 
geben. Man kann nun vermége des in Rede stehenden Princips in 
Folge dessen sofort die Bedingung hinschreiben, dass eine gerade 
Linie eine Curve vierter Ordnung in einem Punktsysteme mit ver- 
schwindender Discriminante schneiden soll, d. h. die Gleichung der 
Curve in Liniencoordinaten. Es ist dazu nur néthig, die symbolischen 
Determinanten, welche in der Darstellung der Discriminante vorkom- 
men, durch Vermehrung der Symbolindices auf drei und Hinzunahme 
einer Reihe von Liniencoordinatew zu dreigliedrigen Determinanten zu 
erweitern und dann die Symbole als auf die Gleichung einer Curve 
vierter Ordnung beziiglich aufzufassen. 

Clebsch hat damals diese Darstellung der Curven vierter Ord- 
nung in Liniencoordinaten und entsprechend die der Flichen dritter 
Ordnung in Ebenencoordinaten gegeben, aus denen dann sofort eine 
Menge bis dahin unbekannter Siitze iiber diese Gebilde hervorgehen. 
Es sei hier noch insbesondere hervorgehoben, dass bei consequenter 
Anwendung dieses Princips und der symbolischen Rechnung die gros- 
sen zwiefach gerinderten Determinanten, deren sich Clebsch, wie 
oben berichtet, in seinen friiheren Arbeiten mit Vorliebe bediente, 
durch viel kiirzere symbolische Potenzen ersetzt sind. 

Im Zusammenhange hiermit erwaihnen wir gleich hier einer spa- 
teren Arbeit von Clebsch iiber die Plicker’schen Complexe (Math. 
Ann. Bd. Il. April 1869), in welcher Clebsch dem gemeinten Ueber- 
tragungsprincipe wie iiberhaupt der symbolischen Darstellung eine we- 
sentliche Erweiterang hat zu Theil werden lassen. 

Als Pliicker, nach langerer physikalischer Thitigkeit, sich wie- 
der mathematischen Problemen zuwandte (1864) und die neue Disciplin 
schuf, die man nun als Liniengeometrie*) bezeichnet, ergriff 
Clebsch die geometrischen Ideen, die Pliicker vortrug, mit dem 
gréssten Interesse. Fiir ihn war eine Geometrie der geraden Linien 
im Raume, wenn auch nicht bewusst von ihm erfasst, doch nach den 


*) Dem Pliicker’schen Buche (Neue Geometrie etc. Leipzig, B. G. Teubner. 
1868/69) gingen eine grosse Zahl verschiedener Arbeiten Anderer voraus, die man 
heute zur Liniengeometrie rechnen wird, Vergl. Clebsch’s Gedichtnissrede auf 
Pliicker. Gdétt. Abhandl. Bd. 15. 
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allgemeinen Betrachtungen der bei quaternéren Formen méglichen 
symbolischen Bildungen etwas sehr nahe liegendes gewesen*).- Hier- 
mit ist auch die Richtung gegeben, in der sich seine Untersuchungen 
iiber Pliicker’sche Complexe erstrecken. Sie kniipft an die Darstel- 
lung der Liniencoordinaten durch die Determinanten aus zwei Reihen 
von Punkt- oder Ebenencoordinaten an: ein Standpunkt, von dem aus 
die Liniengeometrie als ein Theil der quaterniiren Formentheorie er- 
scheint. In dem Pliicker’schen Buche wird umgekehrt eine andere 
analytische Behandlungsweise der Liniengeometrie angebahut, die sich 
der geometrischen Auffassung der Geraden als Raumelement genauer 
anschliesst und weiterhin besonders von Klein verfolgt worden ist 
(Math. Ann. Bd. II., V.). Sie betrachtet die 6 Coordinaten der geraden 
Linie als selbstiindige Verinderliche, die dann an eine Bedingungs- 
gleichung zweiten Grades gekniipft sind. Aber hiermit verlisst man 
den Boden der quaterniren Formentheorie und tritt in den Kreis der 
Formen mit sechs Verinderlichen. — 

Indem sich Clebsch der Darstellung der Liniencoordinaten durch 
zweigliedrige Determinanten bediente, zeigte er in der genannten Arbeit, 
wie man symbolisch einen Liniencomplex als Potenz einer viergliedrigen 
Determinante schreiben kann, in der zwei Reihen von Punkt- oder 
Ebenencoordinaten vorkommen, aus denen sich bei der Entwickelung der 
Determinante eben die Liniencoordinaten zusammensetzen. Ein wesent- 
licher Fortschritt, der hierin liegt, ist der, dass die Coéfficienten der 
darzustellenden Form nicht als blosse Producte von Symbolen, sondern 
als Determinantenaggregate**) von Symbolen erscheinen. Clebsch hat 
spiiter (Math. Ann. Bd. V. Jan. 1872) gelegentlich die Fruchtbarkeit 
dieser Darstellung fiir die Behandlung der Complexe in ein helles 
Licht gestellt, indem er die fertigen Gleichungen einer Reihe in der 
Complextheorie auftretender Flichen ableitete. Er hat sodann diese 
neue Art von Symbolik bei allgemeinen Untersuchungen zu Grunde 
gelegt, auf die wir erst weiter unten zu sprechen kommen werden. — 

Die Gesichtspunkte, die man bis jetzt in der Invariantentheorie 
verfolgt hat, mag man in zwei Gruppen bringen. Man hat einmal 
nach den charakteristischen Eigenschaften der invarianten Bildungen 
geforscht, man hat andererseits nach deren gegenseitigem Zusammen- 
hange gefragt und nach Fundamentalformen gesucht, aus denen sich 
die iibrigen durch einheitliche Processe ableiten lassen. 

In seinen ersten Untersuchungen definirt Cayley die Invarian- 


*) Vergl. den Bericht, den Clebsch in den Gdttinger Anzeigen von dem 
Pliicker’schen Buche erstattet hat (1869). 

**) Dies ist also einer von den oben erwahnten Fallen, auf welche sich die 
Beschrinkung bezieht, die man dem Clebsch’schen Satze von der Allgemein- 
giltigkeit der Symbolik zufiigen muss. 
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ten. durch gewisse partielle Differentialgleichungen, in denen die Co- 
éfficienten der gegebenen Formen als unabhingige Variable auftreten 
und deren einzige rationale Lésungen eben die Invarianten sind 
(Crelle’s J. B. 47; vergl. auch Aronhold ebenda Bd. 62). Clebsch 
kommt auf diese Differentialgleichungen nur in der bereits oben bei 
Gelegenheit des Pfaff’schen Problems genannnten Arbeit iiber simul- 
tane lineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung zu spre- 
chen (Borch. J. Bd. 65). Sie erscheinen dabei als Beispiele eines soge- 
nannten vollstindigen Systems von Differentialgleichungen, ‘d. h. eines 
Systems, dessen Gleichungen mit einander combinirt, keine neue Bil- 
dungen ergeben. *) 

Kine andere Definition der Invarianten, von der besonders Aron- 
hold in seiner ,,fundamentalen Begriindung der Invariantentheorie“ 
ausgeht (Borch. J. Bd. 62), ist die aus den nothwendigen Transforma- 
tionsrelationen, welche erfillt sein miissen, damit zwei Formen linear 
ineinander iibergefiihrt werden kénnen. Fiir Clebsch trat auch diese 
Art der Definition verhiltnissmiissig zuriick. Fiir ihn waren die In- 
varianten einfach definirt als ganze rationale Functionen der Coéffi- 
cienten gegebener Formen, die sich bei linearer Transform=tion bis 
auf eine als Factor vortretende Potenz der Substitutionsde’ern:inante 
reproduciren. Dieses ihr Verhalten wird in durchsichtigster Weise 
durch das symbolische Bildungsgesetz ausgesprochen, und es interessirte 
nun Clebsch vorwiegend, diejenigen Probleme weiter zu verfolgen, die 
man auf Grund der symbolischen Darstellung zu erledigen hoffen darf. 

Bereits bei einer biniren Form kann man eine unbegrenzte Zahl 
invarianter Bildungen nach dem Principe der Symbolik entwerfen, in- 
dem man nur die Reihe der zu vereinigenden symbolischen Determi- 
nanten und der zu Hiilfe zu nehmenden wirklichen Verinderlichen 
beliebig vermehrt; um so mehr wiichst die Zahl der Bildungen bei 
ternairen, quaternaren Formen u.s.w. Man wird sich die Frage vor- 
legen, ob man nicht aus der Mannigfaltigkeit aller dieser Gestalten 
einen kleineren Kreis auswiihlen kann, aus dessen Formen sich alle 
anderen in einer festzusetzenden Art und Weise ableiten lassen. 

Mit Bezug auf diese Fragestellung, die schon von Cayley, Her- 
mite, Brioschi u. A., aber zum Theil in anderer Richtung, in Be- 
tracht gezogen war, haben sich Clebsch und Gordan in erster 
Linie gemeinschaftlich auf die Aufgabe concentrirt, solche Formen 
anzugeben, aus denen sich die iibrigen rational und ganz mit Hiilfe 
bloss numerischer Factoren zusammensetzen. Bei biniiren Formen 


gelang es Gordan (Borch. J. Bd. 69) unter Benutzung des symboli- 


*) Den Beweis der Unabhingigkeit dieser Gleichungen haben spiiter 
Christoffel (Borch, J. Bd, 68) und Aronhold (ibd. Bd. 69) gefiihrt. 
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schen Apparates den Satz zu beweisen, dass jede einzelne binire Form, 
wie auch jedes System solcher Formen eine endliche Zahl solcher 
Bildungen besitzt. Die verhiltnissmaissig hohe Vollendung, die durch 
diesen Satz der Theorie der biniren Formen geworden ist, veranlasste 
Clebsch, eine zusammenhingende Darstellung dieser Theorie zu 
geben, die 1872 erschien (Theorie der biniren algebraischen Formen. 
Leipzig, B. G. Teubner. dat. September 1871). Wenn dieses Werk 
zunichst bestimmt ist, auch in weiteren Kreisen die Ergebnisse und 
Anschauungsweisen der heutigen Invariantentheorie zu verbreiten*), 
so haben, wir hier und im Folgenden die in ihm enthaltenen einzelnen 
Fortschritte hervorzuheben. Mit Bezug auf die hier vorliegende Frage- 
stellung hat Clebsch in seinem Buche den Nachweis gefihrt (der 
gleichzeitig von Gordan in einem Aufsatze iiber Resultanten (Math. 
Ann. Bd. III.) gegeben wurde), dass man binare Formen mit mehre- 
ren Reihen von Verinderlichen immer durch ein simultanes System 
von Formen ersetzen kann, die nur eine Art von Veranderlichen ent- 
halten, — wodurch denn das Problem der biniren Formen nach dieser — 
Seite begrenzt erscheint und namentlich auch bei der Bildung von Co- 
varianten binairer Formen die Beschriinkung auf solche mit nur einer 
Reihe von Verinderlichen gerechtfertigt ist. 

Fiir terniire und héhere Formen hat sich ein Satz, der dem Theo- - 
reme von der Endlichkeit des Formensystems bei biniren Formen ent- 
spriche, tretz wiederholter Bemiihungen von Gordan uur erst in ein- 


‘ zelnen Fallen als giiltig erwiesen. Dagegen nahm Clebsch in seiner 


grossen Arbeit: Ueber eine Fundamentalaufgabe der Invarianten- 
theorie (Gétt. Abhandl. XVII. Marz 1872., vergl. auch Math. Ann. 
Bd. V.) eine Erledigung der Fragen in Angriff, welche bei mehr Ver- 
anderlichen den letzt erwihnten auf biniire Formen beziiglichen ent- 
sprechen. Bei biniiren Formen gibt es wesentlich nur eine Art von 
Veriinderlichen, die man als die Punkte einer Geraden zu deuten pflegt. 
Bei terniren Formen treten aber bereits zweierlei, bei quaternaren 
dreierlei Variable auf, entsprechend den verschiedenen Grundgebilden 
in Ebene und Raum, welche die projectivische Geometrie unterscheidet: 
dem Punkte und der Geraden in der Ebene, dem Punkte, der Geraden 
und der Ebene im Raume. Bei » homogenen Verinderlichen wird die 
Zahl dieser verschiedenen Stufen*) gleich (n — 1). Insofern man nun 


*) Das Werk stellt sich hierdurch neben Salmon’s Lessons introductory to 
the modern Algebra. Ein Vergleich beider Biicher ist namentlich auch fiir 
Clebsch’s mathematische Denkweise charakteristisch: bei Salmon in mannig- 
facher Abwechselung eine Fiille verschiedener Methoden, bei Clebsch ein ein- 
heitlicher streng systematischer Gang. 

*) Die Unterscheidung dieser Stufen spielt bereits in Grassmann’s Aus- 
dehnungslehre von 1844 eine wichtige Rolle. 
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alle solehe Bildungen von der Betrachtung ausschliesst, welche sich 
aus anderen, die man bereits beriicksichtigte, rational und ganz zu- 
sammensetzen lassen, geniigt es, wie Clebsch zeigt, solche Formen zu 
betrachten, welche von jeder Artder in Betracht kommenden 
Verainderlichen héchstens eine Reihe enthalten. In der Geo- 
metrie der Ebene z. B. beachte man nur solche Formen, welche ent- 
weder allein eine Reihe von Punktcoordinaten oder nur eine Reihe von 
Liniencoordinaten oder von jeder Coordinatenart je eine Reihe enthalten. 
Die ersten beiden Classen reprisentiren, gleich Null gesetzt, die 
Gleichung einer Curve in Punkt- bez. Liniencoordinaten. Die dritte 
Classe ergibt das, was man friiher als Zwischenform bezeichnet, 
aber nicht eigentlich geometrisch verwerthet hat. Die Formen dieser 
Art repriisentiren geometrisch eine Verwandtschaft zwischen den 
Punkten der Ebene und einem von Geraden umhiillten Orte, oder, 
was dasselbe ist, zwischen den geraden Linien der Ebene und zuge- 
ordneten Punktgebilden. Wir werden noch weiter unten berichten, 
wie Clebsch im Anschlusse an die hier besprochene Arbeit es unter- 
nahm, diese Art geometrischer Beziehung, die er als Connex be- 
zeichnet, als neues Grundgebilde in die Geometrie der Ebene einzu- 
fiihren, und dadurch einen ersten Schritt that, um die Lehre von den 
Differentialgleichungen erster Ordnung mit der neueren geometrischen 
Forschung in Verbindung zu bringen. 

Fiir terniire Formen, auf die sich das besprochene Beispiel bezieht, 
hat tibrigens Clebsch in der genannteu Arbeit den Kreis der zu be- 
trachtenden Formen noch enger gezogen. Bereits Gordan hatte in 
einer Arbeit iiber Combinanten (Math. Ann. Bd. IV) Connexe betrach- 
tet, die einer gewissen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
gentigen; auf eben solche Formen darf man sich, nach den Unter- 
suchungen von Clebsch, tiberhaupt beschrinken. Eine entsprechende 
Reduction des Problems scheint auch bei mehr Verinderlichen statt- 
haft, durch die Arbeit von Clebsch ist aber die bez. Frage erst 
angeregt, noch nicht erledigt. 

Fiir den Standpunkt, wie ihn Clebsch mit diesen Untersuchungen 
entwickelt hat, erscheint die Liniengeometrie als ein specieller Theil 
der itiberhaupt auf vier homogene Variable beziiglichen Probleme. 
Dementsprechend gelingt es Clebsch, die Symbolik, die er, wie oben 
berichtet, insbesondere fiir Linien-Complexe entwickelt hatte, auf alle 
Formen mit beliebig vielen Veranderlichen auszudehnen. Sie gibt 
ihm den Ausgangspunkt fiir seine weiteren Betrachtungen und den 
wesentlichen Apparat zum Beweise der abzuleitenden Siitze. — 

Die zuletzt besprochenen Arbeiten gehen alle darauf aus, solche 
Formen anzugeben, aus denen sich alle anderen rational und ganz 
zusammensetzen lassen, Aber man kann die Aufgabe auch so stellen, 
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dass man nur rationale Darstellung der ausgeschiedenen Bildungen 
verlangt. Mit Bezug auf diese Fragestellung haben Hermite*) und 
Brioschi**) bei biniren Formen ganz allgemein ein System ,,associ- 
irter Formen“ aufgestellt. Alle Covarianten driicken sich durch die- 
selben in der Weise rational aus, dass im Nenner jedesmal nur die 
Potenz einer Form, etwa der Grundform auftritt. Sie -gelangten zu 
diesem wichtigen Satze mit Hiilfe einer gewissen linearen Substitution, 
vermége deren die gegebene Form Coéfficienten erhilt, die sich aus 
Ipvarianten und Covarianten zusammensetzen lassen (vergl. hierzu 
Clebsch’s Theorie der biniren Formen, deren zweite Hilfte diesen 
Untersuchungen gewidmet ist). In einer Note in den Gdttinger 
Nachrichten (Aug. 1870. vergl. Math. Ann. Bd. Ill) zeigte nun 
Clebsch, dass die von jenen aufgestellten Systeme associirter Formen 
noch nicht die einfachsten ihrer Art sind, dass sie sich vielmehr noch aus 
niederen Bildungen zusammensetzen lassen, nimlich aus der Grundform, 
aus den Covarianten, welche in ihren Coéfficienten quadratisch sind, und 
aus den Functionaldeterminanten derselben mit der Grundform (vergl. 
den vereinfachten Beweis von Gundelfinger. Borch. J. Bd. 74). 

Beziehen sich diese Betrachtungen gleichmissig auf Invarianten 
und Covarianten, so gibt es iihnliche Ueberlegungen, die nur Invari- 
anten betreffen. Sie gehen darauf aus, solche Functionen der Verin- 
derlichen als neue Variable einzufiihren, welche mit den gegebenen 
Formen covariant verkniipft sind. Die Coéfficienten der neuen ,,typi- 
schen“ Form sind dann Jnvarianten, und durch diese Invarianten stellen sich 
von selbst alle anderen dar. Hermite, von dem diese Art der Betrachtung 
iiberhaupt herrihrt, benutzt irrationale Bildungen zur typischen Dar- 
stellung. Aber dadurch wird gerade der charakteristische Unterschied 
aufgehoben, der zwischen der Typik und der sonst so viel gebrauch- 
ten Methode der kanonischen Formen besteht: die Beschrinkung auf 
das Rationale. Dem gegeniiber haben Clebsch und Gordan in einer 
gemeinsamen Arbeit iiber Formen fiinften und sechsten Grades (annali 
di matematica. 1867. t. I.) insbesondere entwickelt, wie man den Vor- 
theil rationaler Darstellung bei Formen gerader Ordnung dadurch 
erreichen kann, dass man quadratische Covarianten als neue Verinder- 
liche einfiihrt. Spiater haben Clebsch und seine Schiiler die typische 
Darstellung auch anderer Formen gegeben; man vergleiche hieriiber 
den zweiten Theil der ,,Theorie der binaéren Formen,“ in dem sie 
simmtlich aufgefiihrt sind. — 

Es war schon wiederholt von den Beziehungen der Invarianten- 
theorie der linearen Substitutionen zur allgemeinen Lehre von den ein- 


*) Cambr. und Dublin math. Journ, 1854, Crelle J. Bd. 52. 
**) Annali di matem. tomo I p. 296. 
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deutigen Umformungen die Rede, und es wurde bereits von den Resul- 
taten berichtet, welche letztere Theorie seither bei terniiren und qua- 
terniiren Formen aufzuweisen hat. Bei biniren Formen, bei denen 
die Erledigung der einschligigen Probleme um Vieles leichter scheint, 
hat zuerst Hermite (Comptes Rendus tome 46 pag. 961), dann Gor- 
dan (Borch. J. Bd. 71) den Gegenstand in der Weise in Angriff ge- 
nommen, dass geradezu die Invarianten der durch eine gegebene ein- 
deutige Transformation umgewandelten Form aufgestellt werden. Die 
Art, in der Gordan die eindeutige Transformation einfiihrt, entsprickt 
genau denjenigen, deren er und Clebsch sich in dem Buche iiber 
Abel’sche Functionen bei terniren Formen bedienten. Die neuen ho- 
mogenen Verinderlichen werden mit ganzen Functionen der urspriing- 
lichen proportional angenommen und aus diesen Gleichungen und der 
gleich Null gesetzten gegebenen Form werden die urspriinglichen Ver- 
ainderlichen eliminirt. Die entstehende Resultante ist die transformirte 
Form. Die letztere ist also eine simultane Invariante der gegebenen 
Form und der Transformationsgleichungen; ihre Invarianten setzen sich 
dementsprechend aus den Invarianten der gegebenen Form und der 
Transformationsfunctionen zusammen. 

Clebsch hat sich speciell mit der quadratischen Transformation 
binirer Formen beschiaftigt (vergl. das Fiinfseit und die Gleichungen 
fiinften Grades, Math. Ann. Bd. 4. Juni 1871). Den Kern seiner 
Betrachtung bildet eine geometrische Repriisentation der quadratischen 
Transformation, die hier um so mehr auseinandergesetzt sein mag, als 
sie in ihrer Kinfachheit ein ausgezeichnetes Beispiel fiir das Zusammen- 
gehen algebraischer Entwickelung und geometrischer Auffassung gibt, 
wie es die neuere Zeit entwickelt hat. Man ziehe » Tangenten an einen 
Kegelschnitt. Dann sind bekanntlich die Reihen von » Punkten, in 
welchen dieselben von einer beliebigen anderen Tangente des 
Kegelschnittes getroffen werden, alle untereinander projectivisch 
verwandt. Schneidet man die » Tangenten mit einer anderen Linie 
der Ebene, so ist das nicht mehr der Fall, sondern die durch die 
neuen Schnittpunkte reprisentirte Form geht aus der urspriinglichen 
-eben durch eine quadratische Transformation hervor und die Gesammt- 
heit der Formen, die durch quadratische Transformation entstehen 
kénnen, ist durch die Gesammtheit der Schnittpunktsysteme der Gera- 
den der Ebene mit den m Tangenten repriisentirt*). Handelt es sich 
jetzt darum, quadratische Transformationen zu bestimmen, welche der 
transformirten Form besondere Invarianteneigenschaften ertheilen, so 


*) In ahnlicher Weise interpretirt man nach Clebsch die cubischen Trans- 
formationen, indem man » Osculationsebenen an eine Raumcurve dritter Ordnung 
legt und diese Ebenen mit den Geraden des Raumes schneidet, 
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kommt das auf die Bestimmung gewisser Linien der Ebene, d. h. auf ein 
Problem der linearen Invariantentheorie bei drei Verinderlichen hinaus. 

Clebsch wendet diese Untersuchungen insonderheit auf binire 
Formen fiinften Grades an, und ohne dass wir hier eine nihere Dar- 
legung der zahlreichen Resultate geben kénnen, welche seine Arbeit 
im Einzelnen bietet, miissen wir hervorheben, dass er dieselben mit 
den Untersuchungen von Jerrard, Hermite und Kronecker, betr. 
die Auflésung der Gleichungen fiinften Grades, in Verbindung bringt. 

Die allgemeine Theorie der algebraischen Gleichungen, wie sie 
durch Lagrange begriindet, durch Gauss und A bel weiter entwickelt, 
durch Galois zu ihrer jetzigen Allgemeinheit erhoben worden ist, hat 
Clebsch in hohem Masse interessirt. Er hat freilich in dieser Rich- 
tung nicht eigentlich eigene Untersuchungen angestellt, aber er hat 
indirect diesen Fragen geniitzt, indem er keine Gelegenheit voriiber- 
gehen liess, wenn ein geometrisches oder algebraisches Problem zu 
Gleichungen besonderen Charakters hinleitete, auf eben diese Gleichungen 
als an und fiir sich beachtenswerth hinzuweisen. Es waren wohl die 
Untersuchungen von Hesse und weiterhin die von Abel gewesen, die 
Clebsch’s Interesse fiir diese algebraische Seite der geometrischen 
Probleme rege gemacht hatten; spiiter wurde seine Aufmerksamkeit 
durch die vielfachen Beziehungen, in die er mitCamille Jordan getreten 
war, immer wieder auf Alles, was mit merkwiirdigen Gruppirungen 
von Wurzein einer Gleichung im Zusammenhange steht, hingelenkt. 
Umgekehrt hat man es ihm hauptsichlich zu verdanken, wenn 
Camille Jordan im Stande war, in-seinem grossen Werke (Traité des 
substitutions et des équations algébriques. Paris, Gauthier-Villars 1870) 
ein besonderes Capitel den ,,Gleichungen der Geometrie“ zu widmen. 

Das erste Beispiel einer solchen ,,geometrischen“ Gleichung hatten 
die neun Wendepunkte der Curven dritter Ordnung geboten, von denen 
Hesse zeigte, dass sie durch eine biquadratische und zwei reine 
cubische Gleichungen zu bestimmen seien. Es mégen ferner die 
Gleichungen genannt werden, welche bei der Bestimmung der 28 
Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung oder bei der Bestim- 
mung der 27 Geraden einer Flaiche dritter Ordnung auftreten. Bei 
ihnen «gelang es nicht, den Grad der Gleichungen zu erniedrigen 
(C. Jordan hat inzwischen bewiesen, dass das unméglich ist), wohl 
aber besitzen ibre Wurzeln besondere Gruppirungen, welche interessante 
Beispiele fiir die bei Gleichungen héheren Grades in dieser Hinsicht 
auftretenden EKigenthiimlichkeit®&m abgeben. Clebsch selbst hat in 
seiner Arbeit iiber das Pentaeder der Flichen dritter Ordnung, deren 
wir oben gedachten, die Gleichung zehnten Grades niher discutirt, 
die durch die 10 Eckpunkte des Pentaeder’s vorgestellt wird. In 
seinem Aufsatze ,,iiber die Wendetangenten der Curven dritter Ord- 
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nung (Borch. J. Bd. 58) spielt der Zusammenhang zwischen einer 
Gleichung vierten und einer Gleichung sechsten Grades, auf den schon 
Hesse gefiihrt worden war, eine interessante Rolle. Wir gedachten 
ferner bereits der Untersuchungen iiber die Theilungsgleichungen der 
Abel’schen Functionen, die Clebsch und Gordan in ihrem gemein- 
samen Buche gegeben haben. Aber sehr viel charakteristischer fiir 
Clebsch’s allgemeine Auffassungsweise sind zwei andere Leistungen, 
die wir beide ebenfalls schon beriihrt haben. Die eine ist die, dass 
Clebsch allgemein den Zusammenhang erkannte, den die Theilungs- 
gleichungen der Abel’schen Functionen mit den Gleichungen zur Be- 
stimmung der Beriihrungscurven einer ebenen Curve besitzen; die andere 
liegt in der Zuriickfiihrung der Gleichungen, welche in der Flichen- 
abbildung auftreten, eben auf die Bestimmung solcher Beriihrungscurven. 

Wir haben bei dieser Gelegenheit noch insbesondere von der 
Arbeit: iiber die binaren Formen sechsten Grades und die Dreitheilung 
der hyperelliptischen Functionen (Gétt. Abhandl. Bd. 14. Juni 1869. 
vergl. Math. Ann. Bd. Il) Bericht zu erstatten. Von der Aufgabe 
ausgehend, Curven dritter Ordnung zu construiren, welche sechs ge- 
gebene Gerade eines Biischels beriihren, hatte Cayley (Quarterly J. 
Bd. 9) das Problem aufgestellt, eine binire Form sechsten Grades in 
die Summe der dritten Potenz einer quadratischen und der zweiten 
Potenz einer cubischen Form zu zerlegen. Dieses Problem ist, wie 
Clebsch zeigt, vom 40ten Grade und kann vermdége einer Gleichung 
vom 27ten und einer anderen vom 5ten Grade gelést werden. C. Jor- 
dan, dem Clebsch diese Resultate mitgetheilt hatte, erkannte die 
Uebereinstimmung dieser Gleichung vierzigsten Grades mit derjenigen, 
die sich bei der Dreitheilung der ultraelliptischen Functionen einstellt. 
Clebsch selbst gab darauf die Zuriickfiihrung des einen Problems 
auf das andere. Bei der weiteren Behandlung der Aufgabe erschliesst 
er nicht nur die Existenz gewisser Resolventen, sondern, und das macht 
sie besonders bemerkenswerth, er gibt Methoden an, um diese Resol- 
venten unter Benutzung der Hiilfsmittel symbolischer Rechnung wirk- 
lich zu bilden. Man vergl. hierzu -p. 234 ff. der ,,'Theorie der biniren 
Formen“, wo Clebsch diese Untersuchungen, oder ee einen 
Theil derselbea, reproducirt hat. 

War Clebsch in dieser Weise bemiiht, die Inininienivattingie 
auch mit solchen Gebieten mathematischer Forschung in Verbindung 
zu setzen, die ihr bis dahin ziemlich fern standen, so sei, als einer 
Leistung in gleichem Sinne, eines Auf®atzes iiber die Charakteristiken 
der Kegelschnitte gedacht (Math. Ann. Bd. VI. Mai 1872). In der Theorie 
der Charakteristiken, wie sie durch Ch asles geschaffen ist, spielt ein Satz, 
dem man durch Induction eine grosse Ausdehnung gegeben hat, eine fun- 
damentale Rolle. Derselbe sagt aus, dass die Zah] der Kegelschnitte einer 
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einfach unendlichen Reihe, welche einer gegebenen Bedingung geniigen, 
sich aus zwei Zahlenpaaren linear und homogen zusammensetzt, von denen 
‘das eine bloss der Reihe, das andere bloss der hinzutretenden Bedingung 
angehdrt. In Benutzung der Resultate seiner Abhandlung: ,,Ueber eine 
Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie,“ deren wir oben ausfiihr- 
lich gedacht, zeigt nun Clebsch, dass dieser Satz aus bestimmten 
Eigenthiimlichkeiten’ hervorgeht, die das simultane Formensystem be- 
liebiger ebener Gebilde besitzt, wenn sich unter denselben ein Kegel- 
schnitt befindet. Ks ist durch diese Untersuchung nicht nur der Satz in 
einer vollstiindigeren Weise bewiesen, als das bis dahin geschehen war*), 
sondern es ist namentlich auch eine Begrenzung desselben wahrschein- 
lich gemacht. Denn der Beweis des Satzes hiingt in einer solehen 
Weise von speciellen Eigenschaften der Kegelschnitte ab, dass eine 
Geltung desselben in der niimlichen Form bei Curven héherer Ordnung 
nicht angenommen werden kann. Dem widerspright nicht, wenn er 
sich auch bei héheren Curven in einzelnen Fillen als giiltig erwiesen 
hat (cf. Chasles in den Comptes Rendus t. 58, 1864, Zeuthen in 
den Math. Ann. Bi. 3. p. 154); denn in diesen Fiillen sind die Be- 
dingungen, denen man die Curven unterwirft, besonderer Natur. — 
Clebsch setzt bei seinem Beweise eine gewisse Unabhingigkeit zwischen 
der gegebenen Kegelschnittreihe und der hinzutretenden Bedingung 
voraus. Findet eine solche nicht statt, so hat der Satz von Chasles 
auch keinen unmittelbaren Sinn. Indirect ist er aber auch auf solche 
Fille durch Chasles (Comptes Rendus 1864) und Cremona (ebenda 
1865) vermédge einer nicht vodllig begriindeten Induction angewandt 
worden und hat dann zu lauter richtigen Resultaten gefiihrt. Bei 
Clebsch sind solche Fille, wie gesagt, ausdriicklich von der Betrach- 
tung ausgeschlossen; die auf sie beziigliche Benutzung des Chasles’- 
schen Satzes ist bis jetzt noch unbewiesen. 

Gedenken wir schliesslich der bereits genannten Untersuchung 
iiber Connexe, die Clebsch als neues Grundgebilde der analytischen 
Geometrie der Ebene einzufiigen gedachte (vergl. Gott. Nachrichten, 
Aug. 1872. Math. Ann. Bd. V1). Mit denselben hat Clebsch der 
geometrischen Forschung ein uniibersehbares Feld neuer Speculation 
gedffnet; er hat selbst nur noch die Richtung im Allgemeinen bezeichnen 
kénnen, in der er den Gegenstand zu verfolgen beabsichtigte. Der Connex 
wird bei ihm in demselben Sinne Object der geometrischen Unter- 
suchung, wie etwa eine Curve oder Fiche. Ein Connex hat seine 


*) Vergl. z. B. die Betrachtungen von Darboux in den Comptes Rendus. 
Es wird dort nur auf solche Curvenreihen Riicksicht gehommen, die von einem 
Parameter rational abhiingen, In neuester Zeit wurde ein geometrischer Beweis 
fiir den Fundamentalsatz der Charakteristikentheorie von Halphen mitgetheilt, 
Bulletin de la Société Mathématique. 1873. 
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Singularititen, zwischen ihnen bestehen Gleichungen, die den Pliicker’- 
schen Formeln fiir die Singularitiiten ebener Curven analog sind. 
Man kann nach den Gebilden fragen, die zwei, drei Connexen etc. gemein- 
sam sind. Alle diese Erzeugnisse besitzen bei beliebigen eindeutigen 
Transformationen, die man auf das doppelt terniire System der Punkt- 
und Linien-Coordinaten erstrecken darf, ein Geschlecht u. s. f. 

Aber besonders wichtig scheint die Verbindung, in welche die 
Theorie der algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung 
(zunichst bei zwei absoluten, oder, was dasselbe ist, drei homogenen 
Verinderlichen) zur Theorie der Connexe tritt. Jeder Connex zieht 
eine solche Differentialgleichung nach sich; ihre Integraleurven sind 
dadureh definirt, dass jedesmal Punkt und zugehérige Tangente der 
Connexgleichung geniigen. Man erhiilt dadurch die allgemeinste alge- © 
braische Differentialgleichung erster Ordnung, wobei das Verhiiltniss 
ein solches ist, dass zu einer gegebenen Differentialgleichung noch 
unendlich viele Connexe gehéren. Es ist dadurch fiir diese Differen- 
tialgleichungen ein ganz neuer Standpunkt der Auffassung gewonnen, 
der sich auf das Genaueste an die neuere geometrisch-algebraische For- 
schung anschliesst. Man kann z. B. diese Differentialgleichungen nach 
ihrem Geschlechte eintheilen u. s. f. Es ist aber namentlich auch ein 
formaler Apparat geschaffen, mit dem man die Differentialprobleme 
behandeln wird, wenn man sich an die genannten neueren Anschau- 
ungen anschliessen will. Es scheint dieser Apparat die Ergiinzung zu den 
mehr synthetischen Untersuchungen iiber Differentialgleichungen bilden 
zu sollen, wie sie in neuester Zeit besonders von Lie begonnen wurden. 

Clebsch beabsichtigte, seine Untersuchungen auf mehr Veriin- 
derliche auszudehnen. Die Theorie der quaterniiren Formen z. B., 
welche eine Reihe von Punkt- und eine Reihe von Ebenen-Coordinaten 
enthalten, schliesst dann die Lehre von den partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung bei drei Variabeln in sich. Auch fiir sie 
ist die Eintheilung in Geschlechter gegeben; andererseits mag man 
sie in Gruppen theilen je nach Ordnung und Classe der Connexe, zu 
denen sie gehéren. Clebsch hat alle diese Fragen, die ihn in der 
letzten Zeit beschiftigten, nur noch gespriichsweise beriihren kénnen. 
Aber wir glaubten um so mehr, dieselben hier wenigstens nennen zu 
sollen, als er selbst von ihnen reichen Erfolg erwartete. Wie so oft 
vorher, hat Clebsch mit diesen Untersuchungen den Blick in neue, 
weite Gebiete gedffnet, die altbekannte, aber bis dahin getrennte Gegen- 
stinde in sich begreifen. Er hat mit ihnen dem Grundzuge seiner 
mathematischen Denkweise noch einmal Ausdruck gegeben, welche die 
Mathematik nicht als eine Reihe geschiedener, einander fremder Dis- 
ciplinen, sondern als einen lebendigen Organismus erfassen wollte. 
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Ueber unendlich kleine Bewegungen und tiber Kraftsysteme 
bei allgemeiner projectivischer Massbestimmung. 


Von Ferpinanp LINDEMANN in ERLANGEN. 


Schon verschiedentlich hat man versucht, die Resultate und Me- 
thoden der neueren Geometrie auch fiir die Mechanik fruchtbar zu 
machen, den allgemeinen dort herrschenden Principien hier entspre- 
chende gegeniiberzustellen und so die Mechanik unter einem neuen 
Gesichtspunkte zu betrachten. Vor Allem schien die in der Geometrie 
durchgefiihrte dualistische Auffassung ihr Gegenbild in der Méglich- 
keit zu finden, alle Kraftwirkungen aus einzelnen Kriiften und Kriifte- 
paaren entstehen zu lassen. Mit Begeisterung begriisste daher Chasles*) 
das Werk Poinsot’s**), in welchem durch Kinfiihrung des Begriffs 
der Kriiftepaare die Statik zuerst eine ebenso einfache als consequente 
Begriindung fand; er sieht in dieser neuen Methode einen ersten 
Sehritt zum Aufbau einer doppelten Dynamik, indem man auf der 
einen Seite den Punkt, auf der andern die Ebene als Element der 
Ausdehnung betrachten soll***). Dieser Parallelismus in den ersten 
Principien trat noch klarer hervor, als Poinsot+) auch die directe 
Betrachtung der drehenden Bewegungen gleich der der translatorischen 
einfiihrte und so zuerst iiber die geometrischen Vorgiinge bei einer 
Rotation um einen Punkt Licht verbreitete. Zugleich musste damit 
ein anderes Princip der Analogie bemerkt werden, welches auf Kriifte 
und unendlich kleine Rotationen eine ihuliche Anwendung findet, wie 
in der Geometrie das der Dualitiit auf Punkte und Ebenen. Es setzen 
sich niimlich solche Rotationen nach denselben Gesetzen zusammen 
wie Krifte, eine Symmetrie, welche Poinsot7j;) zuerst hervorhob, 


*) Chasles: Apercu historique, note 34. Vgl. auch A. Comte: Cours de 
philosophie positive, t. I, Paris 1830. 
**) Elements de statique, zuerst Paris 1804. 
***) Mit iihnlichen Gedanken beschiftigte sich auch Pliicker; vgl. Philos. 
Transact, 1866, p. 361. 
+) Théorie nouvelle de la rotation des corps. Paris 1834. Ausfiihrlicher in 
Liouville’s Journal des math. t. XVI, 1851. 
+7) Théorie nouvelle de la rotation ete. 
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wihrend Mébius*) sie dann vollkommen durchfihrte und, iiber die 
Zusammensetzungsregeln hinausgehend, auch der Theorie der Momente 
und der Kriftepaare analoge Betrachtungen fiir unendlich kleine Ro- 
tationen gegeniiberstellte. Ueberhaupt ist es ein wesentliches Verdienst 
des letzteren, die von Poinsot gewonnenen Resultate unter einem neuen 
Gesichtspunkte bearbeitet und bereichert durch eine Fiille neuer Ideen, 
in Deutschland verbreitet zu haben; wobei zugleich die riumlich- 
anschauliche, synthetische Methode, deren sich dieser bei seinen Un- 
tersuchungen bediente, in fruchtbringendster Weise durchgebildet 
wurde. Zur Ausbildung dieser Theorien that zuniichst Chasles**) 
einen weiteren Schritt, indem er die rein geometrischen Vorgiinge bei 
einer unendlich kleinen Bewegung eingehender untersuchte. Es war 
damit wohl zuerst das Studium der kinematischen Geometrie im All- 
gemeinen angeregt, einer Disciplin, welche in neuerer Zeit immer 
weiter ausgehildet ward, wie besonders auch die Arbeiten der Herren 
Resal und Aronhold bezeugen***). Allerdings wurde so dieser 
Theil der Mechanik durch Einfiihrung geometrischer Methoden in 
hohem Masse geférdert; es blieb dabei aber die Betrachtungs- 
weise der neueren projectivischen Geometrie, die ihr eigenthiimliche 
Fassung metrischer Probleme ohne Anwendung, wihrend man doch 
gerade von ihr einen dualistischen Aufbau der Mechanik auf Grund 
jener allgemeinen Reciprocitiitsgesetze im Sinne von Chasles erwar- 
ten durfte. Wenn aber in dieser Richtung keine erfolgreichen Schritte 
gethan sind, so liegt der Grund dafiir in dem undualistischen Cha- 
rakter unserer metrischen Anschauungen, der sich auch besonders in 
der unvollkommenen Symmetrie offenbart, welche die Theorie der 
Kriiftepaare mit der einzelner Krifte verbindet. 

Es findet diese Stérung der Dualitiit dadurch ihren Ausdruck, dass 
wir fiir die Massbestimmung im Punkte den von ihm nach dem ima- 
giniren, unendlich fernen Kugelkreise gehenden Kegel 2. Ordnung 
za Grunde legen, dagegen fiir die Massbestimmung in der Ebene 
ihren Schnitt mit der unendlich fernen Ebene, also ein lineares Ge- 
bilde; und dieser Auszeichnung der metrischen Geometrie im Punkte 


*) Mébius: Ueber die Zusammensetzung unendlich kleiner Drehungen. 
Crelle’s J. Bd. 18, p. 189; 1838. 

**) Chasles: Bulletin des sciences math. p. Férussac, 1830; Comptes rendus, 
t. XVI, p. 1420, 1843; +t. LI, 1860; t. LII, 1861. Vgl. auch Jonquiéres, Mé- 
langes de géométrie pure, Paris 1856. 

***) Resal: Traité de cinématiqne pure, Paris 1862, Chap. III und V. 
Aronhold: Grundziige der kinematischen Geometrie; in den Verhandlungen des 
Vereins zur Férderung des Gewerbefleisses in Preussen, Berlin 1872. Vgl. auch 
den bez. Abschnitt in Schell’s Theorie der Bewegung und der Krifte, Leipzig 
1870, p. 7—99. 
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steht die Thatsache zur Seite, dass wir an ihn, als erzeugendes Element, 
unsere mechanischen Vorstellungen vorwiegend zu kniipfen pflegen. 
Man kann aber eine allgemeinere Massbestimmung concipiren, bei 
welcher das Gesetz der Dualitiit vollkommen gewahrt bleibt, und es 
hat nach den obigen Bemerkungen wohl ein gewisses Interesse, die 
Gestaltung der mechanischen Gesetze unter einer solchen Voraussetzung 
zu betrachten. In diesem Sinne habe ich die vorliegenden Unter- 
suchungen durchgefiihrt, und so mégen sie als ein erster Versuch in 
der bezeichneten Richtung angesehen werden. Es treten dann Punkt 
und Ebene einander auch in metrischer Beziehung vollkommen gleich- 
missig als elementare Gréssen gegeniiber, und somit lehnt sich die 
ganze Darstellung auf das Engste an die projectivische Geometrie an. 

Wir benutzen dabei nach dem Vorgange von Cayley*) statt des 
unendlich fernen imaginaren Kegelschnittes eine allgemeine (unendlich 
fern zu denkende) Fliche 2. Ordnung als fundamentales Gebilde und 
definiren als Entfernung zweier Punkte den mit einer willkiirlich, aber 
fest gewdhlten Constanten c multiplicirten Logarithmus des Doppelver- 
héiltnisses, welches durch sie und die Schnittpunkte ihrer Verbindungs- 
linie mit der F'nndamentalfliiche bestimmt ist, und analog: als Winkel 
zweier Ebenen den mit einer anderen willkiirlich, aber ebenfalls fest 
gewdhlten Constanten c’ multiplicirten Logarithmus des Doppelverhiilt- 
nisses, welches sie mit den beiden von ihrer Schnittlinie an jene Fliche 
gehenden Tangentenebenen bilden**). Ueber die Natur der Fundamen- 
talfliiche, ob sie geradlinig ist oder nicht, ob reell oder imaginiir, ma- 
chen wir zuniichst keine bestimmte Voraussetzung; wir werden uns 
allerdings geometrisch stets so ausdriicken, als wenn sie reell und 
geradlinig wiire, aber wir brauchen uns die Veriinderlichen dann nur 
als complexe Gréssen zu denken, um in der Darstellung alle méglichen 
Fille gleichzeitig zu iibersehen. 

Kin wesentlicher Unterschied der so begriindeten Massbestimmung 
gegeniiber den thatsichlich gegebenen Verhiltnissen besteht darin, 
dass eine gerade Linie zwei unendlich ferne Punkte hat, dass man also 
zu einer gegebenen Geraden durch einen Punkt zwei Parallele ziehen 
kann. Es ist damit der Zusammenhang angedeutet, in welchem eine 
auf Grund unserer obigen Definitionen construirte Massgeometrie mit 
den verschiedenen von anderer Seite aufgestellten Parallelentheorien 


*) Cayley: A sixth memoir upon quantics. Philos. Transactions, vol. 149. 
1859. 

**) Die Definition des Winkels als Logarithmus eines Doppelverhiltnisses gab 
fiir specielle Massbestimmung Laguerre: Nouv. annales de math, 1853, p. 57. 
Unter specieller Massbestimmung ist hier und im Folgenden stets die thatsichlich 
gegebene zu verstehen. 
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steht, und in der That hat Herr Klein nachgewiesen*), dass die von 
Cayley begriindete projectivische Massbestimmung diese Theorien um- 
fasst, dass sie insbesondere bei reeller, nicht geradliniger Fundamen- 
talfliche identisch ist mit der Massbestimmung, wie sie die sogenannte 
Nicht-Euklidische (oder imaginare) Geometrie aufstellt; und es gelang 
ihm so, diese von Bolyai und Lobatschefsky**) begriindeten, an- 
scheinend ganz heterogenen Untersuchungen der projectivischen Be- 
trachtungsweise zu unterwerfen. Hierdurch stehen die folgenden Ent- 
wicklungen mit den Arbeiten der Herren Schering und de Tilly***) 
in gewisser Beziehung; ersterer untersuchte auf Grund dieser Nicht- 
Euklidischen Parallelentheorie besonders die Potentialfunction, wihrend 
de Tilly die Zusammensetzung der Bewegungen und Krifte be- 
arbeitete. 


Andererseits zeigte Herr Beltrami7), dass diese Nicht-Eukli- 
dische Geometrie in ihrem planimetrischen Theile zusammenfillt mit 
der gewéhnlichen metrischen Geometrie auf einer Flache von constan- 
tem, negativem Kriimmungsmasse, so dass z. B. die Geraden der Ebene 
als kiirzeste Linien einer solchen Fliche erscheinen; und als dann 
durch Publication der Arbeiten Riemann’s der Begriff eines Kriim- 
mungsmasses auch fiir Mannigfaltigkeiten mit beliebig vielen Dimen- 
sionen bekannt wurde, entwickelte er, zu solchen Mannigfaltigkeiten 
iibergehend}+), insbesondere, wie auch dem Raume von 3 Dimensio- 
nen in der WNicht-Euklidischen Geometrie ein constantes negatives 


*) Klein: Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. Math. Ann, 
Bd. IV, 1871, p. 573. Es finden sich hier die Definitionen fiir Strecken und Win- 
kel in der oben gegebenen Form, die noch etwas allgemeiner ist als die Cay- 
ley’sche. Die dort auftretende Constante ¢ entspricht geradezu der von Gauss 
gebrauchten Grisse k, welche fiir die Euklidische Geometrie unendlich gross 
gesetzt werden muss. Vgl. weitere Ausfiihrungen einiger Punkte in einer gleich 
betitelten Arbeit, ib. Bd. VI, p. 112. 

**) Vgl. iiber die einschliigige Litteratur F. Klein a. a. O. Hinzuzufiigen 
ist, dass diese ‘heorien neuerdings eine tibersichtliche Bearbeitung gefunden 
haben, in Frankreich von Herrn Flye St. Marie: Etudes analytiques sur la 
théorie des paralléles, Paris 1871; und in Deutschland von Herrn J. Frischauf: 
Absolute Raumlehre nach Joh. Bolyai, Leipzig 1872. 

***) Schering: Die Schwerkraft im Gaussischen Raume; Géttinger Nach- 
richten, 1870 und 1873. De Tilly: Etudes de mécanique abstraite; Mémoires 
couronnées etc. publiées par l’académie r. de Belgique, t. XXI, 1870. Es werden 
hier nur die einfachsten Falle betrachtet, wo die Richtungen und Axen der Kriafte 
und Bewegungen durch einen Punkt gehen oder in einer Ebene liegen. 

+) Risolutione di problema di riportare i punti di una superficie ete, An- 
nali di Mat. Serie I, t. VII, 1866; und: Saggio di interpretazione della geometria 
non-euclidea. Giornale di Matem. 1868. 

++) Teoria fundamentale degli spazii di curvatura costante. Annali di Ma- 
tematica, Serie II, t. LI, 1868/69. 
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Kriimmungsmass beigelegt wird*), Es steht dies mit den allgemeinen 
Untersuchungen im Zusammenhange, in denen man als Bogenelement 
die Quadratwurzel aus einer beliebigen, positiven quadratischen Function 
von den Differentialen der Coordinaten statt der Wurzel aus der Summe 
ihrer Quadrate zu Grunde legt, wie dies besonders die Herren Bel- 
trami und Lipschitz gethan haben*). 


Wihrend die erwiihnten Untersuchungen sich auf die allgemein- 
sten Probleme der Mechanik beziehen, und soweit sie kinematischer 
Natur sind, die allgemeinste endliche Bewegung eines Systems behan- 
deln, ist es vielmehr der Zweck der vorliegenden Arbeit, die ersten 
Grundlagen einer projectivischen Auffassung der Mechanik zu geben; 
sie beschriinken sich deshalb darauf, unter den angefiihrten Voraus- 
setzungen die Theorie der unendlich kleinen Bewegungen eines freien, 
unverdnderlichen Systems und die der Krdfte, welche an einem solchen 
angreifen, vom rein projectivischen Standpunkte aus zu entwickeln***. Zu 
dem Zwecke war es ndthig, auch die metrischen [elationen zwischen 
2 Geraden, d. h. deren absolute Invarianten in Bezug auf die Funda- 
mentalfliche in Liniencoordinaten aufzustellen, wie es in § 1. geschieht. 
Die linearen Transformationen, welche diese Fliiche in sich itiberfiih- 
reny), stellen alsdann die Bewegungen des Raumes dar (wir be- 
trachten dabei eine Bewegung stets als gleichzeitig auf alle Punkte 


*) In der von uns benutzten Massb. driickt sich dies Kriimmungsmass des 
Raumes nach Herrn Klein (I. ¢.) einfach durch obige Constante ¢ aus. 

**) Beltrami: Sulla teorica generale dei parametri differenziali. Memorie 
dell’ academia di Bologna. Serie II, t. VII, 1869. Lipschitz: Untersuchung 
eines Problems der Variationsrechnung, in welchem das Problem der Mechanik 
enthalten ist. Borchardt’s J. Bd. 74, p. 116; 1871. Vgl. auch die Untersuchungen 
desselben in Betreff der ganzen homogenen Functionen von » Differentialen, ib, 
Bd. 70 und 72, sowie Christoffel: ib. Bd. 70. 

***) Es mag bemerkt werden, dass mir der Werth derartiger Verallgemei- 
nerungen als ein rein mathematischer erscheint, dass mir daher in den folgen- 
den Untersuchungen alle jene philosophischen Speculationen fern liegen, welche 
man in Betreff unserer Raumanschauung daran kniipfen kiénnte. Bei einer sol- 
chen Auffassung wird man von ihnen nicht mit Herrn Diihring (vgl. dessen 
Kritische Geschichte der allgemeinen Principien der Mechanik, Berlin 1873, p. 488) 
eine der Mechanik drohende Untergrabung der geometrischen Principien zu be- 
fiirchten brauchen. 

+) Mit endlichen Transformationen einer Form 2. Grades in sich beschiif- 
tigten sich auch Hermite: Remarques sur une mémoire de M. Cayley, rélatif 
aux déterminants gauches, Cambridge and Dublin Math. J. t. IX, 1854, und Cay- 
ley: Sur la transformation d'une fonction quadratique en elle méme par des sub- 
stitutions linéaires: Crelle’s J. Bd. 50, 1855, p. 288. — Sur quelques propriétés des 
déterminants gauches, ib. Bd. 32, p. 119 und Bd. 50, p. 299. — A memoir on the 
automorphic linear transformation of a bipartite quadric function, Phil, Trans- 
actions, 1858, vol. 148. 
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des Raumes ausgedehnt); es wird also hier zugleich eine Theorie der 
unendlich kleinen linearen Transformationen einer Fliche 2. Ordnung 
in sich selbst yegeben, wodurch die rein algebraische Seite gekennzeich- 


net ist, welche unseren Ausfiihrungen — unabhiingig von ihrer me- 
chanischen Bedeutung — anhaftet. Durch unendlich oft wiederholte 


unendlich kleine Transformationen erhalten wir solche Umformungen 
des Kaumes, welche als Bewegungen aufzufassen sind; dieselben fiih- 
ren, so entstanden, natiirlich gleichzeitig jedes System von Erzeugen- 
den der Fundamentalfliiche in sich iiber; und nur solehe Transforma- 
tionen diirfen wir daher als Bewegungen betrachten, d. h. nicht die- 
jenigen, welche die beiden Systeme von Erzeugenden vertauschen*). 
Von den so charakterisirten Transformationen ausgehend, erhalten wir 
zuniichst besonders die von Chasles und Mobius iiber Elementar- 
beweguugen fiir specielle Massbestimmung gegebenen Siitze. Insbe- 
sondere erscheinen dabei zwei lineare Complexe als charakteristisch fiir 
eine unendlich kleine Bewegung, und im Anschluss daran ergiebt sich 
eine Theorie der metrischen Eigenschaften eines linearen Complexes, 
d. h. seiner Beziehungen zur Fundameutalfliiche (§ 3.). Die erst in 
kanonischer Form gegebenen Untersuchungen werden sodann fiir all- 
gemeine Coordinatenbestimmung gegeben und dadurch die betreffenden 
Bewegungen durch ihre 6 Coordinaten definirt (§ 4.). Nachdem noch 
die von den Punkten des Raumes beschriebenen und von dessen Ebe- 
nen umbiillten Curven und der durch die Tangenten dieser gebildete 
Complex 2. Grades, sowie dessen Beziehungen zu den linearen Com- 
plexen (§ 5.—8.) niher betrachtet sind, wird nach der Lage dieses 
Complexes gegen die Fundamentalfliiche und nach dem Verhalten der 
Erzeugenden dieser bei der Bewegung eine Eintheilung der verschie- 
denen Bewegungsarten aufgestellt (§ 10.). Das Princip der Dualitit 
zwischen unendlich kleinen Rotationen und Kriiften giebt sodann das 
Mittel, auch die Gesetze fiir die Zusammensetzung der Krifte (§ 11.) 
und Kraftsysteme, die Theorie der Momente (§ 12. und 13.) und die 
Bedingungen des Gleichgewichtes (§ 14.) fiir eine allgemeine projec- 
tivische Massbestimmung durchzufiihren. Fiir alle diese Untersuchungen 
ist die zwiefache Form besonders charakteristisch, in der es erlaubt 
ist, alle Gesetze und Relationen auszusprechen, was eben in der voll- 
kommen dualistischen Massbestimmung fiir die Geometrie im Punkte 
und in einer Ebene seinen Grund hat, 


Die Anregung zur vorliegenden Arbeit erhielt ich von Herrn 
F, Klein und stand mit ihm wiihrend der Ausfiihrung in steter Ver- 


*) Vgl. Klein; Ueber d. sog. Nicht-EKukl, G. Math. Ann. IV, p. 600, und: 
Zur Mechanik starrer Kérper, ib. p. 403. 
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bindung, so dass ich ihm wegen der Foérderung meiner Arbeit in 
hohem Masse zu Dank verpflichtet bin. 






















$ 1. 


j Neigung und Moment zweier Geraden und zweier linearen Complexe 
3 gegen einander. 


Fiir die oben eingefiihrte Massbestimmung wollen wir nun zu- 
nichst die analytischen Ausdriicke aufstellen. 

Ist Q =O die Gleichung der Fundamentalfliche*), so wird die 
Entfernung zweier Punkte x und y (vgl. Klein a. a. O. Math. Annal. 
Bd. IV): 


zy 


(ion 7 
Sey FV Bey — Bez Quy = 2 ie arecos —2?— 
2. — V By — Qn V2,,2 


=c- log 
y rrvyy 


wo Q,,, Q,, diejenigen Ausdriicke bedeuten, welche entstehen, wenn 
man in Q die Coordinaten x, resp. y der beiden Punkte einsetzt, und 


Oy = 45 Oe y, (§¢= 1, 2, 3, 4) 
wy Ox, Jt ’ ? ? 


ist; ebenso wird, wenn 2’ =O die Gleichung der Fundamentalfliiche 
in Ebenencoordinaten bedeutet, der Winkel zweier Ebenen u und v: 





=’ log Suet V Sue — Suu Poe 2 ic’ arccos Quo 
2, i V Bae “a oe u 2, v V Xion 2, v 


In den folgenden Untersuchungen soll jedoch immer 


c= = ; (= Y—1) 


angenommen werden, damit die Summe der Winkel im Strahlbiischel 
gleich 22 wird. Es wird dadurch das Wesen der Sache im Allge- 
meinen nicht geiindert; nur beim Uebergange zur speciellen Massbe- 
stimmung miissen wir die Constanten ¢ und c’ wieder einfiihren, da 





hier c’ = . und ¢ = 0 gesetzt wird. Aus dem Gleichsetzen beider 
Groéssen folgt dann: 4 


Die Entfernung zweier Punkte ist gleich dem Winkel ihrer abso- 
luten Polarebenen, wenn wir als absolute Polarebene eines Punktes 
seine Polarebene in Bezug auf die Fundamentalfliiche (the absolute 
nach Cayley) bezeichnen. Ebenso ist unter der absoluten Polare 


*) Die Coefficienten von Q sind im Folgenden immer als reelle Gréssen vor- 
ausgesetzt, . 
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einer Geraden die ihr in Bezug auf diese Fliiche conjugirte Gerade 
verstanden. 

Wir werden bei unseren Erérterungen besonders die metrischen 
Relationen, welche die gegenseitige Lage zweier Geraden bestimmen, 
nothig haben, und wir wollen daher hier noch die entsprechenden 
Ausdriicke in Liniencoordinaten aufstellen. 

Schneiden sich zundchst die beiden Geraden (p;,x und p;;’), so ist 
ihr Winkel gleich dem mit z multiplicirten Logarithmus des Doppel- 
verhiltnisses, welches sie mit den beiden Tangenten bilden, die von 
ihrem Schnittpunkte an den Schnitt ihrer Ebene mit der Fundamental- 
fliche gehen. Ist alsé 

oe — 0 

die Gleichung der Fundamentalfliche in Liniencoordinaten, oder sym- 
bolisch *) 

o = 4 (2 (azby — bay) Pir)’, 
wenn 

Q =a,’ = b,? 

gesetzt ist, so wird jenes Doppelverhiiltniss gleich dem Quotienten der 
beiden Wurzeln der Gleichung: 

Ppp + 2AM, py + MO =O, 


und der Winkel der beiden Geraden p und p’: 


. (eh... sae. 
ren... log Pop + V Oop ®p» Ppp! a lai a. __ ee 
=, log —_= = arecos = ); 
x .— fY 92,,—9,,-%.» V -®,., 
PP pp pp “p'p pp “p'p 


ein Ausdruck, welcher mit dem der speciellen Massbestimmung in sei- 
ner Bildung vollig iibereinstimmt. Es entstehen hier wieder ®,, und 
®,:, aus ® durch Kinsetzen der Coordinaten p;, und p;,, und es ist 
a® 
M,,» =12 at Vik 
PP 2 OD: Pi 

Schneiden sich die beiden betrachteten Geraden nicht, so dienen uns 
in der gewohnlichen Massgeometrie zwei Ausdriicke zur Charakterisi- 
rung ihrer gegenseitigen Lage: ihre Neigung und ihr Moment. 
Die erstere ist dann analytisch ebenso definirt, wie der Winkel 


*) Ich bezeichne die Liniencoordinaten immer durch p;,, insofern sie aus 
Punktcoordinaten, durch q;,, insofern sie aus Ebenencoordinaten entstanden ge- 
dacht sind. 

**) Alle Linien, welche gegen eine dieselbe Neigung (vgl. unten) haben, bil- 
den also einen Complex 2. Grades 


i ee ‘ 
K O35 ot = Opn Prep 3 


auf eine lineare Congruenz dieses Complexes werden wir in § 12. gefiihrt werden. 
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zweier sich schneidender Geraden; wir werden also auch bei allgemei- 
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ner Massbessimmung den mit . multiplicirten Logarithmus des Quo- 


tienten bezeichen, der aus den Wurzeln der Gleichung: 
(1) Dpp + 2AM,» + VO ry = Otay, ppap: = 0 
zu bilden ist. 

Geometrisch bedeutet diese Gleichung aber, wie Herr-Pasch ge- 
zeigt hat*), dass der Complex mit den Coordinaten p + Ap’ zu seinem 
absolut conjugirten Complexe in Involution liegt, wobei der zweite Com- 
plex von den absoluten Polaren der Geraden des ersten gebildet wird**). 
Man erkennt dies leicht in folgender Weise: Sind 2;,, 2, die Coor- 
dinaten der absoluten Polaren von p, p’, so ist symbolisch: 

{ O%.= } (a,b, — b,a,) X (ashy — biax) pir 


2 
(2) O2,,= 4 (a,b, — b,a,) D (aby — bax) pr, vu. 8. w., 

und iihnliche Gleichungen bestehen zwischen den aj, und pij,. Aus 
ihnen folgt aber: 


{ @ (x, p)= 5 ; ( 
| o (a, p')=4 {2 (aby — bax) Pix}? = Oy» 


, 


a;b, — bax) Dix} 2 ®,» 


(3) 


(4) o(x, p)=e(p,2’) = $2 (aby — diay) pix Z (a,b, — b, as) ps = Ppp 5 
wenn 
(DP, XH) = Pyo Mz, + Pyp Me + Pis%io + Pre 13 + Pia M3 + Pog 14") 

gesetzt wird, und (p, 2’), (p’, 2), (p, 2’) analog definirt sind. 

Durch diese Relationen geht. die quadratische Gleichung fiir 4 
iiber in: , 
(9) (p, t) + 4 {(p, m') + (y', a)} + ¥ (pw) =0, 
und der links stehende Ausdruck ist jetzt identisch mit (p+ Ap’, +47’); 


sein Verschwinden besagt also in der That, dass der Complex mit 
den Coordinaten p;, + Api, zu dem Complexe mit den Coordinaten 


*) Vgl. Borchardt’s J. Bd. 75, p. 144 f. Es ist diese Relation im Texte noch 
einmal abgeleitet, da wir die hier benutzten Transformationen noch wiederholt 
anwenden werden. 

**) Es folgt daraus auch: Sind 2 Gerade einander conjugirt in Bezug auf 
den einen Complex, so sind es ihre absoluten Polaren in Bezug auf den anderen. 
Diese Beziehung wird uns unten niitzlich sein. Ueber den Begriff der Coordina- 
ten eines linearen Complexes vgl. Klein: Die allgemeine lineare Transformation 
der Liniencoordinaten. Math. Ann. Bd. II, p. 366. 

***) Wir werden diese Bezeichnung auch im Folgenden stets anwenden und 
setzen insbesondere: 

4 (DP, P) = Pi2Pss + PisPse + PrsPrs - 
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1; + 42j; in Involution*) liegt. Die Gleichung (5) sagt nun aus, dass 
es im Allgemeinen in einer zweigliedrigen Gruppe von Complexen 
zwei giebt, welche mit ihren absolut conjugirten in besagter Beziehung 
stehen; und, sind 4’ und 4” die beiden Wurzeln dieser Gleichung, so 


bedeutet (wie sogleich gezeigt werden soll) a das Doppelverhiiltniss, 


welches die Schnittpunkte der Geraden p und p’ mit einer beliebigen 
Ebene und die beiden dieser Ebene bez. in den Complexen p+ 4d’ p’ 
und p+ 4”p’ zugeordneten Punkte bestimmen. 


Wir definiren demnach als die Neigung zweier Geraden gegen 
einander den mit > multiplicirten Logarithmus des Doppelverhiiltnisses, 
gebildet aus den Schnittpunkten einer beliebigen Ebene mit ithnen und aus 
den beiden Punkten, welche dieser Ebene in zwei linearen Complexen 
zugehiren. Diese letzteren werden dadurch bestimmt, dass sie der 
durch die zwei Geraden bestimmten zweigliedrigen Gruppe**) angchiren 
und mit ihren absolut conjugirten Complexen in Involution liegen. Wenn 
sich p und p’ schneiden, geht diese Gruppe in das ebene Strahlbiischel 
iiber; und in der That schneiden die beiden Tangenten desselben an 
die Fundamentalfliche ihre absoluten Polaren, was bei speciellen Com- 
plexen der involutorischen Lage entspricht. Unsere Definition fallt 
also dann mit der obigen fiir den Winkel zweier Geraden zusammen; 
sie ist aber auch unabhingig davon, ob die Gréssen p;., pj, Coordi- 
naten zweier Geraden sind oder selbst schon solche von linearen Com- 
plexen; wir werden daher auch von von der Neigung zweier linearen 
Complexe gegen einander sprechen kinnen. Um mich hier einfacher 
auszudriicken, will ich als Doppelverhiltniss von 4 linearen Complexen 
einer zweigliedrigen Gruppe das Doppelverhiltniss der 4 Punkte be- 
zeichnen, welche einer beliebigen Ebene durch die 4 Complexe zuge- 
ordnet sind (diese Punkte liegen immer auf einer Geraden der zuge- 
hérigen Congruenz), oder, was dasselbe ist, das der 4 Ebenen, welche 
einem beliebigen Pankte entsprechen. Sind P;,, Pi, Pi, + 4’ Pa, 
P,, + 4” Py, die 4 Complexe ***), so sind die eer Ebene uw zugehé- 
rigen 4 Punkte bestimmt durch: 


*) Vgl. Klein: Zur Theorie der Liniencomplexe des ersten und zweiten 
Grades. Math. Ann. Bd, II, p. 198. 

*t) Die Geraden p und p’ sind dann die Directricen der Congruenz, welche 
der zweigliedrigen Gruppe gemeinsam ist, z und x’ die der absolut conjugirten 
Congruenz. 

**%) Es sollen die Coordinaten von linearen Complexen immer mit grossen 
Buchstaben bezeichnet werden, und zwar mit P;,, wenn ihre Gleichung ist: 
(P, Pp) =0, 
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was = Pyrti + Ports + Parts + Party 
eye = Phets + Pope + Ps tts + Phas 
Be = pe + A’ yy keel, 2,3, 4 

nm + A"g, i. ae@; Pi a a 


und also ist ;, das erwihnte Doppelverhiiltniss der 4 Complexe; sind 


2 derselben specielle, so geht dies in das fiir die Neigung der beiden 
Geraden benutzte Doppelverhiltniss iiber. 


Es ist also die Neigung zweier linearer Complexe gleich dem mit 


multiplicirten Logarithmus des Doppelverhiiltnisses, welches sie mit 
den beiden Complexen ihrer zweigliedrigen Gruppe bilden, die mit ihren 
absolut conjugirten Complexen in Involution liegen, d. h. 


° ee oe 
F Opp t+ VY Opp — Opp Opp. tis 7 
= log ———— = arccos — 3 
® pp — VW Opp — Opp Op p. V Opp: Opp 


Insbesondere kann man daher zwei lineare Complexe zu einander 


rechtwinklig nennen, wenn 


Opp = 0 


wird, d. h. wenn der eine mit dem absolut conjugirten des anderen in 
Involution liegt, und also sind zwei Gerade zu einander rechtwinklig, 
wenn die eine die absolute Polare der andern schneidet. 


mit @;,, wenn diese in der Form 


= Oi Pix = (OV = 0 
geschrieben werden kann. 


*) Es bedeuten hier ®pp ete. die Ausdriicke, welche aus ©, , etc. entstehen, 
wenn man statt der Liniencoordinaten Complexcoordinaten einsetzt. — Es ist hier 
ferner, wenn TT;,,1T;, die Coordinaten der absolut conjugirten Complexe zu P;, 
und P%, sind, nach (3) und (4): 

__Srr 7 / PT) (1, P’?) 

V Pag Op » (P, 1) (P’, 11)? 
und es ist dies, wenn man unter den P;, Liniencoordinaten versteht, ein Aus- 
druck, der sich, wenn die 4 Linien Erzeugende desselben Hyperboloids sind, auch 
durch Doppelverhiiltnisse deuten lisst, wie mir zufillig durch eine miindliche 
Mittheilung des Herrn Stolz an Herrn Klein bekannt geworden ist. — Es mag 
vemerkt werden, dass wir ®,, ausdriicklich in der Form 

Opp=4 {= (a,b, — 0;4,) Px }* 
annehmén, wiihrend man in der Gleichung 
%,,=9, 

wo die p;, Liniencoordinaten sind, den Ausdruck (p, p) multiplicirt mit einer be- 
liebigen Constanten hinzufiigen kann, ohne die Gleichung zn Andern., 
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Wir haben noch zu zeigen, wie die hier gegebenen Definitionen 
in die der speciellen Massbestimmung iibergehen. Die Liniencoordi- 
naten will ich alsdann in folgender Weise schreiben: 


Py» =X — 2’ Ops, = ys’ — zy’ 
0P?:3; = Y — y’ OP. = 2a" — 22", 
OPy = e— 2 OPo, = ry’ — ya’, 


so dass die Gleichung des imagindren Kugelkreises in Liniencoordina- 
ten, d. h. die Bedingung, dass eine Gerade p;, ihn schneidet, wird: 


Pi? + M13? + Di? = 


Einem linearen Complexe ist in Bezug auf ihn kein bestimmter an- 
derer polar zugeordnet; einer Geraden entspricht aber auch hier eine 
andere: die conjugirte Polare ihres unendlich fernen Punktes in Be- 
zug auf den Kugelkreis, und ich will diese hier als absolute Polare 
bezeichnen; es ist diese Zuordnung nur insofern unbestimmt, dass alle 
parallelen Linien dieselbe absolute Polare haben. Wir wollen hieran 
den obigen Ueberlegungen entsprechende ankniipfen. Die Coordinaten 
des unendlich fernen Punktes einer Geraden sind proportional zu den 
Cosinus ihrer Richtung, d. h. 


Dy 2S = Pio? Piz * Piss 


und also sind die Coordinaten von deren absoluter Polaren: 


Ut, =0 M3) = Pre 
(6) Um, = 0 UM, = Dis 
Ux, =9 UE, = Pis- 


Einer zweiten Geraden p’ entspricht in derselben Weise eine ab- 
solute Polare x’, und somit werden wir einem Complexe p-+ Ap’ die 
Gerade 2 + Az’ zuordnen, d. h. jedem Complexe einer zweigliedrigen 
Gruppe eine Gerade des in der unendlich fernen Ebene gelegenen 
Strahlbiischels, welches durch die absoluten Polaren der Directricen 
der zugehérigen Congruenz bestimmt ist. Die beiden Complexe der 
Gruppe, welche mit ihren absolut conjugirten in Involution liegen, 
werden dann diejenigen, welche die ihnen zugehdrigen Geraden selbst 
enthalten; und in diesem Sinne kinnen wir unsere obige Definition fiir 
die gegenseitige Neigung von zwei linearen Complexen auch fiir spe- 
cielle Massbestimmung beibehalten. In der That wird hier nach (6): 

w(P, 1) = Py? + Py? + Pi? 
(7) w (PT) = Py? + Ps? + Py? 
w (P, 1’) = mw (PT) = Pip Py + Ps Ps + Pu Pra 


und also die Neigung der beiden Complexe: 
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= arccos —— PnP +Pu Pg + Pu Pr __ 
VP i + Pit t+ Pie VP2? + Py? + Py? 
ein Ausdruck, der, wenn P und P” einzelne Gerade sind, mit dem 
gebriiuchlichen fiir die Neigung zweier Geraden iibereinstimmt. 

Das Moment zweier Geraden in Bezug auf einander, d. h. das Pro- 
duct ihres kiirzesten Abstandes in den Sinus ihrer Neigung, scheint 
als solches bei allgemeiner Massbestimmung nicht so unmittelbar dar- 
stellbar zu sein. Das Wesentliche in dem gebriiuchlichen Ausdrucke 
ist jedoch, dass er bestimmt ist, eine invariante Beziehung der beiden 
Geraden zu ihren in der unendlich fernen Ebene gelegenen absoluten 
Polaren zu geben, denn es ist die Linie kiirzester Entfernung die durch 
den Schnittpunkt dieser beiden Polaren gehende Gerade, welche beide 
gegebene Linien trifft. Wir werden daher auch bei allgemeiner Mass- 
bestimmung das Moment als eine invariante Beziehung der beiden 
Geraden zu ihren absoluten Polaren auffassen, und zwar wollen wir 
statt der Geraden sogleich zwei lineare Complexe P und LP’ anneh- 
men: Wir definiren dann als Moment zweier linearen Complexe gegen 
einander den Cosinus der Neigung des einen gegen den absolut conju- 
girten des andern. Zwischen den Coordinaten P und TI, P’ und TT’ 
bestehen dann die Gleichungen (2); lésen wir dieselben nach TT, TT’ 
auf, so miissen wir wegen der vollkommenen Reciprocitiit, welche zwi- 
schen den TT und P besteht, wieder Gleichungen von der Form (2) 
erhalten, d. h. es ist: 


(8) { Qo’ Pup = 4 (a,bs — by as) >» (a; by — bax) Thx 
Q’ Pop =4(a bs — by a3) 2 (a,b, — diay) Ti , 

wo statt der a, B, y, 0 die Indices 1, 2, 3, 4 in eyclischer Vertau- 
schung zu setzen sind. Um den Zusammenhang von @ und 9’ zu fin- 
den, setzen wir diese Werthe von P wieder in die Gleichungen (2) 
ein, wobei wir dann statt der a, b einmal neue, gleichbedeutende 
Symbole ¢, d einfiihren miissen; wir erhalten dadurch: 

e 0° TT,.=4(a,b,— b, a,) - 2 (aab3— ba ag) (¢, ds — dyes) > 2 (ed — dice) Mix 

= }(a,b,—b,a,) (abed) - & (e;dy — djcx) Mix, 

und 5 thnliche Gleichungen. In der rechts stehenden Summe ist aber, 
wenn man die Symbole durch die wirklichen Coefficienten a;, ersetzt: 





Gy Ay A; My | Ge ag 0 O | Get Gaz Aes Mes 
(9) b, b, b; by : be be 0 0 oa Mp1 GAp2 Ags Aga | 
G&G G| |9 0 g& & Gy1 Ay2 Ays Aya|’ 
| d, d, d, d, | | 0 0 dy ds| ‘| Gd1 G2 Ads ass | 


das Product zweier socher Determinanten verschwindet also, sobald 
irgend zwei der Indices «@, 8, y, 9 einander gleich sind; es fallen 
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somit in obiger Summe alle Glieder bis auf eins fort, und fir dieses 
geht die rechts stehende Determinante in die Discriminante A der 
Fundamentalfliiche tiber; es ist daher 


og TT, = ATT, , 
oder 


(10) eo =A. 
Aus den Gleichungen (8) findet man nun 
9 (P, 1) = Onn, 
und hieraus wegen (3) und (10): 
(11) . Ann = eo? Opp, 
und ebenso aus (8), (9) und (10) 
(12) 9? (P,P) =e Orn 
=4(abed) 2 (ed, — dq) Wik - Z (a,b, — b,a,) Ts 
= A(TI,TT’), 
oder 
(13) 9 (P, P’) =e (1,17). 
Unter Beriicksichtigung dieser Relationen wird das gegenseitige 
Moment der Complexe P und P’: 


aren Cpr ae Op a VA(P, P’) ‘ 
V Ppp Om 1 V ®pp Onn V Ppp Opp 


Es ist hier wieder der arccos des Momentes gleich dem mit ; 
multiplicirten Logarithmus des Doppelverhiiltnisses, gebildet von dem 
einen Complexe, dem absolut conjugirten des andern und den beiden 
Complexen ihrer zweigliedrigen Gruppe, welche mit ihren absolut con- 
jugirten in Involution liegen. Die beiden letzteren bestimmen sich 
hier durch die Gleichung: 


(14) O= (P+AeTT’, 1+ 49 P’)= (PM) + 4[e(1, 1) + @'(P, P’)) 
+ #e9' (P17). 
In der That ist dann wegen der soeben aufgestellten Relationen, 
wenn 4’ und 4” die Wurzeln der letzten Gleichung sind: 


:. 


42 (PF +o, ) <e aity 
V (P,T) : (P’, TT) V Ppp: Ppp 





log 4, =: 
Og |» = arccos 





ro| 


Ordnen wir bei specieller Massbestimmung wieder einer zwei- 
gliedrigen Gruppe von linearen Complexen (P+ 4P’) ein in der un- 
endlich fernen Ebene gelegenes Strahlbiischel (TT + ATT’) in obiger 
Weise zu, so besteht die Gleichung (14) fort; es ist nur in ihr 
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(11, TI’) =0 


zu setzen, wiihrend der zuerst fiir das Moment gegebene Ausdruck 
wegen des Verschwindens von A unbestimmt werden wiirde*). Es ist 
ferner, wenn wir wieder x, —0 zur unendlich fernen Ebene nehmen: 


uw (P,T) = P,,? + P,;° + P,,? 
w (P11) = Pi? + Py? + Py, 
und demnach wird das Moment: 
4(P, P’) ek 


V Py + P,;° + Pi? VP? + P,3? + Py? 

Wir kinnen also obige geometrische Definition desselben auch jetzt 
beibehalten; das darin auftretende Doppelverhiltniss wird nunmehr 
gebildet von dem einen gegebenen Complexe, der dem andern zuge- 
ordneten Geraden des unendlich fernen Strahlbiischels und den beiden 
Complexen der durch die gegebenen bestimmten Gruppe, welche die 
ihnen zugeordneten Strahlen jenes Biischels selbst enthalten. Sind die 
Complexe specielle, so wird an dieser Definition im Wesentlichen 
nichts geiindert; der obige Ausdruck giebt dann unmittelbar das halbe 
Product der kiirzesten Entfernung in den Sinus der Neigung. 





Setzt man 
Pix = Pir, 
so erhilt man das Moment des linearen Complexes in Bezug auf sich 
selbst ; fiir specielle Massbestimmung ist dies gleich dem Parameter des 
Complexes nach Pliic ker’s Bezeichnung. Die geometrische Bedeutung 
desselben fiir allgemeine Massbestimmung werden wir in § 5. an einer 
kanonischen Form erkennen. 

Statt zwei Gerade oder zwei lineare Complexe einander gegen- 
iiberzustellen, kann man natiirlich auch Neigung und Moment einer 
Geraden gegen einen Complex nach den gegebenen Definitionen be- 
stimmen; insbesondere werden wir gelegentlich in § 13. sehen, wie 
sich diese Ausdriicke fiir zwei Complexe zuriickfiihren lassen auf die 
entsprechenden fiir gewisse ausgezeichnete Gerade und deren Neigung 
und Moment gegen die betreffenden Complexe. ' 





*) Auch ®,, wiirde identisch verschwinden, da jetzt jede Gerade die un- 
endlich ferne Ebene in zwei zusammenfallenden Punkten schneidet; wir wiirden 
also # erhalten. 


**) Dieser Ausdruck liisst sich, abgesehen von dem Factor 4, auf die Form 
Asin» + (K+ K’) cos » 
bringen, welche Herr Klein (Math. Ann. Bd. II, p. 368) als Moment zweier Com- 


plexe bezeichnet; A ist die kiirzeste Entfernung ihrer Hauptaxen, m die Neigung 
derselben; K und K’ sind die Parameter der beiden Complexe. 


* 
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§ 2. 
- Die kanonische Form der Transformation. 


Wenden wir uns nunmehr zur Betrachtung der linearen Trans- 
formationen der Fliche in sich selbst, welche an Stelle der Bewegungen 
treten, so wird es sich empfehlen, sie zunichst in der kanonischen 
Form darzustellen, und wir haben also die Lage des fest bleibenden 
Tetraéders gegen die Fliche zu bestimmen. Nach einer oben gemach- 
ten Bemerkung muss die Transformation jede Schaar von Erzeugenden 
der Fliche in sich iiberfiihren, d. h. jede einzelne dieser Geraden sich 
so bewegen, dass sie in ihrer neuen Lage wieder eine Erzeugende 
derselben Art ist; wir haben so zwei Systeme von je einfach unendlich 
vielen Geraden, d. h. zwei rationale lineare Mannigfaltigkeiten, deren 
jede in sich verschoben wird, und es bleiben folglich nach dem Corre- 
spondenz-Principe von Chasles im Allgemeinen*) zwei Erzeugende 
jeder Art fest; sie bestimmen durch ihre vier Schnittpunkte die Ecken 
jenes Tetraéders, und dieses wollen wir der Coordinatenbestimmung 
zu Grunde legen. Alsdann ist die Gleichung der Fliche von der 
Form: 

L,L, + XX, =O. 
Die beiden Kanten, bestimmt als Schnittlinien der Ebenen x, = 0, 
x,=0 und x, =0, x, = 0 sind conjugirte Polaren in Bezug auf die 
Fliche, und die vier Ebenen des Tetraéders beriihren dieselbe beziig- 
lich in den vier Ecken. 

Griinden wir nun auf die Fliche eine projectivische Massbestim- 
mung, so werden wir diejenigen Bewegungen des Raumes, welche 
dies Tetraéder ungeiindert lassen, durch eine Transformation von der 
Form 
(1) OL; = GY; (¢ = 1, 2,3, 4) 
darstellen. Damit diese die Fliche und auf ihr die vier Geraden un- 
geiindert liisst, miissen wir noch die Bedingung: 

(2) G,@, == HM, 

hinzufiigen. Durch eine soleche Transformation wird aber auch jede 
Fliche des Biischels**) 

(3) yt, + Ate, = 0 


*) Diejenigen Fille, in denen eine Anzahl von Ecken und Seiten des Tetra- 
éders zusammenfallen, oder dasselbe unbestimmt wird, werde ich in § 10. niher 
bebandeln. 

**) Fiihrt also eine lineare Transformation eine Fliiche 2. Ordnung in sich 
iiber, so steht sie gleich zu unendlich vielen solchen Flichen in dieser Beziehung. 
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in sich iibergefiihrt, d. h. ein jeder Punkt des Raumes bewegt sich auf 
der durch ihn und die vier auf der Fundamentalfliiche gelegenen Kanten 
des Tetratders gehenden Fliiche 2. Ordnung; dies F liichenbiischel vertritt 
somit die bei specieller Massbestimmung auftretenden Cylinderflichen. 
Da die beiden anderen, sich gegeniiberliegenden Kanten des Tetraéders 
natiirlich auch fest bleiben, kénnen wir uns die Bewegung durch eine 
gleichzeitige Verschiebung und Drehung in Bezug auf jede von ihnen 
entstanden denken. Es ist niimlich eine jede Verschiebung nach einer 
Geraden identisch mit einer Drehung wm deren. absolute Polare.*) Denn 
bei der Bedingung 


a, = &, 
geht jede Ebene des Biischels 
(4) L, + xx, = 0) 
in sich iiber, d. h. die Bewegung besteht in einer Verschiebung nach 
der Geraden x, = 0, x, =; gleichzeitig bleibt aber auch jeder Punkt 
der Reihe 

u, + Au, =O 


fest, d. h. die Bewegung besteht in einer Drehung um die Gerade 
x, = 0, x, = 0, die absolute Polare der ersteren. 

Kine Transformation, welche gleichzeitig das Ebenenbiischel (4) 
und das Fliichenbiischel (3) in sich iiberfiihrt, und zwar jede Ebene 
jenes Biischels, muss aber auch die Schnittcurven beider ungeiindert 
lassen, und somit erhalten wir den Satz: 

Bei einer Verschicbung nach einer Geraden. bewegt sich jeder Punkt 
auf einem Kegelschnitte, dessen Ebene diese Gerade enthdlt, und welcher 
den in seiner Ebene liegenden unendlich fernen Kegelschnitt in seinen 
Schnittpunkten mit der Directrix der Verschiebung beriihrt**); die Ebenen 
dieser Kegelschnitte stehen daher senkrecht zu der absoluten Polare dieser 
Geraden, um welche sich der Raum gleichzeitig dreht. Jede Ebene des 
Raumes umhiillt einen Kegel 2. Ordnung, dessen Spitze auf dieser Polare 
liegt, und welcher den von seiner Spitze an die Fundamentatfliche ge- 
henden Tangentenkegel liings zweier Geraden beriihrt; in diesen Geraden 
beriihrt er gleichzeitig die beiden von der Axe der Rotation ‘an jene 
Fliche gehenden Tangentenebenen. Man sieht, wie hier die Dualitit 


*) Vgl. Schering: die Schwerkraft im Gaussischen Raume. Gittinger 
Nachrichten 1870, p. 311. 

**) Es sind dies die von Herrn de Tilly als lignes équidistantes bezeichneten 
Curven; er entdeckt an ihnen einige Kigenschaften, welche sie mit den Kegel- 
schnitten gemein haben, ohne sie jedoch geradezu als solche zu erkennen. — Den 
entsprechenden Satz fiir die Bewegung einer Ebene in sich gab Herr Klein (a. a. 
O. Math. Ann. IV. p. 602). Die hier auftretenden Kegelschnitte entsprechen den 
Kreisen der speciellen Massbestimmung. 
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vollkommen gewahrt bleibt; sobald wir also die eine Art der Bewegung 
betrachtet haben, kénnen wir die entsprechenden Sitze fiir die andere 
Art sofort aufstellen. 

Aus diesen Bemerkungen, sowie aus dem Umstande, dass wir im 
Allgemeinen jede Bewegung als Transformation in obiger kanonischer 
Form darstellen kénnen, ergiebt sich ferner: 

Jede Bewegung eines unverdnderlichen rdéumlichen Systems ist dqui- 
valent ciner Drehung um eine Gerade und einer gleichzeitigen Verschie- 
bung nach derselben*) (wobei ich statt dieser Geraden stets auch deren 
absolute Polare wihlen kann). Die Curve, auf welcher sich dabei jeder 
Punkt bewegt, und welche auf der durch den Punkt gehenden Fliche 
des Biischels (3) liegt, will ich als projectivische Schraubenlinie, die 
Bewegung selbst als eine Schraubenbewegung, die beiden eimander ab- 
solut conjugirten Kanten des Tetraéders als Hauptaxen der Bewegung 
bezeichnen. Die Eigenschaften dieser Schraubencuryen werden sich 
unten (§ 6.) nach Betrachtung unendlich kleiner Transformationen 
leicht ergeben. 

Dass wir jede Transformation von der Form (1) unter der Be- 
dingung (2) als Bewegung auffassen kénnen, ist sofort klar, da durch 
sie die Massverhiiltnisse des Raumes nicht geiindert werden; und die 
einzige T'ransformationsart, welche dies ebenfalls leistet, nimlich die- 
jenige, welche einer Figur eine ihr invers congruente zuordnet, ist 
durch den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen von vornherein aus- 
geschlossen. Kine solche wiirde sich in kanonischer Form z. B. durch 
die folgenden Gleichungen darstellen: 

C2, == 49, OL, = MH Yo 
OL, = AY OX, = 2%, 
wodurch ebenfalls jede Fliiche des Biichels 
LX, + Ax, xX, = 0 
ungeiindert bleibt, sobald wieder die Bedingung 


0) hy = Ay Hs 


erfiillt ist. 
§ 3. 
Der lineare Complex als Bild einer unendlich kleinen Bewegung. 


Indem wir uns hier auf die Betrachtung unendlich kleiner Bewe- 
gungen beschranken, werden wir zur Darstellung derselben wnendlich 


*) Fiir spec. Massbest. gab diesen Satz zuerst Chasles: Bulletin universelle 
des sciences math. p. Férussac Noy. 1830, und Correspondance math. de Bruxelles 
t. VII. p. 352. 
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kleine Transformationen der Fundamentalfliche in sich selbst untersuchen 
miissen. Wiederholen wir die durch die Gleichungen (1) in § 1. ge- 
gebene Transformation 4 mal nach einander, so erhalten wir 


Q y= a? Le 
Die entsprechende unendlich kleine Transformation ergiebt sich 
hieraus, wenn wir 4 unendlich klein, etwa gleich dA nehmen, 2; + dz; 


statt oy; setzen und rechts nach Potenzen von dA entwickeln. Man 
findet alsdann 


(1) = log a;x,dd, oder 
dz;=a;di, 

wo nun die Bedingungsgleichung iibergeht in: 

(2) a, +a,=—a,+a,. 


Bei einer solchen unendlich kleinen Bewegurg schreitet jeder 
Punkt des Raumes auf einer Geraden fort, und jede Ebene dreht sich 
um eine solche. Letztere ist bestimmt als Schnittlinie zweier ent- 
sprechender unendlich naher Ebenen, und ihre sechs Coordinaten sind 
demnach : 


6 Giz = Uj (Ux + du) — uy (us + du) = — usu (a, — ada, 
wo wir das — dd in den Factor 6 eingehen lassen kénnen, also: 
(3) Odix = UjzUy, (a, — aj). 


Wir wollen diese Gerade nach dem Vorgange von Chasles*) die 
Charakteristik der Ebene u nennen, und ebenso die Verbindungslinie 
zweier einander unendlich naher entsprechender Punkte, deren Coor- 
dinaten durch 
(4) OPik = XjXx (Ae — Aj) 
gegeben sind, die Charakteristik des Punktes x. 

Man kann nun in einer Ebene w immer einen Punkt x so bestim- 
men, dass er sich bei der unendlich kleinen Bewegung senkrecht zu 
dieser Ebene bewegt, d. h. dass seine Charakteristik durch den abso- 
luten Pol y derselben hindurchgeht. Letzterer ist mit w durch die 
Gleichungen 

Hy = Y, ly = Yo 
(5) 1 4 3 
Bt, = 9; Eu = 


verbunden, und man hat also zur Bestimmung von =z: 


*) Propriétés géométriques rélatives au mouvement infiniment petit d’un 
corps solide libre dans l’espace. Comptes rend. t. XVI, p. 1420. 1843. Die 
dort angefiihrten Sitze wurden bewiesen von Jonquiéres: Mélanges de géomé- 
trie pure, Paris 1856. 
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Wy % (Ay — Ay) = LY, — YL, = WH, U, — 2, Uy) 
LyX (Az — A) = LoYx — Y3 Lp = W(X, U, — Ly Uy) 

Dy Ly (Ay — Ay) = LyYo — YX, = W(X, Us — L,U,) 

Hs Ly (Ay — As) = LyYy — YyX, = W (TU, — LU) 

3 (43 — Ay) = LyYy — YX; = w(L, Uy — zt) 

Wy Hy (Ay — Ay) = LyYy — YT, = (HU, — Hy Us). 
Man sieht sofort, dass diese Gleichungen, sowie die Bedingung u, —0, 
erfiillt sind, wenn zwischen den x und w folgende Beziehungen bestehen: 


furs = x, (a, —4,) Hus = 2, (a, — as) 

| wet, = a3 (a, —ay) wu, = x, (a,—4,) . 
Wir wollen den Punkt « als Nullpunkt der Ebene u*) und diese 
als Nullebene des Punktes x bezeichnen. Wiihrend sich die Ebene um 
ihre Charakteristik dreht, ist ihr Nullpunkt der einzige Punkt, welcher 
sich senkrecht zu ihr aus ihr heraus bewegt, und im Anschluss hieran 
haben wir den Satz: 

Die Bewegung einer Ebene im Rauwme lisst sich in jedem Augen- 
blicke ersetzen durch eine Drehung derselben um eine threr Geraden und 
eine gleichzeitige Bewegung in sich wm einen in ihr gelegenen Punkt.**) 

Durch die Gleichungen (6) ist uns ein linearer Complex bestimmt, 
dessen durch einen Punkt gehende Geraden in der Nullebene des Punktes 
liegen; seine Gleichung ist: 

(7) (4 — 4) Pry + (43 — 42) P23 = 0») 

und die ihm angehdérigen Geraden werden senkrecht zu sich selbst ver- 
setzt. Es haben nimlich alle durch einen Punkt gehenden Ebenen 
ihren Nullpunkt in der Nullebene des Punktes, und umgekehrt geht 
die Nullebene von jedem Punkte einer Ebene durch den Nullpunkt 
dieser Ebene; allen Punkten einer Geraden des Complexes entsprechen 
also Nullebenen, welche durch diese Complergerade hindurchgehen; 
die Charakteristik eines jeden Punktes aber geht durch den absoluten 
Pol der zugehérigen Nullebene, und alle diese Pole liegen wieder auf 
der absoluten Polare der betrachteten Complexgeraden, d. h. jene Cha- 
rakteristik steht zu dieser letzteren senkrecht; also: 

Die Geraden, auf welchen die Fortschreitungsrichtungen ihrer Punkte 
senkrecht stehen, bilden einen linearen Complex.7) 


(6) 


*) Nach Mibius: Lehrbuch der Statik. Theil I. § 84. 
**) Fiir spec. Massbest. zuerst von Chasles gegeben: Apergu historique, 
note 34. (Bruxelles 1837). 
***) Ueber die Bedeutung der Coéfficienten dieses Complexes vgl. § 9. 
+) Die Bedeutung dieses Complexes fiir die unendlich kleinen Bewegungen 
bei spec, Massbest. erkannte wohl zuerst Mébius (vgl. Lehrbuch der Statik 





F. Luxspemann. 


Zwei in Bezug auf einen solchen Complex conjugirte Gerade sind 
dadurch definirt, dass die den Ebenen des durch die eine bestimmten 
Biischels zugehérigen Nullpunkte auf der anderen liegen; zwischen den 
Coordinaten zweier Geraden der Art (p,;, und p’;,) bestehen demnach 
hier die Gleichungen: 


OP3, = — Pay OPi2= — Pir 
(8) OPis = — Pis OP 2, = — Pay 
(ly — Ag ’ A, —- a ’ 
OP1s = a, — a, P23 CP2s = 7, — a, Pu - 


Indem man nun mittelst der Gleichungen (3), (4) und (6) die 
Coordinaten der Charakteristik eines Punktes und der seiner Nullebene 
aufstellt, findet man, dass sie diesen Gleichungen identisch geniigen, 
und wir haben den Satz: 

Die Charakteristik einer Ebene und die ihres zugehirigen Nullpunktes 
sind conjugirte Gerade in Bezug auf den linearen Complex, dessen Ge- 
rade senkrecht zu sich selbst versetzt werden. 

Die Bedeutung zweier solcher Geraden fiir die Bewegung ist auch 
noch eine andere; es stehen niimlich nach Obigem die Charakteristiken 
der Punkte der einen senkrecht zu den durch die andere gehenden 
Ebenen; durch eine blosse Drehung um diese kann ich also jene in 
die Lage bringen, welche sie in Folge der unendlich kleinen Bewe- 
gung einnimmt, und es bedarf dann nur noch einer Drehung um die 
letztere, um auch die andere in ihre Endlage zu bringen; also: 

Eine unendlich kleine Bewegung kann immer ersetat werden durch 


die Folge von zwei unendlich kleinen Rotationen um zwei in Bezug auf - 


den erwihnten Complex einander conjugirte Gerade. (Vgl. § 4.) 

Da aber eine jede solche Drehung identisch ist mit einer Verschie- 
bung nach der absoluten Polare der Drehaxe, so ist die Bewegung 
auch fquivalent mit zwei Translationen nach den absoluten Polaren 
zweier solcher conjugirter Rotationsaxen, oder, was nach den Ausfiih- 
rungen in § 2, dasselbe ist: 

Eine unendlich kleine Bewegung kann immer ersetzt werden durch 
zwei Translationen, deren Directricen einander in Bezug auf den linea- 
ren Complex conjugirt sind, welcher dem zuerst erwdhnten Complexe in 
Bezug auf die Fundamentalfliiche polar zugeordnet ist; wir wollen dem 
entsprechend jenen ersten Complex als den der unendlich kleinen Be- 
wegung zugeordneten Rotationscomplex, den zweiten, ihm absolut con- 


Leipzig 1837, Th. I. § 183), ausgesprochen wurden obige Sitze zuerst von Chasles 
(compt, rend, 1843, 1. ¢.); vgl. auch Battaglini: Nota sul movimento geometrico 
infinitesimo di un sistemo rigido; Rendiconti dell’ academia delle scienze fisiche 
e matematiche di Napoli, 1870. 
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jugirten als den thr zugeordneten Translationscomplex bezeichnen.*) 
Man wiirde zu dem letzteren unmittelbar gelangt sein, wenn man die 
den obigen dualistisch gegeniiberstehenden Ueberlegungen durchgefiihrt 
hiatte. 

In der That ist dann jedem Punkte x eine durch ihn gehende 
Ebene w zugeordnet, deren Charakteristik in der absoluten Polarebene 
von x liegt, wo die « und w durch folgende Gleichungen verbunden 
sind: 


(9) for = £,(d3— a.) Qu; = £,(a,—4a,) 
low, = 4 (a,—a,) QU, = X,(a,—4as), 

und dadurch ist ein linearer Complex: 

(10) (3 — @y) Pyy + (44 —4)) Pog = O 


bestimmt, welcher eben dem Complexe (7) absolut conjugirt ist, da in 
der Gleichung nur p,, und p,, vertauscht sind. Entsprechend den an 
jenen Complex gekniipften Betrachtungen erhalten wir hier die folgen- 
den Siitze: 

Die Bewegung eines Ebenenbiindels (d. h. eines Punktes, betrachtet 
als Ort der ihn wmhiillenden Ebenen) liisst sich in jedem Augenblicke 
ersetzen durch eine Verschiebung seines Mittelpunktes (Trdgers) nach 
einem durch ihn gehenden Strahle und eine gleichzeitige Bewegung des 
Biindels in sich, (d. h. ohne den Mittelpunkt zu dndern), bei der eine 
durch den Punkt gehende Ebene fest bleibt (die ihm durch den Trans- 
lationscomplex entsprechende Nullebene).**) 

Die Charakteristiken der Ebenen, welche durch eine dem Trans- 
lationscomplexe angehorige Gerade hindurchgehen, sind normal zu dieser 
Geraden (d. i. schneiden deren absolute Polare). 

Die Charakteristik eines Punktes und die Charakteristik der thm 
in diesem Complexe zugehirigen Nullebene sind conjugirte Gerade in 
Bezug auf denselben. — 

Nach dem Vorstehenden ist der lineare Complex fiir die unendlich 
kleine Bewegung von fundamentaler Bedeutung; um uns ein deutliches 
Bild von den Vorgiingen bei einer solchen zu machen, ist es daher 
nothig, die in Bezug auf ihn geltenden metrischen Sitze fiir unsere 
allgemeine Massbestinmung umzuformen, und wir thun dies im Folgen- 
den, indem wir den Complex in seinen Beziehungen zu der Fundamen- 
talfliche 2. Ordnung untersuchen. 

Er hat mit jeder Schaar von Erzeugenden derselben zwei Gerade 
gemein; im Ganzen also giebt es vier Linien, welche gleichzeitig dem 


*) Bei spec. Massbest, kann natiirlich nur der erste Complex auftreten. 
**) Die beiden von jenem Strahle an die Fundamentalfliche gehenden Tan- 
gentenebenen bleiben ausserdem selbstverstiindlich fest. 
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F. Linpemann. 


Complexe angehéren und auf der Fliche liegen; sie bilden auf dieser 
ein windschiefes Viereck, welches durch zwei weitere Gerade zu einem 
Tetraéder ergiinzt wird; diese letzteren sind dann conjugirte Polaren 
in Bezug auf die Fliche und in Bezug auf den linearen Complex, denn 
durch jede von ibnen gehen zwei Tangentenebenen an die Fliiche, deren 
Beriihrungspunkte auf der andern liegen, und jede von ihnen schneidet 
vier Gerade des linearen Complexes. Diese Verhiiltnisse werden aber 
nicht geindert, wenn man statt des betrachteten linearen Complexes 
seinen absolut conjugirten wihlt; auch in Bezug auf diesen sind also 
die genannten beiden Geraden einander zugeordnet; ich will sie als 
Azenpaar des betreffenden linearen Complexes bezeichnen, sie entspre- 
chen der Hauptaxe und deren in der unendlich fernen Ebene gelegenen 
absoluten Polaren*) bei specieller Massbestimmung. 

Der Definition nach liegen sowohl die absoluten Pole, als auch die 
Nullpunkte der durch die eine gehenden Ebenen auf der anderen Axe 
des Paares, d. h. bei der von uns zu Grunde gelegten Gleichung der 
Fundamentalfliche und des Complexes ((7) oder (10)) miissen die Glei- 
chungen (5) und (6) oder (5) und (9) zusammenbestehen, was nur fiir 
die beiden Geraden 

“,=0, 2,=—0 und 


miglich ist, also: 

Die beiden Hauptaxen einer wnendlich kleinen Bewegung bilden das 
Axenpaar der beiden linearen Complexe, welche derselben als Rotations- 
und Translations-Complex zugehiren. 

Wenden wir auf den Raum eine Transformation an, wie sie durch 
die Gleichungen (1) § 2. bestimmt ist, so bestehen zwischen zwei ent- 
sprechenden Geraden die Gleichungen 


OPix = Hj Oe Dix , 
und wegen der Gleichung 
&, &, = Gy Oy 

haben wir den Satz: Kin linearer Complex geht durch eine Schrauben- 
bewegung um eine Gerade seines Axenpaares in sich selbst iiber (n. 37.)**). 

Allen Ebenen eines Biischels, deren Schnittlinie die beiden Gera- 
den des Axenpaares trifft, entsprechen Punkte, die auf dieser Schnitt- 
linie liegen, denn diese gehdrt als Gerade, welche zwei conjugirte 
Polaren schneidet, dem Complexe an, d. h. sie fallt mit ihrer conjugir- 


*) D. h. der Polare des unendlich fernen Punktes der Hauptaxe in Bezug 
auf den Kugelkreis. 

**) Die beigesetzten Zahlen beziehen sich auf die entsprechenden Siitze fiir 
spec, Massb, bei Pliicker: Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Be- 
trachtung der geraden Linie als Raumelement, Leipzig 1868 u, 1869. 
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ten zusammen; also: Die einem Punkte entsprechende Ebene geht durch 
diejenige gerade Linie, welche durch den Punkt senkrecht zu einer Ge- 
yaden des Axenpaares gezogen werden kann. Die Nullebenen aller 
Punkte, welche gleichen Abstand von einer Axe des Paares haben, bilden 
mit dieser gleiche Winkel (nu. 41). Das letztere ergiebt sich, da diese 
Punkte nach § 2. auf einer Fliche des Biischels 


XL, 2, + Ax, 4, = 0 


liegen miissen, und die zugehérigen Nullebenen dann eine Fliche des- 
selben Biischels umhiillen; diese Ebenen gehen also in der That auch 
durch jede Schraubenbewegung um die Axe in einander iiber. 


Nach § 1. giebt e8 zu zwei Geraden zwei andere, welche gleich- 
zeitig auf beiden senkrecht stehen, niimlich die beiden, welche ausser 
den gegebenen Geraden auch deren absolute Polarlinien schneiden. 
Sind nun zwei Gerade einander conjugirt in Bezug auf einen linearen 
Complex, so sind es ihre absoluten Polaren in Bezug auf den diesem 
absolut conjugirten Complex, ihre gemeinschaftlichen Normalen schnei- 
den also in jedem Complexe zwei einander conjugirte Linien, d. h. sie 
gehdren der durch beide gebildeten Congruenz an; die Directricen die- 
ser sind aber die beiden Geraden des den Complexen gemeinsamen 
Axenpaares, und somit kénnen wir den Satz aussprechen: 

Die beiden Geraden, welche gleichzeitig auf zwei in Bezug auf einen 
linearen Complex conjugirten Geraden senkrecht stehen, schneiden das 
Axenpaar des Complexes und sind also zu den beiden Linien des Paares 
ebenfalls normal (n. 43).*) 


Die Geraden der erwihnten Congruenz sind noch in anderer Weise 
ausgezeichnet, sie bilden niimlich das gemeinsame Normalensystem der 
Fliichen 2, Ordnung des Biischels 

L,4, + Axx, = 0.) 


Eine solche Flache wird niimlich von einer Ebene w in einem Punkte 
x beriihrt, wenn 
UU, = % UU, = Ax 


EE, = 2, wus, = Ax, , 


und der absolute Pol von wu ist bestimmt durch: 


*) Fiir spec, Massb. zuerst gegeben von Chasles: Propriétés géométriques etc. 
Compt. rend. 1843. Vgl. Schweins: Neue Eigenschaft zweier Kriifte, durch 
welche ein Kraftsystem ersetzt werden kann. Crelle’s J. Bd. 32, p. 227 (1846), 
und eine Bemerkung dazu von Mibius, ib. Bd. 36. p. 89. 

**) Ebenso, wie bei spec, Massbest. die Linien, welche eine Gerade und deren 
in der unendlich fernen Ebene liegende absolute Polare schneiden, gleichzeitig 
normal sind zu allen Kreiscylindern, die jene Gerade zur Axe haben. 
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F, Liyvemann. 








eu, = % O%, = 9s 

Om, = 9; OM; = 92; 

also sind fiir die Coordinaten der Verbindungslinie beider Punkte, d. h, 
der Normalen des Punktes a: 





P;, = 90 und p,, = 0, ged. 

Besteht die unendlich kleine Bewegung in einer Rotation um eine 
Gerade, so werden die beiden zugehdrigen Complexe specielle; z. B. 
bei unserer Coordinatenbestimmung fiir eine Rotation um die Axe 

a = 0, a, = 0, 


d. h. wenn 
a, = ay 


ist, gehen dieselben iiber in: 
Pi, =O und p,, = 0. 
Bei einer Rotation um eine Axe werden also alle sie schneidenden 


Linien senkrecht’ zu sich selbst versetzt, bei einer Translation nach 
einer solchen alle Linien, welche in den Normalebenen derselben liegen. 


§ 4. 
Die Zusammensetzung unendlich kleiner Bewegungen. 


Die beiden linearen Complexe, auf welche wir im Vorigen gefiihrt 
wurden, sind fiir die Natur einer unendlich kleinen Bewegung, sowie 
auch fiir die Theorie der Kraftsysteme von hoher Bedeutung; es ist 
daher wohl von Interesse zu verfolgen, wie sich die Coordinaten der- 
selben aus den Coefficienten einer nicht in kanonischer Form gegebe- 
nen Transformation zusammensetzen, zumal da wir die so gewonnenen 
Ausdriicke geradezu zur Definition der Bewegung (resp. spiiter eines 
Kraftsystems) benutzen werden. 

Es sei zu dem Zwecke 


LAE LX, = a,” = b,? === () 
die Gleichung der Fundamentalfliiche, und die unendlich kleine Trans- 


formation durch die vier Gleichungen 
(1) dx; = (5124 aia Qi2Xe + ai3 73 + 4X4) da 
dargestellt. Es ist dann unter Vernachliissigung der Gréssen von 
2. Ordnung der Kleinheit 

Oo a2 = 4 + 24,4,,, 
und damit die Fliche 2. Ordnung in sich iibergeht, muss demnach die 
Gleichung 


(2) M a,? = yz Gaz 
















































Projectivische Behandlung der Mechanik starrer Kérper. 81 






identisch erfiillt sein, unter M einen beliebigen constanten Factor ver- 
standen. Die Vergleichung der Coéfficienten gleicher Producte der x 
auf beiden Seiten nach Ausfiihrung der Substitution (1) ergiebt dann 


h. : 
folgende 10 Bedingungsgleichungen*) zwischen den Coéfficienten der 
Fliiche und denen der Transformation: 
2 Mair = (Bix + Bxi) dia ; 
1e 


3 wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 
Bix = Gi 1x + 53 G2 + Aj303% + Gi4Gsx, also 
Bri = A104; + Ane M95 Akg 35 + Opa Ogi - 


Den Factor 2M -wollen wir mit ddA zu einer neuen Constanten 
J vereinigen und die Bedingungsgleichungen in der Form schreiben: 


(3) 





(4) ix = (Bix + Bri) J. 
Um den der Bewegung zugehérigen Rotationscomplex zu erhalten, 4 
‘h miissen wir die Forderung stellen, dass die Charakteristik eines in der 
a Ebene uw gelegenen Punktes x durch den absoluten Pol y dieser Ebene 

: hindurchgeht, d. h. es muss sein: 
Ue = 0 
und 
Yi = wx; + vdz;, 
rt wo y mit w durch die Gleichungen 
ie 6 U; = Gir Yr + Gi2ye + GisYs + Gisy : 
* verbunden ist. Setzen wir in die letzteren die Werthe von y ein, so wird 
ee 
e- CU; = UW (4i1X1 + Aj2%2-+ Aig%s3 + Ais) 
n Avda (aj Dey pay Aig Dg He Aig D Oy pHe+ Aig Vy Ay) , 
= und wegen der Gleichungen (3) geht dies tiber in: 
ou;= UY (@i141+ AjgX_2-+- jz X3 + A424) 
+ vda(Bi1 41+ Bi2%2 + Bis 3+ Bis %) 
a (U ix + vd Bix) x ° 

S- . . F ; . - . *3 . 

Damit nun die Gleichung wu, = 0 identisch erfiillt wird, miissen wir 

_ 
ee a 

mn setzen; in der That fallen dann, wie es bei einem Complexe sein muss, 

wegen der Gleichungen (3) und (4) die Diagonalglieder fort, da ja 
ie *) Zwischen den 16 Gréssen «,, bestehen also 10 Bedingungsgleichungen, d. h. 


es yiebt fiinffach wnendlich viele, unendlich kleine Bewegungen des Raumes, wie bei 
spec. Massbest, Die Bedingung, dass jedes System von Erzeugenden der Fliche 
in sich tibergebe, ist bei einer unendlich kleinen Transformation von selbst erfiillt, 


Mathematische Annalen, VIiI. 6 
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F, Liypemann. 


Onn = 2S + Bex 
ist, und die iibrigen werden entgegengesetzt gleich: 
aig — 2 Bix J —— (Aki — 2 Bid) . 


Die Gleichungen, welche einer Ebene w ihren Nullpunkt x 2u- 


ordnen, werden alsdann, wenn man g statt schreibt: 


ou; = 2 (Giz —2 Bix J) 2x = 2 (2 Brit — Mix) Xk, 
und setzt man hierin schliesslich noch 
Qik = 2 Brid — Ain = ay, — 2 Bixd , 
oder 
(5) Qiz = J (Bri — Bix) = — Vii; 


so ist der lineare Complex bestimmt durch die Gleichungen: 


OM = = A V2, + Vis%3 + OX 

OM, = Qi Xt + + Q3%3 + Orit 

Os = 5%, + Oy2% + - + Uy %, 

OU, = OX + Ye + Us3%3 + - 
und die Gleichung des Complexes selbst wird: 


(6) Qio Pio Gis Dis + Ora Pia + Oss Pas + Ose Par + G25 Pos = O- 

Die Coéfficienten Q,, sind durch die Gleichung (5) definirt, sie 
enthalten also noch einen unbestimmten Factor J, welchen wir als ein 
Mass fiir die Grisse der wnendlich kleinen Bewegung auffassen kinnen. 
Denken wir uns niimlich die Coéfficienten der Gleichung der Fun- 
damentalfliche absolut bestimmt, so brauchen wir J uur fiir eine be- 
stimmte unendlich kleine Bewegung gleich der Einheit zu setzen, um 
durch Vergleichung mit ihr die Intensitiit anderer Bewegungen zu 
messen. Legen wir demgemiiss den Qj; absolute Werthe bei, so ist 
eine jede unendlich kleine Bewegung durch diese 6 Coordinaten des 
ihr zugehérigen Rotationscomplexes vollkommen bestimmt, und wir 
werden diese daher geradezu als Coordinaten der betreffenden Bewe- 
gung*) bezeichnen. 

Den hier gegebenen Ausfiihrungen stellen sich, ebenso wie in § 3., 
sofort dualistische gegeniiber, welche in analoger Weise zur Darstel- 
lung des der Bewegung zugeordneten Translationscomplexes fiihren 
wiirden. Die Coordinaten desselben, welche immer durch P;, bezeich- 
net werden mégen, kénnen wir mit demselben Rechte, wie die (;; als 
Coordinaten der unendlich kleinen Bewegung auffassen, und diese zwie- 


*) Vgl. Klein: Notiz, betr. den Zusammenhang der Liniengeometrie mit der 
Mechanik starrer Kérper, Math. Annalen Bd. IV. p. 403. — Es werden dann alle 
Bewegungen, deren Coordinaten sich nur um einen gemeinsamen Factor unter- 
scheiden, durch dieselben Complexe dargestellt. 
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fache Darstellung derselben Bewegung wird sich durch alle folgen- 
den Betrachtungen hindurchziehen; sie ist fiir die allgemeine projec- 
tivische Massgeometrie charakteristisch. Der Zusammenhang zwischen 
beiden Darstellungsweisen wird stets durch die Fundamentalfliiche ver- 
mittelt, indem der eine Complex dem andern (nach § 3.) in Bezug auf 
sie polar conjugirt ist; es bestehen demnach zwischen den P;, und 
Qix stets die Gleichungen (2) resp. (8) in § 1., in welchen wir nur 
TT..; durch Qys zu ersetzen haben. Da ferner die P;, und Q;, nunmehr 
absolut gegeben sind, so miissen wir den dort vorkommenden Propor- 
tionalitiitsfactoren @ und @’ bestimmte Werthe beilegen, und zwar wer- 
den wir bei der vollkommenen Gleichberechtigung beider setzen miissen : 


= om = V A 
(vgl. § 1. (10)), so dass wir erhalten: 

= OD pp 
V A Qix == 4 (a; b; —b; ax) 2a, b, = b,. ds) P,. = Lap. 
7 
Se 5 ee 

V & Pap=4 (dy) bs— by a5) 2 (de by — ba a3) Qy = 4 2Qup we 

a 
Sind insbesondere die beiden Complexe specielle, d. h. ist (vgl. (13) § 1.) 
Q12 Vs + V5 V1 + V4 Gos — P,, Ps, + P; P,, + P,, Pos _— 0, 

so reducirt sich die Bewegung auf eine Rotation um die Axe Q;,, oder 
was dasselbe ist, auf eine Translation nach dem Strahle P;,, wie in 
§ 3. an der kanonischen Form gezeigt wurde; wir kénnen niimlich die 
dort erhaltenen Resultate siimmtlich allgemein aussprechen, da unsere 
QOperationen durchgiingig einen invarianten Charakter tragen. Von 
Interesse erscheint hierbei die Frage nach der gleichzeitigen Transfor- 
mation der Fundamentalfliche und der beiden Complexe in die oben 
benutzte kanonische Form, eine Frage, welche mit dem bekannten 
Probleme der gleichzeitigen Transformation von zwei bilinearen l’ormen 
auf die kanonische Form**) zusammenfillt. Durch den Complex und 


*) Ich verstehe immer unter Do den Ausdruck, welcher aus ®pp entsteht, 
wenn man P,, durch Q, ersetzt. Geht man von der Gleichung der Fundamen- 
talfliiche in Ebenencoordinaten aus: 


0= &,, = ZA;,U;,%, = f(abeu? = ZBu,m, 
so wiirde die Gleichung derselben in Liniencoordinaten: 
0 = {3(A,B,— BA) Qi}? = A {B(agbg— bats) Qa}? 
tritt daher 9, unten in Verbindung mit %,,, auf, so miissen wir statt des letztern 
Ausdruckes setzen: 
Qew 
Va ° 


**) Vel. Weierstrass: Berliner Monatsberichte 1868. 
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die Fundamentalfliche sind uns niimlich zwei lineare Verwandtschaften 
zwischen den Punkten und Ebenen des Raumes gegeben, und solche 
Verwandtschaften lassen sich durch zwei simultane bilineare Formen 
darstellen. 

Wendet man zwei oder mehrere unendlich kleine lineare Trans- 
formationen, welche die Fundamentalfliche ungeiindert lassen, nach 
einander an, so entsteht eine neue Transformation durch Addition der 
den verschiedenen Transformationen entsprechenden Differentiale der 
Coordinaten, dargestellt durch: 

dx; = 2 (a,dd + odd + a dA” a ee +) ay ° 
Die Q;, sind aber lineare Functionen der Transformationscoéfficienten, 
addiren sich also auch, und, da ganz Analoges fiir die P;, gilt, kénnen 
wir unabhingig davon, ob wir die Bewegung durch die P;, oder die 
Qix gegeben annehmen, den Satz aussprechen: 

Unendlich kleine Bewegungen setzen sich zusammen, indem sich ihre 
Coordinaten, die wir in obiger Weise absolut bestimmt denken, addiren. 

Es ergiebt sich hieraus auch wieder die § 3. erwihnte Eigenschaft 
zweier in Bezug auf einen der beiden Complexe conjugirter Geraden 
(vergl. Klein, diese Ann. Bd. IV, 8. 409), durch welche die Complexe 
eben als Rotations- und Translations-Complexe charakterisirt waren. 

Verschwinden von den Coordinaten (;; alle bis auf eine, so ist 
der entsprechende Complex jedenfalls ein specieller; eine jede der Coor- 
dinaten des Rotationscomplexes stellt also eine unendlich kleine Rotation 
um eine Kante des Coordinatentetraéders dar (Q,, um die Kante x, = 0, 
x, = 0), und ebenso jede Coordinate des Translationscomplexes eine un- 
endlich kleine Translation nach einer Kante desselben*) (z. B. P,, 
nach der Kante z, 0, 2, =); und dies giebt. sofort: 

Eine jede unendlich kleine Bewegung kinnen “wir erzeugt denken 
durch 6 unendlich kleine Rotationen um die Kanten eines beliebigen 
Tetraéders resp. durch 6 solche Translationen nach denselben, ein Satz, 
der fiir spec. Massb. zuerst von Mobius gegeben wurde**). Bei un- 
serer Bestimmung der Bewegung durch ihre Coordinaten erscheint er 
als selbstverstiindlich. 

Wir kénnen ihn noch leicht verallgemeinern, da nach einer Be- 
merkung des Herrn Klein***) ein linearer Complex vollkommen durch 
6 andere solche Complexe bestimmt ist, vorausgesetzt, dass man keinen 
linearen Complex angeben kann, der mit allen 6 zugleich in Involution 


*) Vgl. eine andere Bedeutung dieser Coordinaten im § 13. 
**) Ueber die Zusammensetzung uneudlich kleiner Drehungen. Crelle’s J. 
Bd, 18. Fiir spec. Massbest. gilt natiirlich nur der erste Theil der beiden Siitze. 
' ***) Die allgemeine lineare Transformation der Liniencoordinaten. Math. 
Ann. Bd. TI. 
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liegt. Als Coordinaten eines siebenten linearen Complexes definirt man 
dann die simultanen Invarianten desselben in Bezug auf die 6 gege- 
benen (d. h. nach § 1. ihre mit gewissen Constanten multiplicirten 
Momente in Bezug auf dieselben). Da nun jede unendlich kleine Be- 
wegung durch einen linearen Complex dargestellt wird, so haben wir: 
Eine jede unendlich kleine Bewegung kann durch dieselben sechs Schrau- 
benbewegungen erzeugt werden, wenn von diesen keine die Folge der 
iibrigen oder einiger unter ihnen ist. Ware dies Letztere der Fall, so 
wiirden niimlich die 6 Gleichungen, welche die involutorische Lage 
eines Complexes zu den 6 gegebenen Complexen ausdriicken, nach dem 
Satze iiber die Addition ihrer Coordinaten auflésbar werden, was wir 
ausgeschlossen haben. Von diesen 6 Complexen kénnen natiirlich einige 
specielle sein; sind sie es alle, so haben wir den Satz von Mobius: 

Ein Kérper kann auf jede migliche Weise bewegt werden, wenn 
er um sechs von einander unabhingige Gerade gedreht werden kann 
(resp. nach ihnen verschoben werden), d. h. Gerade, die so liegen, dass 
sie nicht alle einem siebenten linearen Complexe angehdren,*) was ja 
die Bedingung dafiir sein wiirde, dass sie mit ihm in Involution legen. 


§ 5. 
Der Complex der Charakteristiken. 


Soll eine gerade Linie Charakteristik eines Punktes sein, so miis- 
sen ihre Coordinaten nach § 3. folgenden Gleichungen geniigen: 


OP» = XL, (a,—a,) Ops; = L3H, (a, — a) 


(1) — = &, @3 (a; — ay) OP 42 = U1 %p (4, —4,) 
OP, = 4% (A,— 4) OPo3 = Lyi3(3—Ay) « 
: . : * . x x x . 
Durch sie kann man jedes der drei Verhiiltnisse ©’, —*, > auf zwei 
4 4 4 


verschiedene Weisen mittelst der p,;, ausdriicken, was zu drei Glei- 
chungen 2. Grades in ihnen Veranlassung giebt, die jedoch denselben 
Complex zweiten Grades darstellen miissen, da es dreifach unendlich 
viele Charakteristiken von Punkten giebt; ich kann die Gleichung des 
Complexes demnach in den 3 Formen schreiben: 


(@,— 4) (43 —G,) Py P34 = (4, —4g) (42 — 4) Pig Pao 
(2) (a, — 4) (@3 — Ay) Pyo P34 = (4, —4g) (4,— 4) Pog Pr4 
(a, — @) (3 — Ay) Py 3 Pyy = (Gg — A) (43 —4;) Pos Ps ? 


*) Vgl. Sylvester: Sur l’involution de lignes droites dans l’espace, consi- 
derées comme des axes de rotation; compt. rend. t. 52. 1861. Das bei ihm auf- 
tretende Involutionssystem von Geraden ist eben nach Pliickers Bezeichnung ein 
linearer Complex. 
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und in der That formt man leicht mit Hiilfe der beiden Identititen: 

Pr2 Psa + Ps Paz + Pir Pos = 9 
a, +a,—a,+ a, 


jede von ihnen in jede andere von ihnen um. Der so erhaltene Com- 
plex ist jener bekannte, dessen Geraden die Ebenen eines bestimmten 
Tetraéders, welches dann zugleich die Singularitiitenfliche des Com- 
plexes darstellt, nach constantem Doppelverhiltnisse schneiden.*) Bei 
uns ist dies das Coordinatentetraéder; wie man leicht verificirt, wenn 
man beachtet, dass die Punkte der Charakteristik eines Punktes y durch: 


und 


oa; = y, — vdy; = y; (1 — Aa) 


gegeben sind, wo 4 = v-daA ein Parameter ist. Fiir die Schnittpunkte 
dieser Geraden mit den Ebenen des Tetraéders ist dann 


ee Sie tie tae 
tm ten 6 1,2,3,4), 


und das Doppelverhiltniss der vier Punkte: 





dy— ds 
sg 4 mn, ee 
Ge So ae ee a) , also constant. 
Ag— A, (a3 — @;) (4 — Gg) 
} 


Es ist aber der Ziihler des rechts stehenden Ausdrucks die simul- 
ane Invariante der beiden der Bewegung zugeordneten linearen Com- 
plexe in der hier zu Grunde gelegten kanonischen Form: 4 (Q, Q) oder 
4(P, P), und der Nenner geht aus der Gleichung der Fundamental- 
fliche in Liniencoordinaten: 


Dy» = (Pig + Pog)? + 4 Pie ks. = 9 


hervor, wenn man darin die p,, durch die Coordinaten eines jener 
beiden Complexe ersetzt, denn es ist 


(a,— a, +4, — a,)* = [(a, —a,)+ (a, —a,)|? = 2 (a, —a,) (a;—a,), 
wegen 
a, — ag = 4; —4,. 


Folglich haben wir allgemein fiir dies Doppelverhiiltniss: 


*) Diesen Complex behandelt zuerst Chasles, er kommt auf ihn als gebil- 
det von den Normalen eines Systems von confocalen Fliichen 2. Ordnung (Ap. hist. 
note 31); Herr Reye erzeugt ihn durch die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte in collinearen Systemen (Geometrie der Lage, 2. Abth. p. 116); ebenso 
tritt er im Texte auf bei unendlich kleinen linearen Transformationen. Den Satz 
von der Constanz des erwihnten Doppelverhiltnisses gab Herr Miiller (Math. 
Annalen Bd. I, 1869). 
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d. h. es ist das Moment eines linearen Complexes in Bezug auf sich 
selbst, oder der Parameter dieses Complexes*), gleich dem Doppelverhiilt- 


1- nisse, nach welchem die auf einer Ebene in ihrem Nullpunkte errichtete 
n Normale die vier Ebenen des durch den Complex und die Fundamental- 
1- fliiche bestimmten Tetraéders schneidet. — 
ai Auf denselben Complex wird man gefiihrt, wenn man nach den 
ml Geraden fragt, welche Charakteristiken von Ebenen sind, und demnach 
r aus den Gleichungen 

(3)  OFix = UzUy (az — aj) 


die wu; eliminirt. Wir haben also den Satz: 

Ist eine Gerade Charakteristik eines Punktes, so ist sie auch Charak- 
teristik einer Ebene, und umgekehrt. 

Hierdurch ist jedem Punkte y eine Ebene v zugeordnet, und jeder 
Ebene ein in ihr liegender Punkt der Art, dass beide gemeinsame 
Charakteristik haben; waihrend der Punkt auf dieser um ein unendlich 
kleines Stiick fortschreitet, dreht sich die Ebene um sie**); zwischen 
den Coordinaten beider bestehen demnach die Relationen: 


OY yy = Uy Uy (Ag—4,) = OPs, = Lz (A, —Ay) 
G Gy3 = Uy Ms (Ag — 4) = OPyy = Ly H_(d,—Ay), Us. f. 


os : : x x x, . 
- Driickt man hieraus die Werthe von oy a durch die wu aus, so 
“sa *% 


findet man die betreffenden 'Transformationsgleichungen in der Form: 
~ ° 


lg — Mg y— Ay 
u, = u, = + 
Uy 24 Be; a, 





(4) 
4, am “1— Se wu, = — 
UU, Be 4 z, ? 








und dies ist jene bekannte Verwandtschaft***), welche einem Punkte 
eine Fliche 3. Ordnung mit 4 konischen Knotenpunkten entsprechen 


| Salhcasicnieaaineanceantiena 


*) Wenn wir die Bezeichnung Pliickers fiir den analogen Ausdruck bei 
specieller Massbest. gebrauchen wollen; vgl. Neue Geometrie n. 38. — In @ 
musste noch VA hinzutreten, damit Zihler und Nenner von gleichem Grade in 
den Coéfficienten von ® werden; man erkennt dies auch, wenn man letztere in der 
kanonischen Form nicht gleich Eins setzt. 

*#) Die Ebene ist also Osculationsebene der durch den Punkt gehenden 
projectivischen Schraubenlinien; vgl. § 6. 

***) Vergl. zum Beispiel Lie in den Géttinger Nachrichten 1870, 1; Eckardt: 
Beitrage zur analytischen Geometrie des Raumes. Math. Annalen Bd. V, p. 30; 
Klein und Lie: Sur une certaine famille de courbes et de surfaces; comptes rend, 
13, juin 1870. 
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lasst, einer Ebene eine Fliche 3. Classe mit 4 Doppelebenen; niher 
werden wir auf sie, sowie auf ihre Beziehungen zu den durch die 
beiden linearen Complexe begriindeten Transformationen in § 7. ein- 
gehen. — 

Durch die Gleichungen (1) und (3) ist eine eindeutige Abbildung 
des Charakteristiken- Complexes auf die Punkte, resp. Ebenen des Rau- 
mes gegeben, wie sie bei jedem Complexe zweiten Grades méglich ist.*) 
Es geht dabei jede Gerade durch ihren Bildpunkt und liegt in ihrer 
Ebene, und dadurch unterscheidet sich diese Abbildung von derjenigen, 
welche Herr Lie durch eine sogenannte r-Transformation fiir denselben 
Complex gegeben hat**); andererseits ist sie auch von der allgemeinern 
verschieden, welche den Normalen eines Systems von confocalen Fliichen 
2. Ordnung ihre Fusspunkte zuordnet, indem bei uns der Punkt eine 
ausgezeichnete Lage auf seiner zugehérigen Geraden hat. Die Ebenen 
des Tetraéders sind niimlich hier nicht gleichmissig benutzt, sondern 
theilen sich in zwei Paare (xz, = 0, x, = 0 und x, = 0, 4, =0), so 
dass die Schnittlinie der Ebenen des einen die absolute Polare derjenigen 
des andern ist, und der Bildpunkt einer Geraden des Complexes ist der 
eine Doppelpunkt der durch diese beiden Ebenenpaare auf thm bestimm- 
ten Involution, wie man durch eine einfache Kechnung nachweist. Der 
andere Doppelpunkt dieser Involution ist der absolute Pol der dem 
ersteren im Translationscomplexe zugehérigen Nullebene und gleich- 
zeitig der Nullpunkt der absoluten Polarebene dieses anderen Doppel- 
punktes in Bezug auf den Rotationscomplex. Man sieht aus diesen 
Verhiiltnissen, dass mafi jeden Tetratdralcomplex***), sobald 4 Kanten 
des Tetraéders auf der Fundamentalfliiche liegen, durch die Charakte- 
ristiken der Punkte des Raumes bei einer unendlich kleinen Bewegung 
erzeugt denken kann, dass dann aber einem gegebenen Complexe der 
Art nur zwei unendlich kleine Bewegungen zugehéren, je nachdem 
man den einen oder den anderen der Doppelpunkte obiger Involution 
als Bildpunkt einer Geraden desselben auffasst; vertauscht man die 
Punkte mit einander, so vertauschen zugleich die zugeordneten linearen 
Complexe ihre Rolle 7). 

Die Lage des Bildpunktes auf seiner zugehérigen Geraden ist aber 


*) Vgl. Néther: Zur Theorie der algebraischen Functionen mehrerer com- 
plexer Variabeln. Géttinger Nachrichten 1869, Nr. 15. 

**) Ueber die Reciprocitiits-Verhiiltnisse des Reye’schen Complexes. Giét- 
tinger Nachrichten. 1870, Nr. 4. Vgl. Reye: Geometrie der Lage, Th. IL. p. 125. 
1868. 

***) Wenn wir darunter einen Complex 2. Grades verstehen, dessen Geraden 
die Ebenen eines Tetraéders nach constantem Doppelverhiiltnisse schneiden, 

+) Ganz analoge Ueberlegungen gelten, wenn statt der auf der Geraden 
gelegenen Punktreihe, das durch sie bestimmte Ebenenbiischel betrachtet wird. 
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er auch noch in anderer Weise charakterisirt. Die Schnittpunkte dersel- 

lie ben mit je dreien der Coordinantenebenen bilden nfémlich mit ihm auch 

n- ein constantes Doppelverhiltniss*); die Punkte der Geraden sind ge- 
geben durch: : 

ng ox; = yi(lL—Aa), 

u- also ist fiir den Schnittpunkt mit x; = 0: 

* 

fice 

er oli a; ? 

n 

ma und das Doppelverhiltniss von y mit den 3 durch 

n : L,=0, 4=—0, 14 =0 : 

n . bestimmten Punkten ist demnach: 

1e om 

a, = %—% : 

n a,;— a, 

- und entsprechend sind die drei anderen Doppelverhiiltnisse 

0 . 

__ Ag— ay __ &— Ag —_ 93% 

n EP s—Zs Sere We 

or ste 

a Wegen der Identitiat: 

or a, + a, = a, + a; 

n bestehen aber zwischen ihnen noch die Relationen: 

4 a, =a, und a, = a,*), 

: und diese Relationen bezeichnen unsere Abbildung als eine specielle 

4 gegeniiber der bei einer allgemeinen linearen Transformation auftre- 

‘ tenden, wie sie Herr Reye behandelt. 

§ 6. 

r . . : : : : 

. Die projectivischen Schraubenlinien. 

a Eine jede Gerade des Charakteristiken-Complexes ist als Verbin- 

e dungslinie zweier aufeinander folgender Lagen eines Punktes in diesem 

a Tangente an die Curve, auf welcher sich der Punkt bewegt, d. h. an 
eine projectivische Schraubenlinie (§ 2.). Diese Curven selbst sind 

r dadurch definirt, dass sie durch diejenige lineare Transformation, welche 
die betrachtete Bewegung darstellt, in sich tibergefiihrt werden, sie 

sind also eine specielle Art der von den Herren Klein und Lie**) 

= *) Vgl. Klein und Lie: comptes rend. 13. juin 1870. 

r. **) Sie sind wieder durch die verschiedene Benutzung der 4 Tetraéderebenen 
bei der Transformation bedingt. 

2 ***) Sur une certaine famille de courbes et de surfaces. Comptes rend. 6. und 
13. Juni 1870. Und: Ueber diejenigen ebenen Curven, welche durch ein geschlos- 

1 senes System von einfach unendlich vielen, vertauschbaren linearen Transformatio- 


nen in sich tibergehen. Math. Ann. Bd. IV, p. 50, 
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naher untersuchten Gebilde. Bei einer Bewegung einer solchen Schrau- 
benlinie in sich geht auch der Complex der Charakteristiken in sich 
iiber*), da seine Geraden jene Curven umhiillen. Wiahrend der einer 
solehen zugehérige Bildpunkt (§ 5.) die Curve durchliuft, bleibt die 
Gerade stets Tangente derselben und die zugehérige Bildebene umhiillt 
als Osculationsebene der Curve die von den Tangenten gebildete ab- 
wickelbare Fliche; die Schraubenlinie selbst liegt immer ganz auf der 
durch einen ihrer Punkte gehenden Fiche des Biischels 
4,2, + Ax,7, = 0, 
da ja jeder Punkt sich auf einer solchen bewegt (§ 2.). 


Bei der Bewegung geht ein Punkt x nach einander in die Punkte 
2+ dx und «+ 2dx-+ d*zx iiber, wo nun nach § 2: 


dx; = a;x,dA, (a, + a, = a, + ay) 
also auch: 
a? 4; = a;du;da = aza;d a ° 


e 


Die Integration dieser Gleichungen ergiebt die Coordinaten eines 
Punktes einer Schraubenlinie als Functionen eines Parameters 4**) in 
der Form: 


*) Es giebt tiberhaupt dreifach unendlich viele lineare Transformationen 
des Complexes in sich. Eine von den Linien desselben umhiillte Complexcurve 
geht dabei im Allgemeinen in eine andere derselben Gattung tiber; der Complex 
kann also durch die Gesammtheit der dreifach unendlich vielen Curven derselben 
Gattung erzeugt angesehen werden (vgl. Lie: Géttinger Nachr. 1870). Im Texte 
bilden die Schraubenlinien eine solche Gattung; es sind nur zweifach unendlich 
viele, da eine jede von ihnen durch die betreffende Transformation in sich selbst 
iibergefiihrt wird. 

**) Eine Ebene 

ka,—lax;=0 
schneidet eine Schraubenlinie in Punkten, welche der Bedingung 
ke Cy og" — Les ce3" =0 
gentigen miissen; fiir diese Schnittpunkte ist also der Parameter 2 bestimmt durch 
1 le, 

Bei reeller geradliniger Fundamentalfléche schneidet daher die Curve jede Ebene 
der beiden durch das Hauptaxenpaar bestimmten Biischel nur einmal; es treten 
hier fiir «, = e' Raumcurven 3. Ordnung auf, welche die Hauptaxen zweimal tref- 
fen, — Sind dagegen die von einer Hauptaxe an die Fundamentalfliche gehenden 
Tangentenebenen imaginir, d. h. setzen wir 

y+t+id=—ke a+ipf=a, 

y—téd=—le, a—ip=a;, 
so wird 

1 —id 1 é 

i=s7 ea" 3 (arctg <+2nz), 


wenn ” eine ganze Zahl bedeutet; also bei reeller nicht geradliniger Fundamental- 
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ox = ce%*, 


oder da 


a; = log a;: 
(1) On; = ca}. 
Die hier auftretenden Grossen a; miissen der Bedingung 
a, Qs = Qo a. 
gentigen; und die ¢; sind beliebige Constante, die wir als Coordinaten 
eines bestimmten Punktes der Curve betrachten kéunen. Wahlen wir 
statt seiner irgend einen anderen Punkt derselben Curve, so werden 
ihre Gleichungen dadurch nicht geiindert; soll demnach eine solche 
Schraubenlinie auf einer bestimmten Fliche: 
(2) ax,x, + bax, = 0 
des erwihnten Biischels liegen, so besteht zwischen den ¢ noch die 
eine Gleichung: 
acc, + bees =0, 
und jedem Werthsysteme dieser Gréssen entspricht eine der einfach 
unendlich vielen Curven auf der gegebenen Fliche. Die Tangenten aller 
dieser letzteren gehéren nach einer Bemerkung der Herren Klein und 
Lie (comptes rend. 1870) einem linearen Complexe an, durch welchen 
dann einem Punkte der Curve seine Schmiegungsebene zugeordnet 
wird; dies ist aber dieselbe Relation, welche einem Punkte diejenige 
Ebene entsprechen lisst, die mit ihm gemeinsame Charakteristik hat, 
und sie ist daher durch die Gleichungen (4) § 5. gegeben. In der 
That, soll der Punkt y immer auf der Flaiche (2) liegen, so miissen wir 
Y,y, za —b und y,y, zu a@ proportional setzen, wodurch wir erhalten: 
(3) Ov, = a(dy — Ay) My Gv, = b(a,— 44) Yo 
GV, = b(a,—a) Ys GV, = a(a, — A3)Y - 
Mau leitet dieselben Gleichungen auch leicht direct ab, wenn man 
von der Gleichung der Schmiegungsebene des Punktes y ausgeht, die 
hier gegeben ist durch: 


H, ty Hy X | | Ly LZ ds L, 
"% Ww YW WN | a) Y Ys dl? =n 0. 
dy, dy, dy, dy, ad BY, G2 Yo F3Y3 MYs | 

| Py, Py, ys dy, | Ay? Y, Ay?Yy As? Yx Ay? Y, | 


fldche schneiden die Schraubenlinien die Ebenen des einen Biischels (dessen Axe 
die Fliche in imaginiiren Punkten trifft) nur einmal, die des andern in regelmiis- 
sigen Intervallen unendlich oft, wie bei spec. Massbestimmung. — Bei imagindrer 


Fundamentalfliiche endlich werden die Ebenen beider Biischel unendlich oft ge- 
troffen, 
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Die Gleichung des linearen Complexes, der die Zuordnung vermit- 
telt, wird: 

(4) a(a,— a2) py, + b(a, —4,) prs = 9; 

die Tangenten der auf der Fundamentalfliiche gelegenen Schrauben- 
linien (a = 6) gehéren also dem der unendlich kleinen Bewegung zu- 
geordneten Translationscomplexe an. Aus dem Auftreten des Complexes 
(4) ergiebt sich sofort: 

Die Schmiegungsebene der Punkte einer projectivischen Schraubenlinie, 
in denen sie von einer beliebigen Ebene geschnitten wird, schneiden sich 
in einem Punkte dieser Ebene. 

Die Normalenebene eines Punktes der Curve ist ihm unmittelbar 
durch den Rotationscomplex nach der Definition desselben zugeordnet, 
woraus sich der fiir die specielle Massbestimmung bekannte Satz*): 
dass die Normalebenen einer Schraubenlinie in ihren Schnittpunkten mit 
einer beliebigen Ebene sich in einem Punkte dieser Ebene schneiden, fir 
allgemeine Massbestimmung von selbst ergiebt. Durch dies Verhiiltniss 
des linearen Complexes zu den Schraubencurven wird es selbstverstiind- 
lich, dass er bei einer Bewegung dieser in sich ebenfalls ungeiindert 
bleibt (vgl. § 3). Bei einer solchen geht aber auch jedes System von 
Erzeugenden der Fliche 2. Ordnung, auf welcher die Curve liegt, in 
sich tiber, und also bleibt eine metrische Relation zwischen einer sol- 
chen Erzeugenden und einer Tangente der Schraubenlinie in einem 
Schnittpunkte mit derselben ungeiindert, d. h. die Tangenten einer pro- 
jectivischen Schraubenlinie bilden mit den beiden Schaaren von Erzeugen- 
den der Fliiche 2. Ordnung, auf welcher sie liegt, constante Winkel. 
Man verificirt dies auch leicht dirett in folgender Weise: 

Die Gleichung einer Fliche 

aX, Hy + bx, x; = 0 
in Liniencoordinaten ist bekanntlich: 


(5) (4p, + bprys3)? + 4abp py = 9, 
und die Erzeugenden der einen Schaar derselben sind durch die drei 
inearen Complexe : 
Pix =9, Py =9, apy + Op,, = 0 
gegeben. Sind nun pj, die Coordinaten einer Tangente der Schrauben- 


linie, und 

Pop = (Diy + P25)? + 4012034 = 9 
die Gleichung der Fundamentalfliche, so wird der Cosinus des von p’ 
mit einer Erzeugenden p gebildeten Winkels, da ja p’ den Gleichungen 
(4) und (5) geniigt: 


*) Vgl. Chasles: Apercgu historique p. 679. 
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? 


"pp _— @ (a,— ay) — 8 (a,—ay) 40d (a3— a) 


Ppp: Opp Va—D? {a (ay—ag)*-+ 0 (a,—a,)* — ab (ay a)*— ad (a,—a4)*} 
also in der That constant. — 

Ganz dualistisch entsprechend hiitten wir auch von den Ebenen 
ausgehen kénnen, welche die abwickelbare Fliiche einer Schraubenlinie 
umhiillen; ihre Coordinaten stellen sich in thnlicher Weise mittelst 
eines Parameters dar, wie die Punkte der Curve; die Geraden aller sol- 
cher Flichen, welche dieselbe Fliiche 2. Classe des mehrfach erwihn- 
ten Biischels umhiillen, bilden wieder einen linearen Complex, u. s, f., 

Artet die Fundamentalfliiche in einen Kegelschnitt aus, so lassen 
sich die Schraubenlinien fiir diese specielle Massbestimmung in ganz 
iihnlicher Weise durch einen Parameter 4 darstellen, wie dies oben 
bei allgemeiner Massbestimmung geschah; ist der Kegelechnitt dann 
insbesondere imaginiir, so erecheinen also die gewohnlichen Schrau- 
benlinien als eine Ausartung der durch die Gleichangum (1) bestimmten 
Curven. In der That, sei dieser Kegelschnitt gegeben durch: 





UU, — U,? =O, 
so wird eine Bewegung dargestellt durch die Gleichungen: 
OX, = HY, + Ys, OL; = MY , 
OX, = 492 » OF, == &% » 


wenn die Bedingung 


S me 
a,” == &, a, 


erfiillt ist. Diese Transformation lisst dann auch jeden Kegelschnitt 


der Schaar 
Uy Us — UU,” = 0 


und jeden Kegel des Biischels 
LyX, — wx, =O 
ungeindert, wo die Spitze aller dieser Kegel in dem Schnittpunkte 


der beiden gemeinschaftlichen Tangenten der Kegelschnittschaar liegt. 
Durch 4 malige Wiederholung derselben Transformation erhalten wir: 


ox, = ay, + Aaya’—*y,, Ox, = a5" Y, 

OL, = a, Y,, ox, = a,'y,, 
und wenn wir dA statt A setzen, so wird die entsprechende unendlich 
kleine Bewegung gegeben durch: 


Ly = (log 0,2, + z x4) da, dxz,= log a,-2,da 
dx, = log a,-x«,da dz, = log a,-a,da. 


Die Integration dieser Gleichungen ergiebt die betreffenden Schrau- 
benlinien in der Form: 








FP. Linpemann. 


Qa, = Ca," + Acya,a,'—? 

QL, = Ca," 

OX, = Ca," 

OL, = C,a,’, 
worin die ¢; die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Curve be- 
deuten. Man erhilt nun sofort die gewéhnlichen Gleichungen der 


Schraubenlinie, wenn man den Kegelschnitt imaginiir annimmt, d. h. 
wenn man setzt: 


x : ¢. 3 oe . 
=== x¢+iy *=a+ib lg ?*=—iu 

a Cy ay 

x. ° c. ° a. ° 

= 4 —iy 3==a—ib log—*——iu 
x Cy a 

x. c oe 

x, Cy ay 


. . Og ee ° ws 
es sind hier log 3 und log a, rein imaginir angenommen worden, 


damit die Bedingung 
Oy, —= a," 
erfiillt bleibt. Durch diese Substitutionen gehen unsere Gleichungen 


iiber in: 
2=c+a-a 


“x#=a cos ua — bsin wd 


y =asin ud + beos ud, 


und setzt man hierin noch: 


smis—e, a+ bh? = 7, ~=h 
: ax+by , ay—bex 
“= -—_—_, y= V+? 
Vat+b? Ve+er 


so erhilt man schliesslich die bekannten Gleichungen: 


a’ =r cos s 
oe h 


y =r sin x e 

Betrachten wir hierin r und 2 als Parameter, so erhalten wir die 
zweifach unendlich vielen Schraubenlinien, deren Tangenten nunmehr 
den Complex der Charakteristiken bilden. Zwei Ebenen seines Funda- 
mentaltetraéders sind in die unendlich ferne Ebene (2, = 0) zusammen- 
gefallen; die beiden anderen sind imaginir, es sind die durch die 
Z-Axe gehenden Tangentenebenen an den unendlich fernen Kugel- 
kreis. 











—e ps 


— PTH = &, wee eS hUelCUrDlCU 
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§ 7. 


Geometrische Beziehungen zwischen den im Vorigen auftretenden Ver- 
wandtschaften. 


Wihrend ich bisher bemiiht war, im Allgemeinen ein Bild von einer 
unendlich kleinen Bewegung zu geben, wie sie bei unserer Metrik statt- 
findet, ist es der Zweck der folgenden Untersuchungen, den Zusam- 
menhang der verschiedenen bisher erwihnten Flaichen und Complexe 
im Kinzelnen darzustellen. Besonders werden wir uns iiber die Vor- 
giinge in einer Ebene, in der Nihe eines Punktes oder einer Geraden, 
als den Grundgebilden der Geometrie Aufschluss zu verschaffen suchen, 
und so zu Siitzen gelangen, wie sie meist fiir specielle Massbestim- 
mung von Chasles*) u. A. aufgestellt wurden. Unsere algebraische 
Behandlungsweise ergiebt dabei leicht eine Reihe von Relationen, 
die hier niher auszufiihren nicht unser Zweck sein kann; es kommt 
mir vielmehr darauf an, die fiir specielle Massgeometrie bekannten 
Siitze abzuleiten und, so weit es mir mdglich ist, ein anschauliches 
Bild des Ganzen zu geben. 

Von Interesse erscheint zunichst die Frage nach denjenigen Punk- 
ten, deren Fortschreitungsrichtungen (d. h. ihre Charakteristiken) sich 
bei einer unendlich kleinen Bewegung in einem gegebenen Punkte y 
schneiden, Den Ort derselben werden wir als Durchschnitt zweier 
Flichen in folgender Weise bestimmen: Die Coordinaten der Verbin- 
dungslinie von y mit einem solchen Punkte 2 miissen zu denen der 
Charakteristik von x proportional sein, und somit haben wir die Glei- 
chungen : 

QU; 2, (Ax — Ai) = LYk — Yee - 


Aus ihnen ergiebt sich: 


; — 
Q (4, — &) = Lp ly 
y ¥ 

9 (4, — a3) = = @,? 


also miissen die gesuchten Punkte x wegen der zwischen den a; be- 
stehenden Identitiit auf einer Flache 3. Ordnung liegen, dargestellt 
durch die Gleichung: 

Y Y%4 Ye a 
(1) +2~2-s—4. 


nip 3 


*) Bulletin universel p. Férussac, Nov. 1830; Apercu hist. Note 25 und 33; 
Comptes rendus t. XVI, 1843 p. 1429 und t. 52. 1861 p. 1094; vgl. Jonquiéres: 
Mélanges de géometrie pure, Paris 1856; Sylvester: Comptes rend. t, 52 p. 741; 
Cayley ib. p. 10389; Mannheim: Bulletin de la société math. de France, t. I, 
1873, p. 106 und Journal de l’école polyt. cah. 43, 1870. 








F. Linpemann. 


Die Fiiche ist nur abhiingig von der Lage der Hauptaxen der Be- 
wegung im Raume, also dieselbe fiir alle Schraubenbewegungen mit 
demselben Axenpaare; ihre speciellen Eigenschaften sind bekannt: sie 
hat vier konische Knotenpunkte in den Eckpunkten des Tetraeders (ist 
also von der 4. Classe) und enthiilt ausser den Kanten dieses noch 3 
in einer Ebene liegende Gerade, von denen jede zwei gegeniiberlie- 
gende jener Kanten trifft. Auf eine andere Fliiche 3. Ordnung mit 
gleichen Eigenschaften fiihrt uns die Betrachtung derjenigen Punkte, 
deren Charakteristiken gleichzeitig Charakteristiken von Ebenen sind, 
welche durch den Punkt y gehen. Wir erhalten ihre Gleichung, in- 
dem wir eine solche Ebene: 


HY + Uy Yo + Us¥s + UY, = 0 
mittelst der Gleichungen (4) § 5. transformiren, in der Form: 
% U5 | \ (¥2 Ys\ 
(2) (a3 — ay) (4 i *) — (4,—4) (2 re m) = 0, 
und folglich haben wir die beiden Sitze*): 


Die Punkte, welche gemeinschaft- | Die Ebenen, welche gemeinschaft- 


liche Charakteristik mit den Ebenen | liche Charakteristik mit den Punkten 
eines Biindels haben, bilden eine | einer Ebene haben, umhiillen eine 
Fiche 3. Ordnung mit 4 konischen Fliche 3. Classe mit 4 Beriihrungs- 
Knotenpunkten in den Eckpunkten  kegelschnitten in den Seiten des Fun- 
des Fundamentaltetraéders, diedurch damentaltetraéders (Steiner’sche 
das Centrum des Ebenenbiindels | Fiche), welche die gegebene Ebene 
geht. **) __ | bertihrt. 


*) Bei der vollkommenen Giiltigkeit des Dualititsgesetzes fiir unsere Be- 
trachtungen, stelle ich die den gefundenen Siitzen dual entsprechenden ihnen un- 
mittelbar gegeniiber. 

**) Wir erhalten diese Fliche fiir spec. Massb., wenn wir beachten, dass die 
benutzten Transformationsgleichungen gleichzeitig einem Punkte seine Schmie- 
gungsebene in Bezug auf die durch ihn gehende Schraubenlinie zuordnen. Ist 


nimlich 
ug +on+we+i=o 
die Gleichung des Punktes (£, 7, £), so sind die Coordinaten der Schmiegungs- 
ebene eines Punktes (, y, 2) fiir die durch ihn gehende Schraubenlinie mit der 
Ganghihe 22h: 
“$= 


—hy +he —1 
Gye Gye OO 
und also ist die Gleichung der betreffenden Fliiche 3. Ordnung: 

h(xn—yé) + (@*+-y?) (2—f) = 9. 

Es sind zwei Knotenpunkte der Fliche (2) in den unendlich fernen Punkt der 
Centralaxe der Bewegung (z-Axe) zusammengefallen, und hier entsteht dadurch 
ein biplaner Knotenpunkt; das in ihm osculirende Ebenenpaar beriihrt den imagi- 
niiren Kugelkreis, denn es ist durch die Gleichung 
























bl 
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Unter den Punkten der Flache (2) sind auch jedenfalls diejenigen, 
deren Charakteristiken durch den Punkt y selbst hindurchgehen, und 
nach denen wir oben fragten; den Ort derselben erhalten wir demnach 
als Durchdringungscurve der Fliichen (1) und (2), und da diese die 
6 Kanten des Tetraéders gemein haben, so kann die gesuchte Curve 


nur von der 3. Ordnung sein; also: 
Die Punkte, deren Chrakteristi- | | Die Ebenen, deren Charakteristi- 


ken einen bestimmten. Punkt treffen, | ken in einer bestimmten Ebene lie- 
bilden eine Raumcurve 3. Ordnung; | gen, umhiillen cine abwickelbare 
es sind die Bildpunkte der Erzeu- | F'liiche 3. Classe; es sind die Bild- 
genden des durch den betreffenden | ebenen fiir die Tangenten der in 
Punkt gehenden Complexkegels*) | der betreffenden Ebene liegenden 
(vgl. § 5.). | Complexcurve*). 


Es ist damit jedem Punkte eime Curve 3. Ordnung zugeordnet, 
und alle diese Curven gehen durch die vier Eckpunkte des Fundamental- 
tetratders**), da die Charakteristiken dieser Punkte unbestimmt sind. 
Kine jede von ihnen beriihrt natiirlich in dem Punkte, zu welchem sie 
gehért, dessen Charakteristik und, da sie auf dem durch ihn gehenden 
Complexkegel liegt, hat sie die Bildebene dieser Charakteristik zur 
Schmiegungsebene; liings ihr wird jener Kegel niimlich von dieser 
Ebene beriihrt (vgl. unten). Wir kiénnen somit fiir einen Punkt die 
betreffende Curve 3. Ordnung construiren***) und kennen dann von der 
ihm zugehérigen Fliche (2) ausser dieser Curve 7 auf ihr liegende 
Gerade: die 6 Kanten des Tetraéders und die durch den Punkt gehende 
Gerade, welche das Axenpaar trifft, und dadurch ist die Fliche 3. Ord- 
nung vollkommen bestimmt. Dass der Punkt y auch auf der zuletzt 
erwiihnten Geraden liegt, folgt aus den folgenden Ueberlegungen, die 


a+ y=0 
dargestellt; die andern beiden Knotenpunkte sind imaginiir, es sind die Schnitt- 
punkte der absoluten Polare der z-Axe, d. h. der unendlich fernen Geraden der 
Ebene ¢=0 mit dem Kugelkreise. Ausser dieser Geraden enthilt die Fliche 
noch die z-Axe, die beiden von dem unendlich fernen Punkte derselben an den 
Kugelkreis gehenden Tangenten, und die durch den Punkt (&, 7, §) zur z-Axe 
normale Linie, bestimmt durch: 
@—¢€=0 und y§ —xy =—0; 

die beiden sonst mit dieser in einer Ebene liegenden Linien sind in die unend- 
lich ferne Gerade der X Y-Ebene hineingefallen. 

*) Es ist damit im Folgenden immer Complexkegel und Complexcurve im 
Charakteristikencomplexe gemeint. 

**) Da bei spec. Massbest. zwei dieser Punkte in den unendlich fernen Punkt 
der Centralaxe zusammenfallen, so ist diese Axe Asymptote fiir jede in obiger 
Weise einem Punkte zugehérige Curve 3, Ordnung; diese sind also immer cubische 
Ellipsen. 

*#*) Vogl. Reye, Geometrie der Lage, II. p. 76. 
Mathematische Annalen. VII, 7 
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F. Lrypemann. 


tiberhaupt die Lage der verschiedenen Geraden gegen einander niher 
charakterisiren mégen. 

Wir bemerken zunichst, dass die Fliiche (1) fiir den absoluten 
Pol z der dem Punkte y im Rotationscomplexe zugehérigen Nullebene 
dieselbe Rolle spielt, wie die Fliiche (2) fiir den Punkt y, denn beide 
Punkte sind durch die Gleichungen: 

uz, = y, (a, — 4) 62, = Ys (4, — ay) 

2, = Yo (dy — As) U2, = Y, (4, — 4) 
mit einander verbunden. Wir kénnen daher alles, was wir fiir die 
erste Fliiche aussagen, auf die zweite iibertragen, wenn wir die Punkte 
y und ¢ mit einander vertauschen, so dass es nur noéthig ist, eine der 
beiden Flichen zu betrachten. 

Die dreifach beriihrende Ebene der Fliiche (1) ist dureh die Coor- 
dinaten : 


1 


1 
u,=-— 
Yi? Ol 


o%—=—+, ou,——- 1, 

Ye ; Ys 
gegeben, sie schneidet dieselbe in den 3 Geraden, von denen jede 
2 Kanten des Tetraéders trifft; zwei von diesen Linien schneiden sich 
im Punkte y, und die dritte, y gegeniiberliegende, ist diejenige, welche 
die beiden Hauptaxen der Bewegung trifft*). 

Durch die ersteren beiden Geraden geht auch die erste Polarfliche 
von y in Bezug auf die Flaiche 3. Ordnung, und es ist bemerkenswerth, 
dass diese mit der durch y gehenden Filiiche des Biischels 

LX, — Axx, = 0 
identisch ist; zu ihnen harmonisch liegen die beiden Geraden, in denen 
die Ebene wu den zu y gehdérigen Complexkegel schneidet. Die eine 
ist die Charakteristik des Punktes y und schneidet die gegeniiberlie- 
gende Seite des erwihnten Dreiecks in dem Punkte z, die andere ist 
die Charakteristik der Ebene « und schneidet jene Seite in einem 
Punkte, dessen Charakteristik sie gleichzeitig ist, und in welchem sic 
die Fliaiche (2) beriihrt. Letzteres folgt daraus, dass der genannte 
Complexkegel diese Fliiche iiberhaupt lings der dem Punkte y zu- 
gehérigen Curve 3. Ordnung beriihrt, wie sogleich gezeigt werden soll. 

Durch jeden Punkt x der Fliiche geht niimlich im Allgemeinen nur eine 
Gerade (seine Charakteristik), deren Bildebene den Punkt y in sich ent- 
hilt; denn eine zweite solche Gerade miisste auf dem zu x gehdrigen 


*) Auf dieser dritten Seite liegt auch der Nullpunkt von « (im Rotations- 
complexe), und durch sie geht die absolute Polarebene von y. — Die hier ohne 
Beweis angefiihrten Siitze ergeben sich durch einfache Combination der verschie- 
denen Transformationsgleichungen. 
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Complexkegel liegen; die Bildebenen der Erzeugenden dieses Kegels 
schneiden aber (wie in § 8 gezeigt werden wird) alle die Charakteri- 
stik von x; die betreffende Gerade miisste daher in der durch y und 
die Charakteristik von « gehenden Ebene liegen und diese zur Bild- 
ebene haben, d. h. sie wiirde mit der Charakteristik von 2 zusammen- 
fallen. 

Es geht also durch jeden Punkt der Fliiche nur eine der betrach- 
teten Charakteristiken, und doch muss jede die Fliche in 3 Punkten | 
schneiden; dies wird dadurch méglich, dass unsere Schlussweise fiir 
die Punkte der zu y gehérigen Curve 3. Ordnung ungiiltig ist. Denn 
die Charakteristik eines solchen Punktes geht durch y selbst, und die 
durch sie und y gehende Ebene wird also unbestimmt. 

Da dies auch die einzigen Punkte sind, fiir welche diese Unbe- 
stimmtheit eintritt, so schneidet eine jede der Charakteristiken der 
Punkte der Fliche dieselbe noch in zwei auf der Curve 3. Ordnung 
gelegenen Punkten; also: 

Die Charakteristiken der Ebenen Die Charakteristiken der Punkte 
cines Biindels bilden das vollstin- | einer Ebene bilden das vollstéindige 
dige Secantensystem der dem Mittel- | Schnittliniensystem der Ebenen, 
punkte des Biindels zugeordneten | welche die der gegebenen Ebene zgu- 
Curve 3. Ordnung, und eine jede | geordnete abwickelbare Fliiche 3. 
solche Secante hat ihren Bildpunkt | Classe umhiillen, und die Bildebene 
auf der ihm zugehirigen Fliiche 3. | eter jeden solchen Linie beriihrt 
Ordnung (2). die jener Ebene zugehorige Stei- 

ner’sche Eliche. 





Die Charakteristiken der Punkte der Curve selbst, welche deren 
Verbindungslinien mit y sind, kénnen also die Fiche nur in Punkten 
der Curve treffen; da sie aber die Flache 3. Ordnung doch in 3 Punk- 
ten schneiden miissen, so schliessen wir: 


Der durch einen Punkt gehende| Die in einer Ebene liegende 












Complexkegel des Charakteristiken- 
complexes beriihrt die dem Punkte 
zugehirige EF liiche 3. Ordnung lings 
der ihm zugeordneten Curve 3. Ord- | 
nung. 





Complexcurve des Charakteristiken- 
complexes liegt auf der thr zugehi- 
rigen Steiner’schen Fliiche; die 
dieser liings dieser Curve umschrie- 
bene abwickelbare Fliche 3. Classe 
ist die der Ebene zugeordnete. 


Dieser Kegel schneidet dagegen die Fliiche (1) noch in einer zweiten 
Curve 3. Ordnung, welche zu dem Punkte ¢ in derselben Beziehung 
steht, wie die erste zu y; lings ihr wird also diese Flache von dem 
Complexkegel von z beriihrt, u. s. f. 

Jedem der gegebenen und auch der noch folgenden Sitze kann 
man ferner einen neuen gegeniiberstellen, wenn man bemerkt, dass 


7* 
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F. Lineemann, 


die Beziehung zwischen einem Punkte und der Normalebene seiner 
Charakteristik in ihm durch einen linearen Complex, den Rotations- 
complex, vermittelt wird; man hat also z. B.: 

Die Normalebenen der Charakteristiken der Punkte einer Fiche 
(2) umhiillen eine Steiner’sche Fliiche; die Charakteristiken dieser 
Ebene liegen in der Normalebene der Charakteristik von y. Und ana- 
loge Siatze kénnte man durch Benutzung des Translationscomplexes ab- 
leiten, wie hier jedoch nicht weiter durchgefiihrt werden soll. 


§ 8. 
Fortsetzung. Congruenzen der auftretenden Complexe. 





Die mehrfach erwihnte Curve 3. Ordnung kénnen wir auch als 
theilweisen Durchschnitt des Complexkegels mit einer anderen Fliiche 
2. Ordnung erhalten; diese letztere bestimmt sich in folgender Weise: 
Wir fragen nach dem Orte der Punkte, deren Charakteristiken eine 
gewisse Gerade (p;;) schneiden; die Coordinaten p;; jener geniigen dann 
der Gleichung: 


Pre Psa + Piz Pao + Pig Pos + P54 Pir + Peo Pi3 + Pog Pry = 9, 
und wegen 
ODik SH LX (ax — @;) 
liegen die Bildpunkte der Linien p auf der Fliiche: 
(3) « . « (@y — G3) (Dy 13%, + gq’ Ly Ly) + (a, — Ay) (Py3 %y2y — Pyy XX) 
+ (Gy — Gy) Pos X,%, + (a3 — Ay) Py 4 LyX, = O 
Also haben wir den Satz: 

Die Punkte, deren Charakteri-| Die Ebenen, deren Charakteri- 
stiken eine bestimmte Gerade schnei- | stiken cine bestimmte Gerade schnei- 
den, liegen auf einer Fliiche 2. | den, beriihren eine Fliiche 2. Classe. 
Ordnung. 








Auf dieser Fliiche 2. Ordnung liegen dann alle die Curven 3. Ordnung, 
welche den Punkten jener festen Geraden in obiger Weise zugeordnet 
sind; und den Geraden, die durch einen bestimmten Punkt y gehen, 
entsprechen in dieser Weise Flichen 2. Ordnung, welche alle die dem 
Punkte zugehérige Curve 3. Ordnung enthalten (in der That gehen 
auch alle diese Flichen durch die 4 Eckpunkte des Fundamental- 





























y durch die Gleichung (3) entsprechenden Fliche identisch ist; und 
auch die Curve 3. Ordnung werden wir von einem neuen Gesichts- 
punkte betrachten. Es fiihren dazu die folgenden Erérterungen: 

Nehmen wir zwei auf einander folgende Lagen einer Geraden, so 






tetraéders). Wir werden sehen, dass unter ihnen auch der Complex- \ 
kegel von y enthalten ist, indem dieser mit der der Charakteristik von | 
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sind die Punktreihen derselben durch die linearen Gleichungen, welche 
die unendlich kleine Bewegung darstellen, projectivisch auf einander 
bezogen, und somit erzeugen die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte eine Fliiche 2. Ordnung. Fassen wir nun diese Geraden als 
Schnittlinien aufeinander folgender Lagen von Ebenen auf, so miissen 
diese Ebenen gleichzeitig alle Fliichen 3. Classe der Schaar beriihren, 
welche den Ebenen des durch die betrachtete Gerade bestimmten, 
Biischels in der Weise zugeordnet sind, dass die Punkte einer solchen 
Ebene gemeinschaftliche Charakteristik mit den die Fliche umhiillen- 
den Ebenen haben (vgl. § 7.). Die gemeinsame Developpable dieser 
Fliichen besteht aber aus den 6 Kanten des Fundamentaltetraéders, die 
fiir uns keine Bedeutung haben, und einer Developpablen 3. Classe. 
Es folgt also: 

Die Charakteristiken der Punkte einer Geraden sind die Erzeugen- 
den einer Fliiche 2. Ordnung; jede ist wieder Charakteristik einer Ebene, 
und alle diese Ebenen umhiillen eine abwickelbare Fliche 3. Classe, und 
entsprechend: Die Charakteristiken der Ebenen eines Biischels erzeugen 
eine Fliiche 2. Ordnung; jede ist wieder Charakteristik eines Punktes, 
und alle diese Punkte liegen auf einer Raumeurve 3. Ordnung*). 

Hierdurch ist jeder Geraden eine solche Curve zugeordnet; ausser- 
dem entspricht auch jedem Punkte derselben eine solche in der oben 
angegebenen Weise (§ 7.), und die Secanten dieser letzteren sind die 
Charakteristiken der durch den Punkt gehenden Ebenen. Unter diesen 
sind nun jedenfalls, wo auch der Punkt auf der Geraden liegen mag, 
die Ebenen des durch dieselbe bestimmten Biischels, und ihre Charak- 
teristiken miissen daher alle den Punkten der Geraden entsprechende 
Curven 3. Ordnung schneiden. Alle diese Curven liegen aber auf der 
Fliche 2. Ordnung, welche der Geraden durch die Gleichung (3) zu- 
geordnet ist; folglich liegen die betreffenden Charakteristiken ganz auf 
dieser Fliche, d. h.: 

Die durch die Charalkteristiken der Ebenen eines Biischels erzeugte 
Fliiche 2. Ordnung ist identisch mit derjenigen, welche von den Punkten 
a gebildet wird, deren Charakteristiken die Axe des Biischels schneiden. 
i] Diese Axe gehért der anderen Schaar von Erzeugenden der Flache an; 
die ihr zugehérige Curve 3. Ordnung schneidet die Charakteristiken 

der Ebenen des Biischels nur einmal, wihrend die letzteren von den 
i den Punkten der Axe zugehérigen Curven zweimal geschnitten werden. 

Analoges gilt fiir die von den Charakteristiken der Punkte eines Strah- 
les erzeugte Fliche.* 












































*) Fiir eine Gerade, welche beide Hauptaxen der Bewegung schneidet, zerfallt 
die Curve in diese Gerade und einen Kegelschnitt, da alle den Punkten einer 
solchen entsprechenden Flichen 3. Ordnung diese Gerade selbst enthalten. 
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Ist eine Gerade Charakteristik eines ihrer Punkte, so schneiden 
sich offenbar ihre beiden successiven Lagen in diesem Punkte, und da 
diese beiden Linien wieder projectivisch auf einander bezogen sind, so 
haben wir: 

Gehirt eine Gerade dem Charakteristiken-Complexe an, 
so umhiillen die Charakteristiken | so bilden die Charakteristiken der 
ihrer Punkte einen Kegelschnitt in | durch sie gehenden Ebenen einen 
der Ebene, deren Charakteristik sie | Kegel 2. Ordnung, dessen Spitze 
ist (Schmiegungsebene der durch | im Bildpunkte der Geraden liegt. 
den Punkt gehenden Schrauben- | 
linie). | 

Die der Geraden entsprechende Curve 3. Ordnung fallt dann mit 
der ihrem Bildpunkte zugehdrigen zusammen, und der durch diesen 
gehende Complexkegel wird mit der Fiche identisch, die seiner Charak- 
teristik durch die Gleichung (3) entspricht, d. h. die Charakteristiken 
der Punkte des Kegels schneiden die Charakteristik seiner Spitze, und 
ebenso: Die Charakteristiken der einen Complexkegelschnitt umhiillen- 
den Ebenen schneiden die Charakteristik seiner Ebene. Ein solcher 
Kegelschnitt und die Schnittcurve seiner Ebene mit der Fundamental- 
fliche haben 4 Tangenten gemein; zwei von diesen schneiden sich in 
dem der Ebene durch den Rotationscomplex zugeordneten Nullpunkte, 
(und man sieht so, wie der Kegelschnitt bei spec. Massbestimmung in 
eine Parabel iibergeht, deren Brennpunkt mit dem Nullpunkte der Ebene 
zusammenfiallt). Die Nullebene eines Punktes nimlich schneidet den 
von ihm an die Fundamentalfliche gehenden Beriihrungskegel in 2 Li- 
nien, welche dem Rotationscomplexe .angehéren; die Charakteristiken 
der Punkte dieser Linien schneiden daher deren absolute Polaren, die 
selbst wieder von den Linien (im Beriihrungspunkte) getroffen werden; 
folglich liegen die Charakteristiken der Punkte einer jeden von ihnen in 
einer Ebene, und desshalb miissen die beiden Linien selbst dem Charakte- 
ristiken-Complexe angehéren, d. h. in der betrachteten Ebene den 
Complexkegelschnitt beriihren. Ebenso beweist man, dass die beiden 
anderen gemeimsamen Tangenten der beiden erwihnten Kegelschnitte sich 
in dem ihrer Ebene durch den Translationscomplex zugehirigen Null- 
punkte schneiden; man hat dabei zu zeigen, dass die Charakteristiken 
der durch eine jede von ihnen gelegten Ebenen sich in ihrem Beriih- 
rungspunkte mit der Fundamentalfliiche schneiden. Diese Bezichungen 
kénnen wir nun auch in folgender Weise aussprechen: 

Die durch den Charakteristiken-Complez und den Tangenten-Complex 
der Fundamentalfliche bestimmte Congruenz 4. Ordnung und Classe zer- 
[allt in zwei Congruenzen 2. Ordnung und Classe, von denen jede einem 
der beiden der unendlich kleinen. Bewegung zugehirigen linearen Com- 
plexe angehort. 
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Wir haben uns hier darauf beschriinkt, die von den Charakteristiken 
der Punkte einer Ebene und Punktreihe oder der Ebenen eines Biindels 
und Biischels erzeugten Gebilde zu untersuchen; man kénnte natiir- 
lich auch weiter gehen und die Bewegung anderer Flichen betrachten; 
die neue Lage einer solchen steht dann immer in linearer Beziehung 
zu der alten. Man erhilt so z. B.: 

Die Charakteristiken der einen Kegel 2. Ordnung _beriihrenden 
Ebenen bilden eine windschiefe Fliche 4. Ordnung mit einer Doppel- 
curve 3. Ordnung; ist der Kegel ein Complexkegel des Charakteristiken- 
complexes, so fdllt diese Curve mit dem Orte der Punkte zusammen, 
deren Charakteristiken durch seine Spitze hindurchgehen, und die wind- 
schiefe Fiche geht in die dieser Ourve zugehirige abwickelbare iiber. 

Da alle ‘Tangenten einer solchen Curve 3. Ordnung dem Charak- 
teristiken-Complex angehéren, so kénnen wir diesen auch durch jene 
Curven, als Complexcurven, entstanden denken; wir kénnen so den 
ganzen Complex behandeln, indem wir diese Curven statt der geraden 
Linie als Raumelement einfiihren*). Dabei ergiebt sich, dass alle durch 
einen Punkt gehenden Curven unserer Art auf dem Complexkegel dieses 
Punktes liegen. 


§ 9. 
Ueber einige metrische Relationen. 


Wihrend wir bisher unsere Aufmerksamkeit wesentlich auf die 
geometrischen Verhiiltnisse richteten, und bei der Zusammensetzung, 
resp. Zerlegung unendlich kleiner Bewegungen nur die gegenseitige 
Lage der verschiedenen Gebilde beriicksichtigten, stellen wir uns jetzt 
die Aufgabe, die Zusammensetzung der Bewegungen auch der Grosse 
nach zu bestimmen und die metrischen Relationen festzustellen, welche 
fiir die Vorgiinge im Raume bei einer unendlich kleinen Bewegung 
charakteristisch sind, oder welche zwischen verschiedenen Bewegungen 
bestehen miissen, damit sie vereinigt eine béstimmte hervorrufen. Wir 
fiihren dabei alle Operationen zuniichst in der in § 2. gegebenen ka- 
nonischen Form der Transformation aus, ohne dadurch der Allgemein- 
heit der erhaltenen Resultate Abbruch zu thun; denn alle unsere Aus- 
driicke tragen einen absolut invarianten Charakter gegeniiber einer Trans- 
formation der Fundamentalfliche in sich und werden daher durch eine 
Verlegung des Coordinatensystems nicht geiindert. In dieser Weise 
leiten wir fiir eine einzelne allgemeine Schraubenbewegung besonders 
die Siitze ab, welche den von Chasles fir spec. Massbestimmung ge- 





*) Vgl. Lie: Géttinger Nachrichten, 1870. 
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gebenen (a. a. 0.) entsprechen; es kommt dabei wieder nicht so sehr 
darauf an, ihm in allen Einzelheiten zu folgen, als zu zeigen, wie der- 
artige Fragen bei unserer projectivischen Auffassung sich gestalten. 
Bei einer unendlich kleinen Bewegung schreitet jeder Punkt auf 
einer gewissen Geraden fort und jede Ebene dreht sich um eine solche; 
fiir jeden Punkt wird die Grésse seiner Verschiebung im Allgemeinen 
eine andere, fiir jede Ebene ihr Drehungswinkel ein anderer sein. Be- 
trachten wir jedoch die Bewegung eines Punktes und die einer Ebene, 
welche mit ihm gemeinsame Charakteristik hat, so besteht zwischen 
beiden eine gewisse Relation. 
Das von einem Punkte zuriickgelegte Streckenelement ist niimlich 


(vgl. Klein, Math. Ann. IV, p. 618): 


3 V %, az — ex 2ax ax 
a". ——— + 


2x 


Der Ziihler dieses Ausdruckes ist aber die linke Seite der Glei- 
chung der Fundamentalfliiche in Liniencoordinaten, geschrieben in den 
Coordinaten p,;, der Charakteristik von x; es ist also 


(1) oan V eo 

eae 
wo wir uns die p;, aus den « und den Coordinaten des benachbarten 
Punktes, in den z tibergegangen ist, berechnet denken miissen. Neh- 
men wir nun die Transformation in der kanonischen Form an, so 
ist bis auf einen unendlich kleinen Factor: 


? 


Pik = UX @— a) 
und 


Qee = 2 (aH, + a, %3) = 2 ( —_ Pu. 


ay — ay Gl, — Ag 
Durch Einsetzen dieser Werthe in (1) erhalten wir also: 

2 ep Vout pe +8 PePs (q@, — @,) (a — ay 
2) y (44 — 4) Pog + (3 — 42) Pris ( , 1) (43 M2) 


und entsprechend ist die unendlich kleine Rotation der zugehérigen 
Ebene « gegeben durch: 


- _ Vai des)? + 4 Me Iu 
OC) OE a aan FG — 04) a4, (83 — 2) i — 41) 


Vout PaF EP Pr 
§ (a=) Pur F (Gs — ay) Pg (43 — %) (My 1) 





Im Nenner von (2) steht hier die linke Seite der Gleichung des 
der Bewegung zugeordneten Translationscomplexes, und in der That 
kann dieselbe von Q,, nur um einen Factor verschieden sein, da die 
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Charakteristiken der Punkte der Fundamentalfliche dem Complexe an- 
gehéren (vgl. § 6., Gl. (4)). Ebenso tritt dann in (3) der Rotations- 
complex auf. 

Besonders charakteristisch fiir eine unendlich kleine Bewegung 
sind nun die Werthe von ¢ und @, gebildet fiir eine der Hauptaxen 
der Bewegung (fiir die andere yertauschen sich dann nur beide), d. h. 
die Grésse der Verschiebung einer solchen in sich und die der Drehung 
des bez. Ebenenbiischels um sie. Bezeichnen wir erstere fiir die Axe 
“,=0, z,=0, d. h. 

. Pip =9, Px =9, Dy =O 

mit e und die Grésse der zugehérigen Drehung mit v, so wird: 

(4) e=}$(a,—a,), v=} (4,-— 4), 

und damit haben wir eine unmittelbare Deutung fiir die Coefficienten 
der beiden linearen Complexe in ihrer kanonischen Form. Das Vor- 
zeichen dieser Grissen bestimmt uns in Folge dieser Bedeutung den Sinn 
der Bewegung; iindere ich dasselbe in beiden, so bewegen sich alle 
Punkte auf denselben Schraubenlinien, wie vorhin, nur in entgegen- 
gesetzter Richtung, und in der That bleiben dann die beiden linearen 
Complexe ungeiindert; iindere ich dagegen das Vorzeichen von e oder 
v allein, so bewegen sich alle Punkte auf Schraubenlinien, die den 
vorhin auftretenden gleich, aber entgegengesetzt gewunden sind*); 
die zugehérigen linearen Complexe liegen mit den obigen in Involution. 

Das Product der Ausdriicke ¢ und @ kénnen wir nun leicht durch 
e und v ausdriicken. Es ist niimlich, da die Linie p dem Charakte- 
ristikencomplexe angehdrt, also den Gleichungen (2) § 5. geniigt: 


Dp p = Pog? + Py? + 2 (Pie Psa + Piz P42) 
oy (G4 — Gg) (43 — &) — (ay — a4) (Ag — 44) 


= Pros? + Py? +2 (q,—4a,)(a,—a@,) PsP > 
oder wegen: 





a, + a, = a, + a3: 
(a — a)? + (a, ae? a)” 5 


Ppp = Pos? + Pi? + Pus Pos ~~ (aq — a) (a5 — Gy) 


Das Product der beiden Nenner in ¢ und @ findet man aber 


gleich demselben Ausdrucke, noch multiplicirt mit (a, — a.) (a, — 4); 
folglich ist 


(5) é-@ = e-+v = Const. 


*) Mit e und v steht nach § 5. der Parameter des betreffenden Complexes in 
einfachem Zusammenhange , er wechselt sein Vorzeichen mit dem Producte ev. 
Je nachdem er also positiv oder negativ ist, kénnen wir die linearen Complexe 
als links oder als rechts gewwndene unterscheiden, wie es Pliicker bei spec. 
Massbest. that, vgl. ,,Neue Geometrie“ n, 48, 
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Also: Bei einer unendlich kleinen Bewegung steht die Grisse der Ro- 
tation einer Ebene wm ihre Charakteristik in umgekehrtem Verhiltnisse 
zu der Translation des Bildpunktes derselben auf ihr*). 

Bezeichnen wir nach Gleichung (3) durch @ die Grésse der Ro- 
tation einer Ebene um ihre Charakteristik p, durch m’ die entspre- 
chende Grésse, die sich auf diejenige Gerade p’ bezieht, welche p 
vermége des Rotationscomplexes als conjugirte Polare zugeordnet ist, 
so finden wir unter Anwendung der Gleichungen (8) § 3: 


oo? + @’? = e + yp? *) , 


und ebenso, wenn wir von zwei Linien ausgehen, die einander durch 
den Translationscomplex conjugirt sind: 


a? + e2*=—e*?+ 0". 

Es geben hier und o’ die Grosse der beiden Rotationen, durch 
welche die Bewegung eines jeden ebenen Punktsystems ersetzt werden 
kann (vgl. § 3.), niimlich Drehung um die Charakteristik der Ebene 
und Rotation der Ebene in sich um ihren Nullpunkt; entsprechend 
geben « und «’ die Grésse der beiden Bewegungen, durch welche die 


eines jeden Ebenenbiindels ersetzt werden kann, und so haben wir 
den Satz: 


Bei einer unendlich kleinen Bewegung ist die Summe der Quadrate 
der beiden Bewegungen, welche dabei einem ebenen Punktsystem oder 
einem Ebenenbiindel ertheilt werden, constant. 


Fir die Zusammensetzung verschiedener Bewegungen betrachten 
wir zuniichst den einfachsten Fall, ‘wo sich die Axen zweier Rotatio- 
nen oder die Directricen zweier Translationen in einem Punkte schnei- 
den. Wir ertheilen also einem Punkte x gleichzeitig zwei verschie- 
dene Verschiebungen mit den Coordinaten P;, und P,, von denen 


*) Die Ebene ist hier Schmiegungsebene des Punktes in Bezug auf die durch 
diesen gehende Schraubenlinie, also kénnen wir diesen Satz auch so aussprechen: 
Das Product des Bogenelementes in den Torsionswinkel ist dasselbe fiir alle pro- 
jectivischen Schraubenlinien desselben Systems, a. h. fiir alle, die durch dieselbe 
lineare Transformation in sich tibergehen. 

**) Fiir spec. Massb. lautet die entsprechende Gleichung (vgl. Chasles und 
Jonquiéres a. a. 0.), indem e im Vergleiche zu v unendlich klein wird: 

wo? + o'2 = v2; 

es tritt hier also recht deutlich hervor, wie bei allgem. Massb. die Dualitiét in 
jeder Weise gewahrt wird, indem bei letzterer e und v vollkommen gleichberech- 
tigt auftreten. — Diese Quadratsumme, in welcher e und v gleichmiissig vorkom- 
men, kénnen wir als ein Mass fiir die Intensitiit der unendlich kleinen Bewegung 
betrachten; und in der That werden wir dazu in § 13. von einem andern Aus- 
gangspunkte aus gefiihrt werden. 


a. 
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die eine ihn in den Punkt x + dz, die andere in den Punkt x + dz’ 
zu bringen sucht. Die Quadrate der Entfernungen der Anfangslage 
von diesen beiden Punkten sind dann nach (1): 


ls? = Qe ax — vx 2ax dx Dpp 
as* = “92 aS 92 

(6) vx Fo 
i pone QF dz’ ~&, Qa’ dx’ Op p 
ee ee ee 


rz 


Bezeichnen wir mit TI,;, die Coordinaten der resultirenden Be- 
wegung, so dass also (§ 4.): 


Mix = Pix + Pir 
ist, so folgt, dass auch 
: (11, 1) =90 
wird; diese Bewegung besteht also wieder in einer Translation, und 
ihre Grésse ist gegeben durch 


2 nn 
Qi 


de 


Setzt man andererseits in dem Ausdrucke fiir ds? die Summe 
dz + dz’ statt dx, so ist 
2 Zi Qae az Q 2 


azdzx*xdz' 
“aa cae 
Qo 


do? = ds? + ds’? —2 


Der Zihler des letzten Gliedes ist nun gleich Mpp, und da 
Ppp 
cos (ds, ds’) = peieamiiens =» 
Ppp* Ppp: 

so ergiebt sich wegen der Gleichungen (6): 
(7) do? = ds? + ds’? — 2dsds' cos (ds, ds’). 

Ebenso erhilt man unter Beriicksichtigung von (6) leicht 
Resultat: 


sin (ds, ds’) sin (d 6, ds) sin (ds’, do) 
8) on Seldends') _, edd _ i 


ds’ ds ? 


und ganz analoge Relationen folgen, wenn man statt der P die Co- 
ordinaten zweier Rotationen einsetzt; also: 

Fiir die Zusammensetzung unendlich kleiner Rotationen oder Trans- 
lationen, deren Axen, resp. Directricen sich schneiden, gelten ganz die- 
selben Gesetze, wie fiir die Zusammensetzung unendlich kleiner Rotatio- 
nen bei specieller Massbestimmung. Es ist dies eigentlich selbstver- 
stindlich, da wir in der Nihe des Punktes x unsere allgemeine 


de 
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Massbestimmung durch eine sie in ihm beriihrende specielle ersetzen 
kénnen*). Die geometrische Construction der Resultante mit Hiilfe des 
Parallelogramms diirfen wir jedoch nicht anwenden, da dieselbe nicht 
mehr eindeutig ist und iiberdies voraussetzt, dass bei einer Translation 
sich alle Punkte auf parallelen Geraden bewegen. 







Schneiden sich die betrachteten Geraden nicht, so ergiebt die 
Addition ihrer Coordinaten, wenn man diese als Coordinaten einer 
Rotation (resp. Translation) auffasst, nach § 4. einen linearen Complex, 
und die resultirende Bewegung besteht in einer Schraubenbewegung 
um eine seiner Hauptaxen, welche man in gleicher Weise durch die 
Aufeinanderfolge von zwei unendlich kleinen Rotationen um zwei in 
Bezug auf den Complex conjugirte Gerade erhalten kann (resp. durch 
die von zwei unendlich kleinen Translationen). Zwischen den Gréssen 
zweier solcher Bewegungen besteht dann immer eine constante Re- 
lation, wie ‘man auch die beiden conjugirten Geraden wiihlen mag, 
und diese soll hier noch abgeleitet werden. 












Sind niimlich Y;, und Qj, die Coordinaten zweier Rotationen der 
Art, @ und @’ bez. die Gréssen derselben, so ist **) 






o= V %aq°4 _— V Pea 4 
= 8 


uu uu 








wenn « eine durch Q gehende Ebene und w’ eine solche durch Q’ 
bedeutet. Das Product dieser Gréssen in das gegenseitige Moment 
der beiden Geraden Q und Q’ ist dann (vgl. § 1) 


A2@,@) 
7 sss 


“uu “wu 






Mag) +@-@ a 









Fiir unsere kanonische Form wird aber wegen der Gleichungen (8) \ 

§ 3. (in denen wir @ —1 zu setzen haben, damit die Addition der 

Coordinaten die des verlangten Complexes ergiebt) : 

(Q, Q") =—2 Q12 Vs 8 V13 G12 + Qy os + Qos, Qi | 
— Qs Qos + Qi Qos + Q, , Qos + Qos, G11 " 
= (Gra + ir) (Qos + Ges) - |] 


Ferner kénnen wir setzen: 
Vik 4. OiK = Kix a Kix, 


wenn K;, und Kj, die Coordinaten von irgend zwei anderen Rotatio- iF 
nen sind, die die verlangte Bewegung hervorrufen. Die Axe K kén- . 



















*) Vgl. Klein: Nicht-Euklid. Geometrie (Math. Ann, IV), § 14. 
**) Nach einer in § 4. gemachten Bemerkung muss hier im Zihler VA als 
Factor hinzutreten. 












nen 
alsd 
kon 
neh 
teri 
so | 


und 
Ques 


V4 
plic 


ull 


ne: 
bil 
tri 
de: 


zu 
tic 
di 


Projectivische Behandlung der Mechanik starrer Kérper. 109 


nen wir speciell so wiihlen, dass sie Charakteristik der Ebene uw wird, 
alsdann schneiden sich Q’ und K’ im Nullpunkte von w, und wir 
kénnen als Ebene wu’ die durch diese beiden Geraden bestimmte Ebene 
nehmen. Drehen wir schliesslich w noch so um Q, dass K’ Charak- 
teristik von einer Ebene wu’ des durch Q’ bestimmten Biischels wird, 
so haben wir: 
Ku = (ax — Gj) UU , Ki, = (G — 44) Ui UK 

und wegen (8) § 3.: 


Qo3 + Gos = 23+ Kos’ = K,,-+ = “a— * K, 14 = (Ay — Gy) (Uy tg Uy Uy) y 


ay— & 


Outeu = K,,+ K,,’ =K,; + a ~“t Ky =(a,— Gy) (Ua Us + Uy’ Uy’). 


a3 pang 


Hier stehen aber rechts die Ausdriicke fiir Q/,, und Q/-,, multi- 
plicirt mit e resp. v, und folglich wird: 


Mee -@:-@ =e: 
und ebenso entsprechend: 


Mipp)> &+ & =e-0, 


wenn PF und P” die Coordinaten einander conjugirter Translationen 
sind, welche dieselbe Bewegung wie Q und Q’ hervorbringen, und 


é, é die Grissen dieser Translationen bedeuten. Also: 


Wie man auch eine unendlich kleine Bewegung durch 2 Rotatio- 
nen (resp. Translationen) ersetzen mag, es hat immer das Product, ge- 
bildet aus dem gegenseitigen Momente ihrer beiden Axen (resp. Direc- 
tricen) und der Grosse der beiden Rotationen (resp. Translationen) 
denselben Werth. 

Fiir specielle Massbestimmung ist dies der bekannte, von Chasles*) 
zuerst gegebene Satz von der Constanz des durch die beiden Rota- 
tionen bestimmten Tetraéders. Wir konnen ihn hier jedoch nicht in 
dieser geometrischen Form aussprechen; denn tragen wir auf den bei- 
den Axen den Rotationswinkeln gleiche, unendlich kleine Strecken ab, 
so ist der Inhalt des so bestimmten Tetraéders noch von der gegen- 
seitigen Entfernung dieser Streckenelemente, also einer endlichen 
Grosse abhiingig, und wiirde sich demnach durch obiges Product nur 
ebenso wie bei gewohnlicher Massbestimmung ausdriicken lassen, wenn 
wir eine specielle Massbestimmung construiren kénnten, welche die 
gegebene allgemeine liings jener Verbindungslinie beriihrt. Das letz- 
tere ist aber nicht méglich. 


*) Comptes rend, 1843. 


an amas ae ee te 
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§ 10. 
Specielle Arten unendlich kleiner Bewegungen. 


Lisst die Transformation ausser der Fundamentalfliiche noch einen 
Punkt des Raumes ungeiindert, so besteht die Bewegung in einer Ro- 
tation um diesen Punkt; es geht dabei natiirlich auch der von ihm an 
die Fliche gehende Tangentenkegel, die Beriihrungscurve dieses und 
die absolute Polarebene des Punktes in sich iiber. Jede Rotation um 
einen Punkt ist also identisch mit einer Bewegung, bei der eine Ebene 
fest bleibt, und wir brauchen nur die eine Art der Bewegung zu be- 
trachten; die entsprechenden Siitze fiir die andere ergeben sich dann 
einfach durch dualistische Uebertragung. In der Ebene kann man nun 
auch bei unserer allgemeinen Massbestimmung eine Bewegung in jedem 
Augenblicke ersetzen durch eine Rotation um einen Punkt*), folglich 
besteht auch cine Rotation des Raumes um einen Punkt in jedem Au- 
genblicke in einer Drehung um eine durch den Punkt gehende Axe**) 
(= Verschiebung lings einer in der absoluten Polarebene des Punktes 
gelegenen Geraden), eine Bewegung, welche wir schon oben niher be- 
trachtet haben. Die beiden linearen Complexe wurden fiir sie specielle, 
und der Charakteristikencomplex zerfillt in diese***). Nur die Geraden 
der durch sie bestimmten Congruenz sind noch gleichzeitig Charakte- 
ristiken von Punkten und Ebenen, im Allgemeinen dagegen bilden 
erstere den Translations-, letztere den Rotationscomplex, und fiir die 
Ebenen des durch die Axe des Translationscomplexes bestimmten Bii- 
schels, sowie fiir die Punktreihe ihrer absoluten Polare werden die 
Charakteristiken unbestimmt. 

Zu anderen Specialfillen der Bewegung werden wir gelangen, 
wenn das fest bleibende Tetraéder unbestimmt wird, oder wenn gewisse 
Kanten desselben zusammenfallen. Es zeigt sich dies abhingig von 
dem Verhalten der Erzeugenden der Fundamentalfliiche bei der Trans- 
formation, und wir kénnen die verschiedenen hier méglichen Fille 
demnach schematisch durch die Zeichen 


[1,2], (1,1), [2,2], [ee, 1] 


darstellen, wenn [a, 6] bedeutet, dass « Erzeugende der einen und £ 
der andern Art bei der Transformation fest bleiben. Wir wollen diese 


*) Vgl. F. Klein: Nicht-Eukl. G., § 9., Math. Ann. IV. Fiir spec. Massb. 
zuerst gegeben von Joh. Bernoulli: De centro spontaneo rotationis; opera 
t. IV. 1742. 

**) Fiir spec, Massb. zuerst von d’Alembert: Traité de la précession des 
équinoxes. 1749. 

**%) Wie man sofort erkennt, wenn man in den Gleichungen (2) § 5. etwa 
a, = a, setzt. 
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Fille nun im Folgenden im Einzelnen durchgehen und dabei besonders 
auf das Verhalten der auftretenden Complexe achten. 

I. Es fallen 2 Erzeugende derselben Art zusammen, [1,2]; die 
beiden andern bleiben getrennt. Das Tetraéder reducirt sich auf 2 
Ebenen, von denen jede die doppelt ziihlende Erzeugende und eine der 
beiden anderen enthilt. Bei der Transformation geht also auch das 
so bestimmte Ebenenbiischel in sich tiber, und ich kann die Bewegung 
gleichzeitig als Rotation um die Axe dieses Bischels und als Trans- 
lation nach derselben auffassen. 

Lege ich das Coordinatentetraéder so, dass diese Axe die Schnitt- 
linie der Ebenen x, = 0, x, 0 wird, und in diesen die beiden an- 
deren fest bleibenden Erzeugenden durch ihren Schnitt bez. mit x, = 0, 
x“, =O bestimmt werden, so ist die Gleichung unserer Fundamental- 
fliiche von der Gestalt: 

(1) $2? = Ay3%, Hy > yy %, + Ay Hye, = 0, 
und die betreffende unendlich kleine Transformation kénnen wir in der 
Form annehmen: 
9 { da, = a,x,da dx, = (G2, + a, 2,) dd 
(2) | da, = a,x,da dx, == (a,%, + a,x,) dd. 
Soll dieselbe die Fliiche (1) in sich iiberfiihren, d. h. soll die Gleichung 
Ma,’ = az + daz 

bestehen (vgl. § 4.), so miissen die Coéfficienten der Gleichungen (2) 
der Bedingung 
(3) © My + yy G = 0 
geniigen. Die so bestimmte Transformation fiihrt aber auch jede 
Fliche des Biischels: 
(4) AygX, Ls + Ag, %yX, + WH, L, =O 
in sich iiber, wenn w ein Parameter ist, d. h. des Biischels von Fli- 
chen, deren gemeinsame Durchdringungscurve sich auf obige 3 Er- 
zeugende reducirt. Unter den letzteren zihlt eine doppelt, und in 
diese fallt auch das Axenpaar der beiden zugehérigen linearen Com- 
plexe zusammen; beide haben in Folge dessen eine specielle Congruenz 
gemein. In der That wird die Gleichung des Translationscomplexes: 
VF = Ay3 (0 — Oy) Dist (ys %g— Ging oF Ay (Oy Oy) Dyg + 4 (Hy — @) D4 =O 
und die des absolut conjugirten: 

Yo 2 ayy (% — %) Py = O- 
Man erkennt, dass die Leitlinien der so bestimmten Congruenz in die 
Gerade 2, = 0, x, == 0 zusammenfallen. 
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Die Gleichung des Charakteristikencomplexes wird in diesem Falle: 
(5) Oy M3 Diy" + (%, — &)* PDs, = 9, 
auch er wird also particularisirt, denn seine Singularitiitenfliiche be- 
steht nunmehr aus den beiden fest bleibenden Ebenen*). Die Gera- 
den des Complexes umhiillen natiirlich noch die projectivischen Schrau- 
benlinien, und ein Punkt dieser letzteren driickt sich jetzt in Function 
eines Parameters 4 aus durch die Gleichungen: 
6 f a= ce" OL, = e%*4 (Cc, + AC, a.) 
©) | oa, = ce? Ox, = e%* (cs + Acyas) , 
wo die c, damit die Curve auf einer bestimmten Fliche des Biischels 
(4) liegt, noch der Bedingung: 

Ay Cy Cy $F Ayy Cae, + WeyC, = O 
geniigen miissen. Verstehe ich also unter den ¢ die Coordinaten eines 
Punktes dieser Fliiche, so geben die Gleichungen (6) die durch ihn 
gehende Schraubenlinie. Alle diese Curven beriihren die Hauptaxe der 
Bewegung, da fiir 4 = — oo ’x, und w, verschwinden, wiihrend = einen 
endlichen Werth behiilt. : 

II. Es fallen die beiden Erzeugenden eines jeden Systems zusam- 
men, [1,1]. Alsdann fallen auch alle 4 Ebenen unseres Tetraéders 
in eine zusammen; diese mége durch x, =O gegeben sein, und die 
beiden in ihr liegenden Erzeugenden der Fundamentualfliiche durch ihre 
Schnittlinien mit den Ebenen 2, = 0 und 2, = 0. Die Gieichung 
dieser Fliiche erhiilt dann die Form: 

Az? = My, Hy" + 2 dy, 4H, + 2Gy3X, %,+ 2a,,%,,+ 2a, 7,4, =O, 
und die Transformationsgleichungen fiir eine unendlich kleine Bewegung, 
die jene Ebene fest liisst, werden: 

dx, = 0,%,dd 

Ady = (yyy + HH) da 

Ax, = (ey,%, + a, 45) dd 

A Hy = (Hy Ly Oy Hy Oy %y + 24) dd. 
Damit wieder die Gleichung 

Ma,’ = AzAax 

identisch erfillt ist, miissen die Transformationscoéfficienten folgenden 
Bedingungen geniigen: 


*) Nr. 18 in der Aufziihlung des Herrn Lie (Ueber partielle Differential- 
gleichungen und Complexe § 23.; Math. Ann. Bd. V) und Nr, 14 in der des Herrn 
Weiler im vorliegenden Bande der Math. Ann. 
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Woy Any P Og4 Mg, + Oy, Ay, = O 
(7) O34 Ago + Myo Gy, = 0 
4 M39 + G3, =O, 
und aus den beiden letzten Gleichungen folgt wieder: 
(8) Oy 4 O43 — Oy4 Oyo =O. 


Durch eine solche Transformation gehen auch alle Flichen des 
Biischels: 


(9) Ayn %y Hy PH Mg, Ly PF My yy Ly + Ay, XH, + wa,’ =O 
in sich tiber, d. h. alle, welche die Fundamentalfliiche lings der bei- 
den festen Erzeugenden beriihren. Eine solche Fliiche aber kénnen 
wir auffassen als Kugel, deren Centrum auf der Fundamentalfliche 
liegt, so dass dessen absolute Polarebene zur Tangentenebene wird, und 
somit kénnen wir die Bewegung als eine Rotation wm einen unendlich 
fernen Punkt betrachten; als solche wird sie in den riumlichen Vor- 
gingen eine gewisse Analogie mit der Bewegung parallel einer Ebene 
bei specieller Massbestimmung zeigen. 

Bei der Transformation bleiben aber auch alle Ebenen des Biischels: 
(10) Os Hy — Cy, Ws + wa, = 0 
fest und folglich auch ihre ebenen Schnitte mit den Fliichen des Bii- 
schels (9). Die Punkte des Raumes bewegen sich also in Ebenen, 
welche sich in einer Tangente der Fundamentalfliiche schneiden, und 
) jeder in seiner Ebene auf einem Kegelschnitte, welcher den uwnendlich 
fernen Kegelschnitt derselben vierpunktig beriihrt, d.h. auf einem Kreise 
mit wnendlich grossem Radius*). Fiir die Punkte der Tangentenebene 

der Fundamentalfliiche in dem gemeinsamen Beriihrungspunkte gehen 

die Curven in die Geraden des durch diesen Punkt bestimmten Strahl- 
A) biischels iiber, und in der That muss jede solche Gerade fest bleiben, 
| da dies fiir 3 Strahlen des Biischels der Fall ist: fiir die beiden Erzeu- 
genden der Fundamentalfliiche und die Axe des Ebenenbiischels (10). 

Wir kénnen demnach die Bewegung auch als Translation nach 
dieser leteteren oder als Rotation wm deren absolute Polare, die dann 
in demselben Punkte Tangente der Fliche ist, auffassen. Dem ent- 
sprechend zerfdlit auch der Complex der Charakteristiken in 2 specielle 
lineare Complexe, die einander absolut conjugirt sind: der eine wird 
, , gebildet von allen Linien, welche als Charakteristiken von Punkten 
i die Directrix der Translation schneiden, der andere von allen, welche 
als Charakteristiken von Ebenen die Rotationsaxe treffen. Fiir die Cha- 
rakteristik eines Punktes ist niimlich: 











*) Vgl. Klein: Ueber die sog. Nicht-Eukl. Geom, § 12., Math. Ann. IV, 
Mathematigche Annalen, VII 8 
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OPi2 = Hy, X,?» QDs = Hy, X,", 
und daher die Gleichung des einen Complexes: 

G31 Pyq — Oo Pig =O. 
Vermige der die Bewegung repriisentirenden Formeln ist ferner: 
dty = (@,, Uy, + Gy. u,) dd 
dug = (4 ;Us + @y,%,) dA, 









und also die Gleichung des anderen Complexes: 
045 Dig 1 Oyo Pry = 9, 
und diese geht, mit @,, multiplicirt, wegen (8) iiber in: 








G31 Dio + &y Py = 9, 
stellt also in der That die vierte harmonische Gerade zu der Axe des 
ersten Complexes und den beiden festen Erzeugenden der Fundamental- 
fliche dar. 

Ill. Alle Erzeugenden eines Systems bleiben fest, wnd zwei des 
andern, [co, 2]. Wir kénnen hier die in § 2. gegebene kanonische 
Form der Transformation beibehalten. Sind nimlich die Geraden 
“=, 4, =0 und 2, =0, x, =O die beiden festen Erzeugenden 
der einen Art, so haben wir nur die Bedingung hinzuzufiigen, dass 


jede Ebene der beiden Biischel 
a, + Ax, =0 
ws — Ax, = 0 ? 



























welche auf der Fliiche : 
4,2, + 2,2, = 0 


die Erzeugenden der andern Art ausschneiden, in sich iibergeht; d. h. 
wir miissen setzen: 





a, =a, und a = a. 





Fiir die Charakteristiken der Punkte und Ebenen ist jetzt gleich- 

zeitig : 
Pi. =O und p,, = 0, 

es giebt also nur noch 2-fach unendlich viele Linien. der Art; jede 
Gerade, welche der durch die beiden festen Erzeugenden bestimmten 
linearen Congruenz angehért, ist zugleich Charakteristik aller ihrer 
Punkte und aller durch sie gehenden Ebenen, d. h. jede Gerade dieser 
Congruenz wird bei der Bewegung in sich verschoben, wiihrend sich das 
durch sie bestimmte Ebenenbiischel um sie dreht, und zwar ist die Ver- 
schiebung immer gleich dieser Drehung. Denn es wird auch 





a,— a =a, —a 
4 1 3 2? 
d. h. 

v=e 
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und folglich auch nach § 9.: 


é=6, 


wo @ den Torsionswinkel der durch einen beliebigen Punkt gehenden 
projectivischen Schraubenlinie und ¢ das Bogenelement derselben in 
diesem Punkte bedeutete. Je mehr also diese beiden Gréssen bei einer 
Schraubenlinie sich demselben Werthe nihern, um so flacher wird die 
Windung derselben, bis sie, wenn ¢ = a, in eine Gerade iibergegangen 
ist, die man dann als eine nicht gekriimmte, aber tordirte Curve auf- 
zufassen hat. 

Die beiden einer unendlich kleinen Bewegung dieser Art zugehirigen 
linearen Complexe fallen hier in einen zusammen, dessen Gleichung wird: 
Pig + Pros = 9; 
er enthiilt alle Erzeugenden des fest bleibenden Systems der Funda- 
mentalfliche und ist sich selbst in Bezug auf diese polar conjugirt. 
Jeder Linie der erwihnten Congruenz entspricht in Bezug auf ihn 
und die Fliiche dieselbe Gerade, und man kann demnach die Bewegung 
des Raumes ersetzen durch eine unendlich kleine Verschiebung nach einer 

Geraden jener Congruenz*) und eine ihr gleiche Drehung um dieselbe. 
Es folgt aber auch, dass, sobald dies der Fall, d. h. e = v ‘st, 
die Bewegung immer von der hier betrachteten Art ist, denn wegen 


A, + a, = a; + ay 


ad, = a, und a4, = ay. 


aGrTrerw Ww 


folgt dann wieder: 





Hatten wir e = —v gesetzt, so wiirde die andere Schaar von 
Erzeugenden bei der Bewegung fest geblieben sein (§ 5.); durch die Wahl 
des Erzeugendensystems wird der Torsionssinn der Bewegung bestimmt. 
“ IV. Alle Evrzeugenden der einen Art bleiben fest, und die beiden 
fest bleibenden der andern Art fallen zusammen, [co, 1]. Die eine 
solche Bewegung darstellende Transformation erhalten wir aus der im 
\- Falle [1, 2] gegebenen, wie die vorige aus der allgemeinen Form. Es 
muss hier jede Ebene des Biischels: 
a, + Ax, =0 
le in sich iibergehen, also 
n qe = & 
r sein. Der Charakteristikencomplex (5) geht dadurch iiber in 
Py = 9; 


- da ich die Bewegung aber auch als Grenzfall von [oo, 2] -auffassen 
kann, so miissen die Charakteristiken der Punkte und Ebenen auch 





*) Mit Ausnahme der ihr angehérigen einen Schaar von Erzeugenden der 
Fundamentalfliche. 
g* 
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hier eine lineare Congruenz bilden; und in der That erhalte ich diese, 
da die Coordinaten p,, und p,, einer solehen Charakteristik hier durch 



































OPig = 43%, Hy OP yn = Hy XXq 
gegeben sind, und diese Geraden also auch dem Complexe angehdéren: 
(11) Gy Pig — M3 Dy = 0. 


Alle Punkte einer Geraden der Congruenz bleiben daher, wie im 
vorigen Falle bei der Bewegung auf dieser Geraden, alle durch sie 
gehenden Ebenen werden um sie gedreht. Der Complex (11) ist iden- 
tisch mit dem Complexe: 


Ayo Pyo + A373 = 9, 


welcher die Schaar der festen Erzeugenden enthilt, seine Gleichung 
fallt mit dieser wegen der Identitiit (3) zusammen. 

Die beiden letzten Arten der Bewegung, bei denen alle Punkte 
des Raumes auf Geraden fortschreiten, kénnen wir gewissermassen 
als Uebergang zu der gewodhnlichen Translationsbewegung auffassen, 
wihrend dieser Uebergang andererseits, insofern die letztere als Drehung 
um eine unendlich ferne Gerade zu betrachten ist, durch den Fall 
[1, 1] vermittelt wird. Ueberhaupt ist es fiir die Natur der allgemei- 
neren Massbestimmung charakteristisch, dass die Ueberginge gestalt- 
licher Gebilde zu specielleren Formen, wie sie durch ihr Verhiiltniss 
zu den unendlich fernen Elementen bedingt werden, reichhaltiger und 
mannigfacher sind, wihrend wir bei specieller Massbestimmuug melhrere, 
sonst verschiedene Schritte gleichzeitig ausfiihren. 


§ 11. 
Ueber Begriff und Mass der Kraft. 


Wenn wir den Begriff der Kraft fiir unsere allgemeine Massbe- 
stimmung genau feststellen wollen, kommt es darauf an, das ihm bei 
der gebriiuchlichen Vorstellung nur in Folge der speciellen Natur un- 
serer Massgeometrie Anhaftende von ihm zu trennen und so die Seiten 
des Kraftbegriffes zu kennzeichnen, welche unabhiingig davon be- 
stehen bleiben, eine Aufgabe, deren Lisung uns die bisher gewonne- 
nen Anschauungen iiber unendlich kleine Bewegungen ermdglichen 
werden. 

Wir stellen uns die Kriifte in der Regel geometrisch durch Strecken 
von endlicher Linge dar, welche an eine bestimmte Gerade gekniipft 
sind, auf ihr aber beliebig verschoben werden kénnen. Es ist dies 
besonders von Nutzen, um die Regeln fiir die Zusammensetzung der- 
selben durch einfache Constructionen veranschaulichen zu kénnen, zu- 
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mal, um der Theilung des Winkels von zwei convergirenden Kraft- 
richtungen in dem Satze vom Parallelogramme der Krifte einen ein- 
fachen Ausdruck zu geben; dieser bildet dann weiterhin, als Axiom 
an die Spitze gestellt, die Grundlage fiir die Lehren der Statik. Nach 
demselben Gesetze aber geschieht auch die Zusammensetzung unend- 
lich kleiner Rotationen um sich schneidende Axen, und es ist dadurch 
jene Analogie zwischen der Theorie der Kriifte und der der Elemen- 
tarrotationen begriindet, die schon in der Einleitung hervorgehoben 
wurde. 

Da nun alle auf Drehungen oder iiberhaupt auf Winkelrelationen 
beziiglichen Siitze bei unserer Verallgemeinerung der Massbestimmung 
wenig oder gar nicht geiindert werden, so bestimmen wir auch bei 
dieser die Resultante verschiedener Kriifte ebenso wie die verschiede- 
ner Elementarrotationen. Schneiden sich insbesondere die Directricen 
zweier Kriifte, d. h. die Geraden, nach denen sie wirken, so werden 
wir demnach den von ihnen gebildeten Winkel in demselben Verhiilt- 
nisse theilen, wie dies bei specieller Massbestimmung geschieht; denn 
diese Beziehung blieb ja auch fiir unendlich kleine Rotationen bestehen. 
Wir diirfen diese Theilung jedoch nicht mit Hiilfe der Construction 
des Parallelogramms ausfiihren; eine solche ist vielmehr nur noch fiir 
unendlich kleine Streckenelemente erlaubt. Demgemiiss werden wir 
uns eine Kraft geometrisch auch nur durch eine wnendlich kleine, thr 
proportionale und auf ihrer Directrix vom Angriffspunkte aus abge- 
tragene Strecke darstellen, die wieder, wie wir unten sehen werden, be- 
liebig auf der Directrix verschoben werden kann. Bei dieser Vorstel- 
lung stellen wir nunmehr obiges Princip der Analogie in folgender 
Form auch fiir unsere Betrachtungen als Grundsatz an die Spitze: 

Die Zusammensetzung der Kréfte geschicht nach denselben Gesetzen 
wie die der unendlich kleinen Rotationen. Die letzteren sind bei all- 
gemeiner Massbestimmung dieselben, wie die fiir unendlich kleine 
Translationen, was in der thatsichlich gegebenen Geometrie nicht der 
Fall ist; sondern in ihr besteht ein wesentlicher Unterschied, indem 
z. B. zwei Translationen nach beliebigen Geraden im Raume immer 
wieder eine neve Translation hervorrufen. Es liegt dies daran, dass 
bei einer solchen alle Punkte des Raumes sich gleichzeitig auf paral- 
lelen Geraden bewegen, und wir von diesen eine jede als Directrix der 
Bewegung betrachten kénnen. Dadurch steht die Translation dem 
Kriftepaare ebenso coordinirt gegeniiber, wie die unendlich kleine 
Rotation der einzelnen Kraft. In der That schliesst der Begriff des 
Kriftepaares gleich dem der Translation ein gewisses Mass der Beweg- 
lichkeit ein, indem die Ebene des Paares beliebig parallel zu sich 
selbst verschoben werden kann, ohne die Wirkung desselben zu in- 
dern. Denn diese besteht ja in dem Streben, eine Drehung um eine zu 
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dieser Ebene senkrechte Axe hervorzurufen, wobei jedoch keine aller 
dieser Parallellinien als Drehaxe vor den iibrigen ausgezeichnet ist. 
Bei allgemeiner Massbestimmung dagegen tritt ebenso eine bestimmte 
Directrix der Translation auf, wie eine Axe der Rotation, und dem- 
gemiiss werden wir auch den der Translation cocrdinirten Begriff des 
Kriiftepaares fallen lassen und dafiir den einer Dreh- oder Rotations- 
Kraft einfiihren, welcher nunmehr eine bestimmte Axe zukommt*); ihr 
gegeniiber werden wir die bei spec. Massbestimmung allein auftreten- 
den Krifte, welche nach einer Geraden wirken, als 7ranslationskriifte 
unterscheiden. Diese wirken auf einen Punkt ihrer Directrix; als An- 
griffsobject einer Drehkraft haben wir dagegen eine durch thre Axe 
gehende Ebene aufzufassen, die wir im Folgenden als Angriffsebenc**) 
bezeichnen werden. Eine Drehkraft steht einer Translationskraft dann 
ebenso dualistisch gegeniiber, wie eine Rotation einer Translation, und 
dem entsprechend gilt der Satz: Hine wm cine Axe wirkende Rotations- 
kraft ist identisch mit einer nach der absoluten Polare dieser Axe wir- 
kenden Translationskraft. 

In Folge dessen ist die Zusammensetzung fiir beide Arten von 
Kraften genau dieselbe, und wir kénnen unseren Fundamentalsatz 
nunmehr auch allgemeiner folgendermassen aussprechen : 

Rotations- und Translationskrafte setzen sich zusammen wie unend- 
lich kleine Translationen oder Rotationen. 


Ebenso wie die Translationskrifte durch Streckenelemente, werden 
wir uns die Rotationskrdfte durch ihnen proportionale, unendlich kleine, 
um thre Axen gemessene Winkel geometrisch darstellen; und diese geo- 
metrische Repriisentation giebt uns dann ein Mass fiir die Intensitét 
einer Kraft, sobald wir eine bestimmte Kraft als Einheit zu Grunde 
gelegt haben; diese Intensitiit selbst ist natiirlich stets eine endliche 


*) Vgl. Klein: Zur Mechanik starrer Kérper; Math. Ann. Bd. IV, p. 403. 

**) Fiir spec. Massb, fallt dieser Begriff durch die Unbestimmtheit der Axe 
des Kriftepaares vollkommen fort; ein solches wirkt nicht unmittelbar auf ein 
einzelnes Raumelement,iwie die einzelne Kraft auf einen Punkt, sondern kann 
nur in seiner Wirkung auf einen festen Kérper, oder wenigstens 2 mit einander 
fest verbundene Punkte gedacht werden. Mit Recht vermisst daher Hr. Diih- 
ring (Kritische Geschichte der allgemeinen Principien der Mechanik, Berlin 1873, 
p. 424 ff.) eine unmittelbar anschauliche, véllig klare Vorstellung von der Be- 
wegungswirkung eines Paares in dem Poinsot’schen Systeme; aber man darf 
bei der Beurtheilung desselben auch nicht vergessen, dass in der Begriindung und 
Veranschaulichung der Theorie der Kriiftepaare wegen des undualistischen Cha- 
rakters unserer Massbest. nicht mehr gefordert werden kann, als Poinsot und 
Mébius (Crelle’s J. Bd. VII, p. 205 und Statik I, Cap. 2) gegeben haben. Das 
Kriftepaar soll eben nur, soweit es méglich ist, den nothwendig fehlenden, an 
ein bestimmteres Object gebundenen Begriff der Drehkraft ersetzen. 
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Grésse und nur proportional jenen unendlich kleinen Winkeln und 
Strecken, gleichwie auch die Intensitét einer unendlich kleinen Be- 
wegung als eine endliche aufgefasst werden konnte, sobald eine be- 
stimmte Bewegung der Art als Einheit gewahlt war. 

Der weitere Ausbau der Theorie der Krifte geschieht nunmehr, 
indem wir unser Princip der Analogie weiter verfolgen. Demnach 
werden wir eine Kraft bestimmen durch die 6 Coordinaten (Pix resp. 
Qix) threr Directrix resp. Axe, welche wir dann als Coordinaten der 
Kraft*) bezeichnen, und denen wir absolute Werthe beilegen. Wir mes- 
sen die Intensitiét einer Translationskraft P durch ein auf ihr vom 
Angriftspunkte ~ aus abgetragenes Streckenelement, d. h. es ist (vgl. 


§ 9.): 


® 
2 rr 
PP == oF; 
rx 

und entsprechend messen wir die Intensitdt einer Rotationskraft Q 
durch einen um sie von der Angriffsebene « aus angetragenen unend- 
lich kleinen Winkel, d. h. es ist: 

Qe= aa" 4 ‘ 

a 
Dita 


Verschieben wir das betreffende Linienelement auf der Directrix, so 
geschieht dies durch eine Transformation der Fundamentalfliche in 
sich selbst; und gegen eine solche zeigt der Ausdruck fiir P einen 
absolut invarianten Charakter, also (da Analoges fiir @ gilt): 

Die Wirkung einer Kraft ist unabhiingig von der Lage thres An- 
griffspunktes auf der durch ihre Directrix gegebenen Punktrethe, resp. 
von der Lage ihrer Angriffsebene in dem durch thre Axe bestimmten 
Ebenenbiischel. 

Der Umstand, dass in obigen Ausdriicken fiir P und Q stets die 
Coordinaten des Angriffspunktes, resp. der Angriffsebene der Kraft 
vorkommen, zeigt, dass die Zusammensetzung der Krifte ihrer Grosse 
nach nur einfach lésbar ist, wenn ihre Directricen gegen einen 
Punkt convergiren, resp. ihre Axen in einer Ebene liegen. Dem 
entspricht das Verfahren von Poinsot, wenn er die allgemeine 
Zusammensetzung von Kraften erméglicht, indem er sie sich selbst 
parallel in denselben Angriffspunkt verlegt und die dadurch ent- 
standene Aenderung im Kraftsysteme durch Hinzufiigung von Krifte- 





*) Vgl. fiir spec. Massbest. Pliicker: Phil. Transact. 1866; Battaglini: 
Sulla composizione delle forze. Rendiconti della r. accademia delle scienze fis. e 
mat. di Napoli. Febr. 1869. Die bez. Arbeit von Cayley (On the six coordina- 
tes of a line. Cambridge Transactions, Vol. XL 1868) war mir nicht zuging- 
lich. — Ueber die Bedeutung der einzelnen Coordinaten vgl. § 13. 
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paaren wieder aufhebt. Die Einfachheit dieses Verfahrens beruht aber 
nur in dem groésseren Masse von Beweglichkeit, welches dem Begriffe 
eines Kriftepaares eigenthiimlich ist, indem es dadurch méglich wird, 
zu beliebig vielen, beliebig gegebenen Kriftepaaren stets ein resulti- 
rendes Paar zu finden. Es gelingt jedoch bei unseren oben angenom- 
menen Drehkriften*) ebensowenig, wie bei den thatsiichlich vorhande- 
nen Translationskriften, stets eine einzige resultirende Kraft anzu- 
geben, und deshalb kénnen wir die Methode von Poinsot in unseren 
folgenden Untersuchungen nicht anwenden. 


§ 12. 
Kraftsysteme. Theorie der Momente. 


Nachdem wir die Kriifte durch ihre Coordinaten definirt haben, 
kénnen wir unser Pincip der Analogie auch in folgender Gestalt aus- 
sprechen: 

Kriifte setzen sich zusammen, indem sich ihre Coordinaten addiren, 
wobei natiirlich nur Coordinaten gleichartiger Krifte mit einander 
vereinigt werden diirfen; und insbesondere haben wir: 

Krifte, welche an demselben Punkte (derselben Ebene) angreifen, 


*) Poinsot weist auf die Moéglichkeit hin, die Kraft nicht ,,als Ur- 
sache einer Translation, sondern als die einer Rotation“ aufzufassen und so die 
Statik in neuer Form aufzubauen (vgl. seine Théorie nouvelle de la rotation des 
corps, chap. I.), ahnlich wie es ihm gelungen war, von der Drehung als selb- 
stiindigem Begriffe ausgehend, die Theotie der Rotationen zuerst in einfacher 
Weise darzustellen. Die wirkliche Durchfiihrung dieses Gedaukens aber war nach 
den im Texte gegebenen Erérterungen nicht méglich; und aus diesem Grunde 
leiden auch die Betrachtungen Pliicker’s an einer gewissen Unklarheit (vgl. den 
Schluss der Abhandlung: On a new geometrie of space, Phil. Transact. 1865; 
Fundamental views regarding mechanics, ib. 1868; Neue Geometrie etc., Leipzig 
1868, 69, n. 25. Vgl. auch hieriiber Klein Math. Ann. Bd. IV, p. 403). Aus- 
gehend von Vorstellungen der neueren Geometrie, setzt er allenthalben vollkom- 
mene Dualitéit voraus und kommt so naturgemiiss zum Begriffe einer Drehkraft, 
die an einer Ebene angreift. Er zerstért diesen aber wieder, indem er eine 
solche Kraft mittelst einer Translationskraft, welche an einem Hebelarme mit 
festem Punkte wirkt, zu definiren sucht. Andererseits nihert er sich den Forde- 
rungen unserer allgemeinen Maasbest., indem er fiir Drehkriifte eine Massbest. 
voraussetzt, die auf den Kegel 


apy e= 
beziiglich ist, und so die Intensitiit derselben durch einen Ausdruck 
V (w— wy)? + (ev — 4)? + (w — w,)* 


misst, also in einer solchen Massbest. durch eine Winkelgrésse, wie auch wir es 
im Texte thaten. 
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haben eine durch diesen Punkt gehende (in dieser Ebene liegende) Resul- 
tante. Bei zwei Kriften P und P’ ist dieselbe gegeben durch: 


(1) 2 == P?+ P’?—2 PP’ cos (P, P’), 
* und es gilt die Relation: 
- @) sin (P, P’) __ sin (R, P) __ sin (P*, B)_ : 
be R bg P ‘ 
Diese Gleichungen gelten ebensowohl fiir Translations- wie fiir Ro- 
tationskrifte. — Sind die Directricen, resp. Axen der Kriifte beliebig 
im Raume vertheilt, so kénnen wir, indem wir eine Rotationskraft 
durch eine Translationskraft nach der absoluten Polare ihrer Axe er- 
setzen, alles auf Translationskrifte allein zuriickfiihren, und die Ad- 
dition ihrer Coordinaten ergiebt dann 6 Gréssen, welche wir als Coor- 
dinaten des Kraftsystems bezeichnen wollen, und die wir als Coordi- 
naten eines linearen Complexes auffassen kénnen. Das Kraftsystem 
ist dann dquivalent mit zwei Translationskraften, welche nach zwei in - 
Bezug auf den Complex conjugirten Geraden wirken, oder, was dasselbe 
ist, mit zwei Rotationskriften um zwei in Bezug auf den absolut con- 
jugirten Complex einander zugeordnete Gerade. Auf den letzteren linea- 
ren Complex werden wir unmittelbar gefiihrt, wenn das Kraftsystem 
durch lauter Rotationskriifte gegeben ist; wir werden ihn den dem 
Kraftsysteme zugehirigen Rotationscomplex und den andern den thm zu- 
gehorigen Translationscomplex*) nennen und wieder die Coordinaten 
des ersteren durch Q;,, die des letzteren durch P;, bezeichnen. Allen 
Kraftsystemen, deren Coordinaten sich nur um einen gemeinsamen 
Factor unterscheiden, gehéren hiernach dieselben linearen Complexe zu, 
Sind dieselben specielle, so ist das Kraftsystem ersetzbar durch eime ein- 
zelne Kraft. 
Da die Coordinaten eines Kraftsystems durch Addition der Coor- 
dinaten einzelner Kriifte gewonnen sind, so gilt auch der Satz: 
Kraftsysteme setzen sich zusammen, indem sich ihre Coordinaten 
addiren. 
Auch fiir die Gréssenverhiiltnisse zweier einem solchen Systeme 
iiquivalenter Kriifte gelten analoge Siitze, wie fiir unendlich kleine 
Bewegungen; also: Das Product des Momentes zweicr conjugirter Kraft- 
Directricen oder -Axen in die Intensititen der bez. Krdfte ist constant, 
und gleich dem Producte der um eine Hauptaxe des Complexes wirken- 
den Drehkraft in die nach ihr wirkenden Translationskraft, wenn man 





*) Bei spec. Masshest. kann natiirlich nur der letztere auftreten. — Insofern 
dieser dann zur Repriisentation des Kraftsystems dient, wird er auch als Dyname 
bezeichnet; vgl. Pliicker a. a. O. und Battaglini: Sulle diname in involuzione, 
Atti della r. accad. di Napoli, vol. IV, 1869. 
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diese beiden Krifte, was ja stets méglich ist, ebenfalls dem Systeme 
iiquivalent nimmt*). 


Je nach der Lage der den beiden linearen Complexen gemein- 
samen Hauptaxen haben wir ebensoviele speciclle Arten von Kraft- 
systemen zu unterscheiden, wie oben von unendlich kleinen Bewegungen 
(vgl. § 10.): die Hauptaxen kénnen in eine Erzeugende der Funda- 
mentalfliche zusammenfallen (Fall I), die Fliiche beide in demselben 
Punkte beriihren (11) (wo dann die Complexe specielle sind), oder end- 
lich unbestimmt werden (III und IV). Wiihrend wir also bei spec. 
Massbestimmung nur zwischen Kraft (resp. Kriiftepaar) und Kraft- 
system zu unterscheiden hatten, ist uns hier eine Reihe von Ueber- 
gangsfillen gegeben; iihnlich wie wir oben (§ 10.) die Fille {[1, 1], 
[oo, 2] und [oo, 1] als Uebergang zur gewohnlichen Translation auf- 
fassen konnten. Ein Beispiel fiir die Verwerthung solcher besonderer 
Kraftsysteme wird uns sogleich die Theorie der Momente bieten, welche 
gleichzeitig die statische Bedeutung der den beiden zugehérigen Com- 
plexen angehérenden Geraden erkennen lassen wird. 


Als Drehmoment einer Kraft in Bezug auf cine Axe definiren wir 
gewohnlich die Grésse, um welche die Kraft den Kérper, an dem sie 
angebracht ist, um die Axe, wenn diese festgehalten wird, zu drehen 
strebt. Vollkommen dualistisch entsprechend miissen wir nun auch 
ein Verschiebungsmoment ciner Kraft in Bezug auf einen Strahl ein- 
fiihren; dies driickt dann die Grésse aus, um welche die Kraft den 
bez. Kérper nach dem Strahle zu verschieben strebt, wenn er festge- 
halten wird. Das Verschiebungsmoment einer Translationskraft in 
Bezug auf eine Gerade tritt demnach an Stelle der Projection der 
Kraft auf diese bei specieller Massbestimmung. Um einen analyti- 
schen Ausdruck fiir die Grésse dieses Momentes zu gewinnen, fiihren 
wir zuniichst die entsprechenden Betrachtungen fiir unendlich kleine 
Bewegungen durch; von da ist es uns dann erlaubt, unmittelbar wie- 
der zu den Kriiften zuriickzukehren**), 


*) Fiir spec. Massbest. geg. von Chasles: Bulletin des sciences de Férus- 
sac, Sept. 1828, p. 187, und comptes rend, 1843. Vgl. auch Mébius: Crelle’s J. 
Bd, 1V, 1829. 


**) Ebenso hitten wir schon oben Verschiebungs- und Drehmomente von un- 
endlich kleinen Rotationen oder Translationen betrachten und alle die folgenden 
Siitze fiir diese aufstellen kénnen, wie es Mébius fiir spec. Massbest. gethan hat 
(vgl. Crelle’s J. Bd. XVIII, p. 189). Ich glaubte diese Begriffe aber besser erst 
hier bei den Kriften einfiihren zu sollen, um mich der gebriiuchlichen Darstel- 
lungsweise mdglichst anzuschliessen, Im Folgenden kiénnen wir nunmehr mit den 
absolut bestimmten Coordinaten eines linearen Complexes gleichmiissig den Be- 
griff eines Kraftsystems oder den einer unendlich kleinen Bewegung verbinden, 
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“aed Die Projection einer Translation auf eine Gerade x kann man bei 
specieller Massbestimmung folgendermassen definiren. Man ersetze 
in- die Translation durch zwei andere, von denen die eine (p’) parallel, 
ft- die andere senkrecht zu der gegebenen Geraden 2 geschieht. Dann 
en ist die fragliche Projection durch die Intensitiit der ersten Theil- + 
Ja- bewegung dargestellt. Diese Construction beruht wesentlich darauf, 3 
en dass man eine Translation angeben kann, welche die parallelen Linien 
id- p’ und = gleichzeitig in sich iibergehen lisst. Ebenso miissen wir 
ec. bei allgemeiner Massbestimmung die gegebene Translation P, um ; 
ft- eine der Projection entsprechende Function zu erhalten, in zwei Be- z 
er- wegungen zerlegen, der Art, dass die Directrix der einen gleichzeitig 
l], mit dem gegebenen Strahle a in sich verschoben werden kann, wiih- ; 
uf- rend die der anderen zu dieser senkrecht steht. Die beiden Directri- 
rer cen derselben miissen sich dann in einem Punkte der Directrix p der 
he gegebenen Translation schneiden. Eine Bewegung, welche zwei Gerade 
m- zugleich in sich verschiebt, ist nun aber nicht eine Translation, sondern “ 
eine solche Bewegung, wie sie im Falle [2,70] in § 10 *) behandelt wurde, : 
wee bei der also 2 Erzeugende der Fundamentalfiiiche ungeiindert bleiben, 
ii und welche durch eine Translation nach einer Geraden der durch die 9 
san 2 Erzeugenden bestimmten Congruenz und eine gieichzeitige Rotation : 
ch um diese ersetzt werden kann. Wir machen daher die folgende Con- 
a struction: der Strahl 2 schneidet die Fundamentalfliche in 2 Punkten; 
ie unter den 4 durch diese bestimmten Erzeugenden wiihlen wir 2 der- 3 
selben Schaar angehdrige aus**) und ziehen durch einen beliebigen***) 


Punkt der Directrix von P die Linie p’, welche jene beiden Erzeu- 
genden schneidet. Wir kénnen dann stets eine unendlich kleine Be- 
es wegung (mit den Coordinaten TT;,) von der Art [2, oo] angeben, 
welche die Linien p’ und a zugleich in sich iibergehen liisst. Die 
Torsion, welche dabei jede dieser Geraden in sich erleidet, brauchen 





ze wir nicht zu beriicksichtigen, da es uns hier nur auf die Bewegung 
der mit ihnen gleichbedeutenden Punktreihen in sich ankommt. Fi- 
gen wir der translatorischen Componente P’ dieser Bewegung TT eine : 
Translation nach einer zu p’ senkrechten Linie x’, welche in der Ebene 
s- von p und p’ liegt hinzu, so wird aus beiden wieder die Bewegung P 
resultiren. — Zerlegen wir daher umkehrt P in eine Translation P’ 
in- 
en ; *) Der Fall [1, oo] ist ein Specialfall hiervon und wiirde anwendbar sein, 
aut wenn die Directrix P die Fundamentalfliche beriihrt. 
rst *t) Wiirden wir die beiden anderen wiihlen, so wiirde das resultirende Ver- 
al. schiebungsmoment nur entgegengesetztes Vorzeichen erhalten, da die fest blei- s 
- bende Schaar von Erzeugenden den Sinn der Bewegung bestimmt. be 
e- 


***) Die Wirkung einer Translationskraft ist ja unabhingig von der Lage des 
Angriffspunktes auf der Directrix. 
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nach p’ und in eine andere nach z’, so stelit uns die Grésse P’ das ge- 
suchte Verschiebungsmoment dar; denn wir kénnen dieselbe als transla- 
torische Componente einer Bewegung TT von der Art [2,co] nach p’ und 
a auffassen. Die Intensitit von P’ folgt aus § 9. (7) und (8); sie wird: 


(1) P’ = P- cos (p,p’). 


Wenden wir nun fiir den Augenblick die in § 10. gegebene ka- 
nonische Form an, seien also die beiden ausgezeichneten Erzeugenden 


durch 
x,=0, z, =0 und z, = 0, x, = 0 


gegeben; die Linie p’ falle mit der Kante 2, = 0, 2,0 zusammen 
und ihre absolute Polare mit x, = 0, 2, =, so dass die Gleichungen 
gelten: 

P,,=9 


Hy=0, mM, =O. 


Hierdurch erhilt man dann: 


® 
f ’ »p* Pao 
cos (p, p’) = ————**¥ __. = ~ 
V Pp Ory V np 
®, 2 Dox , 
(2) cos (p, 7) = = =cos(p,p), 


V Op Onn V Pry 


d. h. Alle Geraden, welche dieselben beiden Erzeugenden desselben Sy- 
stems der Fundamentalfliche schneiden, haben gegen eine beliebige an- 
dere Gerade dieselbe Neigung. 

P’ ist nun aber zugleich ‘das gesuchte Verschiebungsmoment 
V (P, x), denn es ist die translatorische Componente, welche mit einer 
gleich grossen rotatorischen zusammen die Bewegung TT hervorbringt, 
welche x und p’ gleichzeitig in sich iiberfiihrt*), also: 


Op, 
—— 9 


V (P, x) = P - cos (P, p’) = “388 7a. 


wo 2 irgend einen Punkt auf p’ bedeutet**); da wir diese Grosse 
aber auch ebensowohl auf x messen kénnen, so ist wegen (2), wenn 
wir den Begriff der Bewegung wieder durch den der Kraft ersetzen, 


*) Aehnliches findet auch bei specieller Massbestimmung statt, denn die Pro- 
jection von P auf a wird erst tiquivalent mit der Componente von P nach p’, 
wenn man ein Kriiftepaar hinzufiigt. Es ist dieses aber nicht eine directe Spe- 
cialisirang des im Texte erwihnten Vorganges. 

**) Zuniichst wiirde der Schnittpunkt von p und p’ zu wihlen sein; dieser 
kann aber wieder beliebig auf p’ verschoben werden. Deutlicher werden wir 
diese Unabhingigkeit vom Angriffspunkte noch in § 13. erkennen. 











ye- 
la- 
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en 
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das gesuchte Verschiebungsmoment einer Translationskraft P nach einem 
Strahle x: 


(3) V (Es) Pith —"=.., 

























wo nun # einen Punkt der Geraden a bezeichnet. Offenbar ist V (P, 2) 
gleich dem Drehmomente der Kraft in Bezug auf die absolute Polare 
a’ der gegebenen Geraden, also wird wegen: 


Op, aa VA (P, 2’) 


Ve > > (vgl. § 1.) 
an 1 an 


5 
das Drehmoment einer Translationskraft P wm eine Axe x’*) gegeben 
durch: 

, Va a P, ’) 
(4) D(P, x)= “2, 

2... V Dn! 
wo « ein Punkt der absoluten Polare von 2’ ist. Das Drehmoment 
einer Translationskraft wm eine Axe ist also gleich dem geometrischen 
Momente derselben gegen die Directria der Kraft, multiplicirt mit der In- 
tensitdt der letzteren. Der Ausdruck (4) entspricht nach den Ausfih- 
rungen in § 1. auch vollkommen dem bei specieller Massbestimmung 
gebriiuchlichen. — Ganz analog werden die entsprechenden Grossen 
fiir eine Rotationskraft gebildet: es ist das Drehmoment ciner solchen 
um die Axe q: 
V4-o 

5 D(Q = ()- cos at 
(5) (@, @) te (Q, 9) 2%,” 
wo uw eine durch g gehende Ebene bedeutet, und das Verschiebungs- 
moment nach q: 


A: (Q, q) 
¢ SS —————— a * 
(6) V ( v; q) Q’ e V %,, 
Ist insbesondere die durch die Coordinaten Q;, dargestellte Kraft iden- 
tisch mit der durch die P;, gegebenen, d. h. ist: 


2 VA . Qik = (aj dy _ bj ax) = (a,b, —_ b, as) | 
so werden die Ausdriicke (3), (4) und (6), (5) respective einander 
gleich. 


Wenn mehrere Krifte gleichzeitig wirken, so addiren sich ihre 
Drehmomente in Bezug auf dieselbe Gerade nach der Definition der- 


*) Vgl. Battaglini: Sulla teorica dei momenti; Rendiconti, Mai 1869, wo 
die folgenden Siitze fiir die gewéhnliche Statik in homogenen Liniencoordinaten 
entwickelt sind. — An die hieraus folgende Bedeutung der Kraftcoordinaten lisst 
sich eine Definition der Liniencoordinaten kniipfen, vgl. Zeuthen: Note sur un 
systéme de coordonnées linéaires dans l'espace. Math. Ann, Bd. I. p. 432. 
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selben, und da sich die Coordinaten der Kriifte ebenfalls addiren, so 
kénnen wir den Ausdruck (4) als das Drehmoment eines Kraftsystems 
um eine Axe x’ auffassen, sobald wir unter den P;, nicht die Coordi- 
naten einer einzelnen Kraft, sondern die eines Kraftsystems verstehen *). 
Lassen wir diesen Ausdruck verschwinden, so haben wir den Satz: 


Das Drehmoment eines Kraft- Das Verschiebungsmoment eines 
systems verschwindet fiir alle Ge- | Kraftsystems verschwindet fiir alle 
raden des zugehbrigen Translations- | Geraden des zugehorigen Rotations- 
complexes **), | complexes. 


Es ist dies auch evident, da alle Geraden, welche 2 Directricen von 
Kriften, die das System ersetzen kénnen, schneiden, dem Translations- 
complexe angehdren, und 2 solche Krifte um diese Geraden kein Dreh- 
moment haben kénnen. 

Kennen wir das Moment des Systems P in Bezug auf eine Nor- 
male p’ zu einer Geraden p des Translationscomplexes, so kénnen wir 
daraus die Momente fiir alle Linien a des durch diese beiden bestimm- 
ten Strahlbiischels berechnen. 

Es ist niimlich: 

p 

(P,p)=0, %,,—0 

ON ix = pix + ADixk, 

also 

VA (P, p’ , , 
(6) D (P, x) = _4 (Pp _— (P, p’) + cos (x, p’) 

? V ry + 220 ? ? ? 
; Pp’ PP 

denn es ist: 





Ppp + ay boos te V Ppp 


a D..° ® - VY ® rr 
V Ppp Cnn V Ppp + PP», 


Von allen durch einen Punkt gehenden Geraden liegen nun die- 
jenigen, fiir welche das Moment verschwindet, in einer Ebene, und es 
ist also das Drehmoment des Kraftsystems fiir irgend eine durch den 
Punkt gehende Gerade gleich dem Momente in Bezug auf die Normale 
dieser Ebene in dem Punkte, multiplicirt mit dem Cosinus des Win- 
kels der Geraden gegen diese Normale; in Bezug auf letztere hat dem- 
nach das Moment des Systems den gréssten Werth gegeniiber den 
andern durch den Punkt gehenden Linien***). Diese Normalen bil- 


*) Wir gehen im Folgenden immer von Translationskriiften aus, und kiénnen 
dann die entsprechenden Siitze fiir Rotationskrifte ohne Beweis aussprechen. 
**) Fiir spec. Massbest. machte Mébius auf die Bedeutung dieses Complexes 
aufmerksam: Crelle’s J. Bd. X, p. 317. 1833. 
***) Vgl. fiir spec. Massbest. Poinsot: Mémoire sur la composition des mo- 
ments et des aires dans la mécanique, 1804, auch als Anhang zu den neueren 
Ausgaben der Eléments de statique; und Mébius: Statik, Th. I, p, 126 ff. 
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deten aber bei einer unendlich kleinen Bewegung den Complex der 
Charakteristiken; alle fiir die Charakteristiken gefundenen Siitze kén- 
nen wir demnach auf die Linien der Maximalmomente tibertragen. 
Wir haben somit: 

Jedem Punkte ist eine durch ihn gehende Gerade zugeordnet, fiir 
welche das Drehmoment des Kraftsystems grisser ist als fiir jede andere 
durch den Punkt gehende Gerade; und in jeder Ebene liegt eine Ge- 
rade, fiir welche das Verschiebungsmoment des Systems grésser ist, wie 
in Bezug auf jede andere in der Ebene liegende Gerade. Alle diese 
Linien bilden cinen Tetraédralcomplec, van dessen Fundamentaltetraéder 
2 Paare von gegeniiberliegenden Kanten auf der Fundamentalfliche 
liegen. Durch Uebertraguny der anderen Siitze wiirden wir z. B. er- 
halten: 

Die Punkte, fiir welche dic Geraden cines Complexkegels dieses Te- 
traédraleomplexes Linien grisster Drehmomente sind, licgen auf’ einer 
Raumeurve 3. Ordnung; lings ihr beriihrt der Kegel eine Fliche 3, 
Ordnung mit 4 Knotenpunkten, zu deren Punkten Linien grisster Dreh- 
momente gehiren, welche gleichzeitig Linien grodsster Verschicbungs- 
momente fiir die durch die Spitze des Kegels gehenden Ebenen sind. 

Das Product des Drehmomentes eines Kraftsystems in Bezug auf 
eine Gerade des Tetraédralcomplexes in das Verschiebungsmoment be- 
ziiglich derselben Geraden ist constant. U. s. w.*) 

Je nach der speciellen Natur des Kraftsystems, d. h. nach der 
Lage der zugehérigen linearen Complexe gegen die Fundamentalfliche 
wird auch der Complex der Linien grésster Momente einen speciellen 
Charakter zeigen, wie es fiir unendlich kleine Bewegungen in § 10. 
ausgefiihrt wurde. 


§$ 13. 
Intensitit eines Kraftsystems. Verallgemeinerung des Vorhergehenden. 


Wir haben nur fiir die Intensitiit einer einzelnen Kraft einen 
Ausdruck aufgestellt, entsprechend dem, wie er gewéhnlich in der 


*) Beim Uebergange zur spec. Massbest. bleiben die Siitze tiber die Linien 
grésster Drehmomente im Wesentlichen bestehen; die Linie des gréssten Ver- 
schiebungsmomentes in einer Ebene wird dagegen diejenige Gerade in ihr, fir 
welche die Projection des Kraftsystems, d. h, die Summe der Projectionen der 
einzelnen Krifte auf die Gerade, den gréssten Werth annimmt. Diese Projection 
wird dann: 


— XP + Y P13 + 2014 
V py? + Pas? + pa? 
wo die p;, wie in § 1. bestimmt sind. Fiir die Linien der gréssten Projectionen 
gelten daun analoge Siitze, wie fiir die Charakteristiken von Ebenen bei unend- 


lich kleinen Bewegungen, 


. 
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Statik auftritt; in ihm war der Nenner von dem Angriffspunkte resp. 
der Angriffsebene der Kraft abhingig, und dieser Umstand erschwerte 
wiederholt den Gang unserer Untersuchungen, wihrend wir anderer- 
seits erkannten, dass dieser Punkt noch beliebig auf der Directrix der 
Kraft verschoben, resp. die Ebene beliebig um ihre Axe gedreht wer- 
den kann. Eine schon oben (§ 9.) bei der Berechnung der Gréssen 
é und  gemachte Bemerkung wird uns nunmehr dazu dienen, die 
Intensitiit allein in ihrer Abhiingigkeit von den Coordinaten der Kraft 
darzustellen. Indem wir dann diese von einander unabhingig anneh- 
men, d.h. sie als die Coordinaten eines Kraftsystems ansehen, ergeben 
sich unter Anwendung der in § 1. eingefiilrten Begriffe der gegen- 
seitigen Neigung von linearen Complexen hieraus weitere Verallgemei- 
nerungen. Wir gehen zuniichst von unendlich kleinen Bewegungen aus. 

In dem Ausdrucke fiir ¢ trat im Nenner die linke Seite des der 
Bewegung zugeordneten Translationscomplexes auf, wenn wir in Q,, 
die x als Function der Coordinaten der zugehérigen Charakteristik ein- 
setzen. Um die dabei etwa auftretenden Factoren deutlich zu erkennen, 
leiten wir das Resultat in einer andern kanonischen Form ab, schla- 
gen dabei aber den umgekehrten Weg ein. Es sei 


= a;x2 = 0 
die Gleichung der Fundamentalfliiche, oder in Liniencoordinaten 
Laapi =O, 


so dass zwischen den Coordinaten P, Q der Bewegung die Gleichungen 
bestehen: 


(1) VA Pag == ay Us Qap ? 
wo nach § 4.: 
(2) Qiz = J (Bri — Bix) = (Qe: — ajax), 


unter den «;, die Coéfficienten der die unendlich kleine Transformation 
darstellenden Gleichungen verstanden. Zwischen diesen bestehen dann 
die Bedingungsgleichungen: 
{ 0 = Bri + Bix = A; Qj, + Ap hy 

ay 2 Bre J ° 


Wenden wir nun die Substitution*) 


(3) 


2 M pix = 4;dx, — LAX; = (a 2 Oxy — Ly; LG; r) di 


*) In ¢ waren die p;, absolut bestimmt angenommen, da sie zur Messung 
eines Streckenelementes dienten ; letzteres ist aber gleich dem Verschiebungsmomente 
von P in Bezug auf p; es ist deshalb im Texte der Proportionalitiitsfactor so ge- 


(vgl. § 4.) auftritt. 


wihlt, dass rechts der Factor J = 2M 
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auf die Gleichung des Translationscomplexes: 
(P, p) =0 

an, so findet man unter Beriicksichtigung der Gleichungen (1), (2), 
(3) in der That, dass die Coefficienten von 2; a, verschwinden, wiih- 
rend die von 2;* proportional zu den a; werden. Es wird z. B. der 
Coefficient von «#,: 

a,- J? 

VA 


oder wegen (2) und (3): 


lg Gy (Ay C3 )— Ay jy) — Ce Ay (Uy Oyj —Ay @ yy) — Cy My (4 €5y— Gyles), ? 


ay 
+ (Q, Q). 
Wir haben demnach: 


4 VO (P, p) = Qex + (Q, Y) - 


Der Ausdruck fiir die Grésse der Verschiebung eines Punktes & 
auf seiner Charakteristik » wird daher 


V Pop 


é= — 
4VA (P, p) 


(Q; @) - 


Verschwindet hier (Q, Q), so besteht die Bewegung in einer Rotation 
um eine Axe mit den Coordinaten Q;,, alsdann gehdért aber die Linie 
p nach § 10. dem ‘'Translationscomplexe an, auch (P, p) verschwindet 
identisch, und ¢ behilt einen endlichen Werth. Besteht die Bewe- 
gung dagegen in einer Translation, deren Directrix p ist, so werden 
die p;, zu den P;, proportional; ferner ist (§ 4.): 


(P, P) = (Q, Q) =0, 


und folglich haben wir fiir die Intensitdt ciner unendlich klemen Trans- 

lation mit den Coordinaten P;;,, also auch fiir die ciner Translations- 
kraft mit denselben Coordinaten: 

_ Ve 

4VA 


? 
und ebenso fiir die Intensitit einer Rotationskraft: 


i V Pag 
D am 
4VA 


? 


wo Y= P wird, wenn die @;; und P;, den Gleichungen (7) in § 4. 
geniigen. Beide Ausdriicke sind unabhingig von dem Angriffspunkte 
bez. von der Angriffsebene, und beide sind absolut invariant gegen 
eine Transformation der Fundamentalfliiche in sich. 


Mit Hilfe derselben kénnen wir unsere friiheren Untersuchungen 
Mathematische Annalen, VII, 9 
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leicht umformen; wir erhalten die gewonnenen Resultate aber in noch 
allgemeinerer Form, wenn wir nunmehr auch als Jntensitit eines Kraft- 
systems mit den Coordinaten P;, resp. Qix den Ausdruck: 


(4) pa Ee ") 

4VA 4VA 
definiren; und in der That ist dieser zu-der in § 4. benutzten Grisse 
J proportional. 


Fiir die Grésse einer unendlich kleinen Bewegung erschienen uns 
oben die Ausdriicke e und v besonders charakteristisch, d. h. die 
Grésse der Verschiebung einer Hauptaxe der Bewegung in sich und 
die der Drehung des Raumes um sie; zu diesen Gréssen steht in der 
That auch die durch (4) als Intensitit definirte Function in enger Be- 
ziehung. Sind niimlich p;, und 2;, die Coordinaten der beiden Haupt- 
axen, so dass 

@ Has == } (aybs — by ay) X (aby — diag) pir 3 


so kénnen wir diesen Groéssen derartig absolute Werthe beilegen, dass sie 
die Coordinaten zweier einzelnen Translationskrifte bedeuten, welche 
mit dem gegebenen System iiquivalent sind, d. h. dass: 


Pi = pik + mx. 
Setzen wir diese Werthe in (4) ein, so erhalten wir wegen 


®, n= 0 
die Relation: 
® o 


D R? = —P. BR ws ot Ly? 
) : aVk * uVA dal 





es ist also das Quadrat der Intensitit eines Kraftsystems gleich der 
Summe der Quadrate der beiden mit thm dquivalenten, nach den Haupt- 
axen, resp. um sie wirkenden Krifte (vgl. eme Anmerkung zu § 9.). 
Betrachten wir hier e als die Grésse der nach » wirkenden Trans- 
lationskraft, so ist v die der um p wirkenden Drehkraft, also eine Win- 
kelgrésse, und beide sind nur bei unserer allgemeinen Massbestimmung 
direct mit einander vergleichbar, wiihrend sie bei specieller Massbe- 
stimmung einen wesentlich verschiedenen Charakter tragen. In der 


*) Ein Kraftsystem hat also keine Intensitiit, wenn sein Translationscomplex 
mit dem absolut conjugirten, d. h. mit dem Rotationscomplexe in Involution liegt, 
denn die Bedingung hierfiir ist eben: 

Opp=0. 
Wir behalten im Texte den Factor {1 bei, damit diese Definition mit unserer 
obigen fiir eine einzelne Kraft villig tibereinstimmt. 
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That miissen wir hier die Gréssen e und v trennen und nur die eine 
(v) als Intensitiit bezeichnen, so dass allen Systemen mit demselben 
dieselbe Intensitit zukommt. Die Grésse e wird niimlich beim Ueber- 
gange von allgemeiner zu specieller Massbestimmung im Vergleiche 
zu v unendlich klein. Es findet dieser Umstand auch seinen Aus- 
druck in der Form, in welcher die Gleichung des imaginiren Ku- 
gelkreises auftritt; denn diese hat zur Folge, dass man durch Ein- 
setzen der Coordinaten des Kraftsystems in sie einen von den nach 
den Coordinatenaxen wirkenden Kraftcomponentén allein abhiingigen 
Ausdruck : 
R= X?+ Y?4+7 


erhiilt, wiihrend die Drehmomente L, M, N um die Axen darin nicht 
verwerthet sind. Es lassen sich deshalb auch die folgenden Erorte- 
rungen nicht unmittelbar auf unsere specielle Massbestimmung iiber- 
tragen (wenigstens wiirde dazu eine Umsetzung derselben erforderlich 
sein), wiihrend sie geeignet sind, die allgemeine Gestaltung mecha- 
nischer Probleme bei der von uns concipirten Massgeometrie zu kenn- 
zeichnen. 


Mit Einfiihrung obiger Function R haben wir das Kraftsystem 
ebenso als einheitliches Ganze hingestellt, wie bisher eine einzelne 
Kraft; wir werden dadurch genéthigt, auch den jenes darstellenden 
linearen Complex ebenso als Raumelement aufzufassen, wie die Gerade, 
an welche der Begriff der Kraft gekniipft ist. Demgemiiss werden wir 
die Beziehungen des Systems zu den zugehérigen oder anderen linea- 
ren Complexen ebenso untersuchen, wie oben die einer Kraft zu ihrer 
Axe, resp. Directrix, oder zu anderen Geraden. 


Wir stellen zu dem Zwecke zuniichst nach Analogie des Vorher- 
gehenden die folgenden Definitionen auf, deren Bedeutung sogleich 
hervortreten wird: . 


Als Verschichungsmoment cines Kraftsystems in Bezug auf cinen 
linearen Complex P’ bezeichnen wir das Product der Intensitdt des Sy- 
stems in den Cosinus der Neigung des gegebenen Complexes gegen den 
dem Kraftsysteme zugehirigen Translationscomplex oder in das Moment 
desselben gegen den zugchirigen Rotationscomplex, a. h. es ist: 

(6) V(2,P')= Bias an *Qix Pi, : 
4V AY Opp 4/Opp 

Reciprok entsprechend sei das Drehmoment eines Kraftsystems in 
Bezug auf cinen linearen Complex gleich der Intensitit multiplicirt in 
das Moment des Translationscomplexes gegen denselben oder in den Co- 
sinus der Neigung des Rotationscomplexes gegen ihn; a. h. es ist 
9# 
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1 x 2%0a . 
’ z Y 
(7) th 5. 32... ae. 
4 Opp 4VO VY Ppp 


Sind hier die Pj, Coordinaten einer einzelnen Geraden, so gehen 
die Ausdriicke (6), (7) in die entsprechenden in § 12. iiber. Lassen 
wir in diesem Falle alle Coordinaten P/, bis auf eime verschwinden, 
so wird das Verschiebungsmoment des Systems in Bezug auf die Kante 


zy Ve —— 0 ; Xx = 0 
des Coordinatentetraéders : 
_ Q, n) 
— ? 
4 V %, ayy — a5 


wo die «, B, y, 0 die Werthe 1, 2, 3, 4 in eyklischer Vertauschung 
annehmen kénnen; und das Drehmoment in Bezug auf dieselbe Kante 
wird 
= Pap 

4 V4, ayy — ay 


Die Coordinaten eines Kraftsystems sind also bis auf gewisse con- 
stante Factoren als Coordinaten des Rotationscomplexes die Verschic- 
bungsmomente nach den Kanten des Coordinatentetraéders, als solche 
des Translationscomplexes gleich den Drehmomenten um diese Kanten, 
eine Definition, welche ebenso fiir unendlich kleine Bewegungen gilt 
(vgl. § 4.). 

Die Gleichungen (6) und (7) ergeben nun sofort die Siitze: 

Es giebt vierfach unendlich viele Es giebt vierfach unendlich viele 
lineare Complexe, in Bezug auf wel-  lineare Complexe, in Bezug auf wel- 
che das Drehmoment cines Kraft- | che das Verschiebungsmoment eines 
systems versghwindet ; dieselben lie- | Kraftsystems verschwindet; diesel- 
gen in Involution mit dem Trans- | ben liegen in Involution mit dem 
lationscomplexe des Systems, d. h. | Rotationscomplexe des Systems, d. h. 
sind normal zum Lotationscom- sind normal zum Translationscom- 
plexe. plexe. 

Von der mechanischen Bedeutung der hier eingefiihrten Ausdriicke 
kénnen wir uns eine Vorstellung machen, wenn wir von den Haupt- 
axen des betreffenden Complexes P’ ausgehen. Sind niimlich p;, und 
x‘ die Coordinaten dieser beiden Axen, so dass wieder 


OMe s = 4 (Abs — by ae) X (aby — bax) pix, 


so kénnen wir die Coordinaten des Complexes mittelst derselben aus- 
driicken durch die Gleichungen: 


Pi = pix + AM; 
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und es wird: 


(8) VP, P)= 


py + 2OP ra 
$YAY yy F2210%y 2 FRE 5 
Beriicksichtigen wir ferner die Relationen (vgl. § 1.): 
Dyn = 0 o9p, = A (Pp) 
CP V_g7 = AD,,, 0 (p', 7) = Dp», 


so erhalten wir fiir Neigung und Moment des Complexes gegen seine 
Hauptaxen die Werthe: 


, , , *y 1 
cos (P’, p’) = cos (P’, x’) = Via vE 
M (P’,p') = M (Px) —_ 24 _. 
M (P’, py’) = M (P’, x’) VitFE 
Hieraus folgt aber: 
(9) cos* (P’, p’) + M? (P’, p’) = 1, 


d. h.: Das geometrische Moment eines linearen Complexes gegen cine 
seiner Hauptaxen ist gleich dem Sinus seiner Neigung gegen dicse Axe. 
Wenden wir diese Gleichung auf (8) an, so wird endlich: 


; ®;,,. 1 (P, py’) iVAa 
10) V(P,P)= = ce : 
sl 4h: Oy Vea 1 er V1i+ 2A 
= V (P,p’) cos (P’, p’) + D(P, p+) sin (P’, p’)*), 


also: Das Verschiecbungsmoment eines Kraftsystems in Bezug auf einen 
linearen Complex ist gleich dem Verschiebungsmomente nach einer Haupt- 
axe desselben multiplicirt in den Cosinus der Neigung derselben gegen den 
betreffenden Complex, vermehrt um das Product des Drehmomentes wm 
diese Axe in den Sinus jener Neigung; ein Satz, den man unter Be- 
nutzung der auf die Fundamentalfliiche gegriindeten Polaritiit noch in 
verschiedenen anderen Formen aussprechen kann. Reciprokes gilt fiir 
die Drehmomente; es ist: 


(11) D(B, P’) = D(B,p’) cos (Pp) + V (Pp) sin (P,p’)« 


*) Das Verschwinden dieses Ausdruckes giebt eine lineare Gleichung in 1; 
es giebt also bei gegebenem Hauptaxenpaare (wie iiberhaupt in einer zweigliedri- 
gen Gruppe) nur einen linearen Complex, welcher mit einem bestimmten anderen 
in Involution liegt. — Indem man auf beiden Seiten der Gleichung durch V Ppp 
dividirt, erhilt man cos (P, P’) ausgedriickt durch Neigung und Moment der 
Hauptaxen (p und p’) gegen einander und gegen thre zugehdrigen Complexe; es ist: 

cos (P, P’) = cos (P, p’) cos (P’, p’) + M(P, p’) sin (P’, p’), 
wo nun weiter: 
cos (P, p’) = cos (p, p’) cos (P, p) + M (p, p’) sin (P, p). 
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Fiir alle Complexe mit demselben Hauptaxenpaare sind also diese 
Momente nur durch Neigung, resp. Moment des Complexes gegen die 
Axen bestimmt. Gehért die Axe p’ insbesondere dem Translations- 
complexe an, so verschwindet D(P, p’); das Verschiebungsmoment in 
Bezug auf den Complex wird gleich dem in Bezug auf diese Hauptaxe, 
multiplicirt in cos (P’, p’); und es folgt: 

V(P, PY + D(P, PY = V(P, py = D(P, x)’, 
d. h.: In Bezug auf alle Complexe mit gemeinsamem Axenpaare ist, 
wenn eine der Hauptaxen dem Translations- (resp. Rotations-)Complexe 
angehirt, die Summe der Quadrate von Verschiebungs- und Drehmoment 
gleich dem Quadrate des Verschiebungs- (resp. Dreh-)Moments in Bezug 
auf diese Aze. 

Besonders ausgezeichnet sind diejenigen linearen Complexe, in 
Bezug auf welche Verschiebungs- und Drehmoment gleichzeitig ver- 
schwinden; die Gleichungen (10) und (11) zeigen, dass die Hauptaxen 
derselben diejenigen des Kraftsystems treffen, denn cos (P’,p’) und 
sin (P’,p’) kénnen im Allgemeinen nicht verschwinden*); es muss also 
gleichzeitig sein 

V (P,p) =0 und D(P, py’) = 0, 
d. h. p’ der durch die beiden dem System zugehérigen Complexe be- 
stimmten Congruenz angehoren. In iihnlicher Weise lassen sich auch 
andere Siitze iiber die Momente iibertragen; so ergeben die Gleichungen 
(6) in § 12, z. B.: 

Kennt man das Drehmoment eines Kraftsystems in Bezug auf 
einen linearen Complex, welcher normal zu einem mit dem Translations- 
complexe in Involution liegenden Complexe ist, so kann man daraus 
das Moment fiir jeden Complex der durch diese beiden bestimmten 
zweigliedrigen Gruppe berechnen. — 

Bilden wir insbesondere noch die Momente des Systems in Bezug 
auf den zugehérigen Translations- und Rotationscomplex, so erhalten 
wir: Das Verschiebungsmoment cines Kraftsystems in Bezug auf seinen 
Translationscomplez ist gleich der Intensitit des Systems; das Drechmoment 
in Bezug auf denselben Complex ist gleich dem Momente des Complexes 
in Bezug auf sich selbst, multiplicirt in die Intensitdt des Systems. 

Fiir die Zusammensetzung verschiedener Kraftsysteme, die ja durch 
Addition der Coordinaten geschieht, gelten in Bezug auf die Intensitdt 
des resultirenden Systems nunmehr iihnliche Siitze, wie fiir einzelne 
convergirende Kriifte; es ist dieselbe z. B. fiir das aus zwei Systemen 
P’ und P” regsultirende System bestimmt durch 





*) Dies kiénnte nur eintreten, wenn p’ dem Complexe PI” selbst angehiérte, 
d. h. mit der andern Axe z’ in eine Erzeugende der Fundamentalfliiche zusammen- 
fiele (vgl. den Fall [1, 00] in § 10.). 
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R? = P'? + P"2+2P' P” cs (P, P’), 


und zwar ist diese Gleichung unabhiingig von der gegenseitigen Lage 
der Complexe P und P’, wihrend die entsprechende Gleichung nur 
fiir sich schneidende Gerade bewiesen war. 

Das System J ist geometrisch vollstindig bestimmt, wenn wir 
die Lage seiner Hauptaxen kennen, da es dann nur noch einen Com- 
plex giebt, welcher der durch die Complexe P/, und P/, bestimmten 
zWweigliedrigen Gruppe angehért; wir werden daher zuniichst den Ort 
der Hauptaxen aller Complexe dieser Gruppe bestimmen. Die Coor- 
dinaten P;, eines solchen kénnen wir, wenn p;,, pi, die der Directricen 
der betreffenden Congruenz sind, in der Form darstellen: 


(12) 0 Pi. = pix + Api. 

Sind ferner p;, und 2;;, die Coordinaten der Hauptaxen des Complexes 
P, so ist auch 

(13) OP = Dir + UM, 

wo zwischen den p;, und z;, wieder obige Gleichungen bestehen; aus 
diesen beiden Gleichungen haben wir @, w und 4 zu eliminiren, zu 
welchem Zwecke wir das Coordinatensystem passend wihlen. Ks gilt 
nimlich der Satz: 

In jeder Congruenz einer zweigliedrigen Gruppe von linearen Com- 
plexen giebt es zwei bestimmte einander absolut conjugirte Gerade, ,,das 
Axenpaar der Congruenz“, welche von den Hauptaxen stimmtlicher Com- 
plexe der Gruppe getroffen werden*). 

Die vier Linien der Hauptaxenpaare von irgend zwei Complexen 
der Gruppe bestimmen niimlich zwei gemeinsame Transversalen, welche 
einander absolut conjugirt sind, da sie je zwei in dieser Beziehung 
stehende Gerade schneiden, und welche der Congruenz angehéren, da 
cine jede zwei in Bezug auf den einen und zwei in Bezug anf den 
andern Complex conjugirte Gerade trifft. Als Linien der Congruenz 
werden sie aber auch von den Directricen derselben geschnitten, und 
als einander absolut conjugirte Gerade von den absoluten Polaren der 
letzteren. Da diese beiden Linien also nur von den Directricen der 
Congruenz abhiingen, so ist unser Satz bewiesen, und das Azen- 
paar einer linearen Congruenz besteht aus den gemeinschaftlichen Trans- 
versalen der Directricen und der absoluten Polaren derselben. Sei nun 
dies Axenpaar gegeben durch die Kanten 


“,=0, x, =0 und a, = 0, 2; = 0 
des Coordinatentetraeders, dessen iibrige Kanten auf der Fundamental- 


fiche liegen mégen, so ist fiir alle Complexe der Gruppe: 


*) Vgl. fiir spec. Massbest. Pliicker: Neue Geometrie etc. n. 54 und 58. 
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Pi, =9, P,, =0, 
und fiir alle ihre Hauptaxen: 
(14) Py =O, Pox = 0. 


Ist ferner wieder 

LX, + Xx; = O 
die Gleichung der Fundamentalfliche, so bestehen zwischen den Coor- 
dinaten zweier absoluter Polaren die Gleichungen: 


OP14 = %3 OP\3 = M13 OPPs, = — Faq 
OPr3 = By OPs2 = F 42 CPi. = — 2) 
und unter Beriicksichtigung dieser Relationen ergiebt die Elimination 
von @, w, A aus (12) und (13) die Bedingun 
Pi2 9 Di Pry 
(15) , Pi3 Pry Pis —0 
I Pye Pyo Pr 
Ps, 9 Dy Psi” | 
Die Hauptaxen gehéren also noch einem Complexe zweiten Grades 
an; dieser ist sich selbst absolut conjugirt, was darin seinen Grund 
hat, dass jedes Hauptaxenpaar aus zwei absoluten Polaren besteht, und 
die beiden Linien des Axenpaares sind Doppellinien*) desselben. Da 
die Hauptaxen gleichzeitig der durch (14) bestimmten Congruenz an- 
gehdren, so miissen sie eine windschiefe Fliche 4. Ordnung bilden; ihre 
Gleichung ergiebt sich, wenn wir in (15) 


ao: 
> 


OPix = LiYe.— YirXx 
setzen, wo dann wegen (14) «,, 7, zu y,, y, und «,, &; Zu ¥,, Y, pro- 
portional sind. Die Gleichung wird somit: 
| %%. 0 Pye Di” 
| QO &, Hy Pys Dis 
| Oy yy Pir” 
| Ht, O Dy Poy” 
sie stellt in der That eine geradlinige Fliiche 4. Orduung mit 2 Doppel- 
geraden**) dar; die letzteren bilden gleichzeitig das Axenpaar der 


*) Vgl. Pliicker: Neue Geometrie n. 300 und 313; und A. Weiler: Ueber 
die verschiedenen Gattungen der Complexe zweiten Grades, Sitzungsberichte der 
physikalisch-medicinischen Societiit zu Erlangen, 1873. 

**) Gattung XI nach der Eintheilung von Cremona: Sulle superficie gobbe 
di quarto grado, Memorie dell’ Accad. di Bologna, t. VIII, serie 2, — Fiir spec. 
Massbestimmung zerfilit diese Fliiche in die unendlich ferne Ebene und in eine 
windschiefe Fliiche 3. Ordnung; vgl. Pliicker: Neue Geometrie, n. 86. Herr 
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Congruenz; und die Fiiiche wird umhiillt von den absoluten Polarebe- 
nen ihrer Punkte. Durch diese Reciprocitiit entspricht jeder auf ihr 
liegenden Linie eine zweite; beide fallen insbesondere zusammen fiir 
die vier Erzeugenden, welche sie mit der Fundamentalfliiche gemein 
hat; es giebt daher in. einer zweigliedrigen Gruppe von linearen Com- 
plexen vier, welchen Bewegungen, bez. Kraftsysteme von der Art [1, 2} 
entsprechen (vgl. §. 10.). 

Wollte man bei specieller Masshestimmung entsprechende Sitze 
aufstellen, so miisste man den Ausdruck 


R=yX?+ Y?*+2? 
fiir die Intensitiit eines Kraftsystems zu Grunde legen. Das Verschie- 
bungsmoment in Bezug auf einen Complex mit den Coordinaten 
=,H,Z,A,M,N wiirde alsdann 
XS+YUtZES 
V=?+H?4 2? . 
also dasselbe fiir alle Complexe mit derselben Hauptaxe und gleich der 
Projection von R auf diese Axe. Das Drehmoment in Bezug auf den 
Complex wiirde 


, XA+ YM+ ZN+ LE+4 MH+4 NZ 
’ V=?+H?+ 2? 

=1R {Asin p+ (K+ K’ cos gf *), 
d. h. gleich dem Drehmomente von FR um die Hauptaxe des Com- 
plexes vermehrt um das Product der Projection von 2? auf dieselbe in 
die Summe der Parameter beider Complexe. 


§ 14. 


Bedingungen des Gleichgewichtes. Princip der virtuellen Geschwindig- 
keiten. 


Aus der Definition des Momentes erhellt unmittelbar, dass, wenn 
Gleichgewicht Statt finden soll, sowohl das Drehmoment des Kraft- 
systems in Bezug auf jede beliebige Axe, als auch das Verschiebungs- 
moment desselben in Bezug auf jeden beliebigen Strahl verschwinden 
muss, und dass diese Bedingungen gleichzeitig nothwendig und hin- 
reichend sind. Sie werden aber dargestellt (wegen (3) und (4) in 


Ball benutzt die letztere zur Construction der Axe einer aus zwei gegebenen 
resultirenden Schraubenbewegung: The theorie of screws, Transactions of the KR. 
Irish Acad., vol. XXV, 1872, p. 157. Es findet sich hier auch die Abbildung 
eines Modells der Fliche, welche er mit dem Namen Cylindroid belegt. 

*) Es ist hier A die kiirzeste Entfernung der beiden Axen, @ ihre gegenseitige 
Neigung; K und K’ bedeuten die Parameter beider Complexe (vgl. § 1.). 
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§ 12.) durch die fiir specielle Massbestimmung bekannten 6 Glei- 


chungen: 

P,, = 0 Py = 0 P,,=0 
() P;, =0 Py, =0 P,, =0, 
oder, was dasselbe ist, durch die Gleichungen: 


C2 = 9 13 = 0 Q4=9 
Q3, = 0 Q,. = 0 Q., = 0. 


Zu einem allgemeineren Ausdrucke dieser Gleichgewichtsbedingun- 
gen, dem Principe der virtuellen Geschwindigkeiten, gelangen wir 
durch Betrachtung der Elementararbeit, welche eine Kraft bei einer 
unendlich kleinen Bewegung leistet, d. h. des Productes einer Trans- 
lationskraft in das Versehiebungsmoment der Bewegung nach ihrer 
Directrix, resp. einer Rotationskraft in das Drehmoment der Bewegung 
um ihre Axe. Sind niimlich P;, die Coordinaten einer einzelnen Trans- 
lationskraft P, TT,;, die einer unendlich kleinen Verschiebung ihres 
Angriffspunktes 2, so ist das Verschiebungsmoment der Bewegung TT 
nach der Directrix der Kraft P: 

V (P, 1) =TT - cos (P, TT), 
und also die bei der Verschiebung von der Kraft geleistete Arbeit: 
A= P-TI- cos(P, TT). 

Wirken mehrere Krifte P’, P”,----, gleichzeitig an einem festen 
Kérper, und sind TT’, TT” --+ bez. die Verschiebungen ihrer Agriffs- 
punkte, so muss die Summe aller von den Kriften bei den beziiglichen 
Bewegungen geleisteten Arbeiten rerschwinden, wenn das System von 
Kriiften im Gleichgewichte sein soll, und zwar muss dies der Fall sein, 
wie auch die Verschiebungen TT gewiahlt sein mogen; d. h. die Be- 
dingungen des Gleichgewichtes (1) lassen sich in die cine Gleichung 
(3 ZT11- P- cos (1, P) = 0 


zusammenfassen, wenn man unter den TT virtuelle Verschiebungen ver- 
steht, und diese Gleichung stellt dann das Princip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten (zunichst nur fiir frei bewegliche, starre Korper) dar. 
Die Ueberlegungen, welche eine solche Darstellung der Gleichgewichts- 
bedingungen als berechtigt erscheinen lassen, sind unabhingig von 
der Natur unserer thatsiichlich gegebenen Massgeometrie und brauchen 
daher hier nicht wiederholt zu werden, es kommt mir hier vielmehr 
nur darauf an, unter Annahme des Princips die verschiedenen analy- 
tischen Formen aufzustellen, in denen es bei unserer allgemeinen 
Massbestimmung auftritt. 
Unsere Gleichung (3) stimmt aber auch mit der gebriiuchlichen 


=Pdp=0 


(2) 











— 
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vollkommen iiberein, denn es wird fiir diese eben V(P, 11) = dp, 
gleich der Projection der Bewegung auf die Richtung der Kraft. — 
Ganz iihnliche Erérterungen gelten fiir Rotationskriifte, und wir kén- 
nen das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten nun in den folgen- 
den beiden iiquivalenten Formen aussprechen : 


Zum Gleichgewichte von Trans-| Zum Gleichgewichte von Rota- 
lationskriiften an einem unverdnder- | tionskrdften an cinem unverdnder- 
lichen, frei beweglichen Punkt- | lichen, frei beweglichen Ebenen- 
systeme ist nothig und hinreichend, | systeme ist nothig und hinreichend, 
dass fiir jeden virtuellen Bewegungs- | dass fiir jeden virtuellen Bewegungs- 
zustand die Summe der Krdfte, jede | zustand die Summe der Kréfte, jede 
multiplicirt mit dem Verschicbungs- | mutltiplicirt in das Drehmoment der 
momente der Verschiebung thres | Drehung ihrer Angriffsebene in Be- 
Angriffspunktes nach der Directria | zug auf die Axe der Kraft, ver- 
der Kraft, verschwinde. schivinde. 


| 


| 
| 
| 
| 
| 
| 


Die von einem Kraftsysteme bei einer unendlich kleinen Bewegung 
geleistete Arbeit kénnen wir noch in einer anderen Form schreiben, 
welche uns die Analogie zwischen Kriiften und unendlich kleinen Trans- 
lationen oder Rotationen als eine dualistische erkennen lassen wird. 
Zu dem Zwecke gehen wir zuniichst von rechtwinkligen Coordinaten 
aus, d. h. wir wihlen ein Polartetraéder in Bezug auf die Fundamen- 
talfliiche zum Coordinatentetraéder. Die Gleichung dieser Fliche sei 
also durch 

ey %* + HH,” + Oa? + &, x? = 0 
gegeben; dann ist sie in Liniencoordinaten dargestellt durch: 


s 3 om 
Lac, p?,=O0. 


Sind nun LP, resp. Q;, die Coordinaten eines Kraftsystems, Pi, resp. 
(i, die einer unendlich kleinen Bewegung, wo sich die P, P’ auf den 
zugehorigen ‘Translations-, die Q, Q’ auf den zugehdrigen Rotations- 
complex beziehen, so ist nach (7) § 13. das Drehmoment des Kraft- 
systems in Bezug auf die Kante a, = 0, 2, = 0. 


—. = : 
4 Verge, 
und das der unendlich kleinen Bewegung in Bezug auf dieselbe Kante: 
aa 
4 Vac, 


“ 


Also wird die von der um diese Geraden wirkenden Componente des 
Systems geleistete Arbeit 


Paes Puli d 


~~ 16 eg a3 ? 
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ebenso driicken sich die von den andern Componenten geleisteten Ar- 
beiten aus, und es wird daher die Gesammtarbeit*) 
et 
164 


A 


1 “ 
= 6A > a; 0; PP, = 
und dies ist ein invarianter Ausdruck. Gehen wir nunmelhr wieder zu 
einem allgemeinen Coordinatentetraéder zuriick, so wird daher auch hier 
® pp. 1 


(4) A = z= 


a a® 4»), 
~ 164 #£S8A 


ap- Pin. 
OP ix 
Nach § 1. und § 4. ist aber 
Ppp = VAZP xO =VAZ PCL § 
und daher kémnen wir die von dem Kraftsysteme P bei der unendlich 
kleinen Bewegung P’ geleistete Arbeit auch in folgenden beiden Formen 


schreiben: 
1 





(5) A= BQ Pir, 
= 1 . ‘ 
*) aa) / thdaiaaha 


und endlich erhalten wir, wegen 
Dpp. = De q: 

noch eine vierte Form fiir dieselbe, niimlich 
Ah ®D EV v Q; 
= —*. = - ' Mk» 

16VA 32 Va CQ; %. 
Wo Mgq aus Dpp eutsteht, indem man Qe; statt P,5 setzt. Die Ver- 
gleichung dieser Ausdriicke mit den in § 13. aufgestellten ergiebt dann: 


QQ’ 1 


(7) 


Die bei einer unendlich kleinen Bewegung von cinem Kraftsysteme 
geleistete Arbeit ist gleich der Intensitiit der Bewegung multiplicirt in 
das Verschiebungsmoment des Systems in Bezug auf den der Bewegung 
zugeordneten Translationscomplex, oder in das Drehmoment des Systems 
in Bezug auf den der Bewegung zugeordneten Rotationscomplex**); ein 
Satz, den man auch in anderer Form aussprechen kann, wenn man 
die Worte: Kraftsystem und unendlich kleine Bewegung vertauscht. 


*) Da namlich eine jede Kante normal zu den iibrigen ist, so versechwindet 
die von der um sie wirkenden Krafteomponente bei den Drehmomenten der Be- 
wegung um die anderen Kanten geleistete Arbeit; deshalb wurden auch recht 
winklige Coordinaten gewihlt 

**) Dies Letztere wiirde auch noch fiir spec. Massbest. gelten, wenn man den 
am Schlusse von § 13. aufgestellten Ausdruck als Drehmoment des Systems be- 
trachtet und die Intensitiit der Bewegung 

=VE?+H?42? 


setzt. 
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Ist nun das Kraftsystem im Gleichgewichte, so muss die Grdésse 
A verschwinden, sobald die Bewegung als virtuelle gedacht wird, und 
wir erhalten alsdann in den Gleichungen (4), (5), (6), (7) vier verschie- 
dene, gleich berechtigte Ausdriicke fiir das Princip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten, aus denen sofort wieder die Gleichungen (1) und (2 
folgen. Von besonderem Interesse sind hier jedoch die Gleichungen 
(5) und (6), sie sagen niimlich durch ihr Verschwinden aus: 

Fiir eine gegebene unendlich kleine Bewegung giebt es vierfach wn- 
endlich viele Kraftsysteme, welche bei Eintritt derselben keine Arbeit 
leisten*). Den letzteren sind dann diejenigen vierfach unendlich vielen 
linearen Complexe als Translationscomplexe zugeordnet, welche mit dem 
Rotationscomplexe der gegebenen Bewegung in Involution liegen**), und 
als Rotationscomplexe dicjenigen vierfach unendlich vielen linearen Com- 
plexe, welche mit dem Translationscomplexe der Bewegung in Involution 
liegen. 

Durch diese Verhiltnisse ist nun dic Analogic zwischen unendlich 
kleinen Bewegungen und Kraftsystemen als cine dualistische gekenn- 
zeichnet; wir kénnen diese Dualitiit folgendermassen aussprechen: 

Durch eine homogene lineare Gleichung zwischen den Coordinaten 
cines Kraftsystems ist cine unendlich kleme Bewegung dargestellt, und 
zwar stehen sich dabei die Rotations- und Translationscoordinaten beider 
kreuzweise gegeniiber. (Bei specieller Massbestimmung existiren, wenn 
man von Kriiftepaaren und Translationen absieht, nur noch die Trans- 
lations-Coordinaten der Krifte.und die Rotations-Coordinaten der Be- 
wegung.) Aehnliche Bemerkungen gelten natiirlich auch, wenn man 
umgekehrt ein Kraftsystem als gegeben annimmt und die vierfach un- 
endlich vielen unendlich kleinen Bewegungen betrachtet, bei deren Ein- 
tritt das Kraftsystem keine Arbeit leistet***). 

Ist das betrachtete Punkt- resp. Ebenen-System nicht frei, so treten 
gewisse Bedingungsgleichungen hinzu, und man wird das Prineip der 
virtuellen Geschwindigkeiten ebenso, wie in der gewdhnlichen Me- 
chanik, auch auf diese Fiille ausdehnen; es wird aber dafiir ebenso- 
wenig ein strenger Beweis erbracht werden kénnen7). Ist das gegebene 
Punkt- oder Ebenen-System nicht unveriinderlich, so hat man noch 
die negative virtuelle Arbeit der innern Kriifte der der iiussern hinzu- 


*) Diejenigen als identisch betrachtet, deren Coordinaten sich nur hinsicht- 
lich ihrer absoluten Werthe unterscheiden. 
**) Soweit gilt der Satz auch fiir spec. Massbest. und wurde fiir diese von 
Herrn Klein gegeben: Math. Annalen, Bd. IV, p. 413. 
*#*) Es wiirde sich so fiir spec. Massbest. ein Princip der virtuellen Rotationen 
ergeben, wie es Chasles aufgestellt hat: Apercu historique, note 34. 
+) Vgl. Jakobi: Vorlesungen iiber Dynamik, p. 15. 
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zuftigen; es wiirde jedoch iiber den Zweck der vorliegenden Arbeit 
hinausgehen, wenn wir diese Verhiiltnisse hier im Einzelnen niiher be- 
sprechen wollten. 

Es mége nur noch angedeutet werden, wie die Untersuchungen 
von Mébius*) iiber die gegenseitige Lage von Linien, wenn sich 
Kriifte sollen angeben lassen, die, nach ihnen wirkend, im Gleich- 
gewichte sind, sich durch unsere liniengeometrische Betrachtungsweise 
auf das Einfachste erledigen. Es seien z. B. drei Kraftsysteme mit 
den Coordinaten Pi,, Pi, Pi gegeben; man soll ein viertes (P;,) be- 
stimmen, das mit ihnen im Gleichgewichte ist; d. h. es sollen die 
6 Gleichungen bestehen : 


Pix + Pix + Pi + Pi =0- 
Denken wir uns die P;, als Coordinaten des zugehérigen Translations- 


complexes; alsdann kénnen wir immer einen Complex mit den Coor- 
dinaten TT;, bestimmen, so dass 
(P’, 1) =0, (P", 1) =0, (P”, 1) =90; 
dann ist aber auch wegen der gestellten Bedingungsgleichungen 
(P, 1) =0; 

also: Soll ein Kraftsystem mit drei anderen im Gleichgewichte sein, so 
muss jeder lineare Complex,-welcher mit den fiir diese 3 Systeme 
charakteristischen Complexen in Involution liegt, auch mit dem zum 
vierten Systeme gehdrigen in Involution liegen, oder, was dasselbe ist, 
die vier linearen Complexe miissen dic eine Schaar von Erzeugenden 
einer Fliiche 2. Ordnung mit einander gemein haben. Sind 3 einzelne 
Kriifte gegeben, so erhalten wir daraus den Satz: 

Halten sich vier Kriifte das Gleichgewicht, so gehiren ihre Diree- 
tricen derselben Schaar von Erzeugenden einer Fliiche 2. Ordnung an. 

Analog ergeben sich die folgenden Siitze**) : 

Sollen 5 Kraftsysteme im Gleichgewichte sein, so miissen die zu- 
gechirigen linearen Complexe dieselben zwei Geraden gemein haben. 

Sollen 6 Kraftsysteme im Gleichgewichte sein, so miissen die zu- 
gehirigen linearen Complexe mit demselben  siebenten Complexe in In- 
volution liegen. 

Sind die Kraftsysteme durch einzelne Kriifte ersetzbar, so haben wir: 

Halten sich 5 Kréfte das Gleichgewicht, so werden ihre Directricen 
von denselben 2 Geraden geschnitten. 


*) Mébius: Lehrbuch der Statik, Th. I, p. 181 ff. 

**) Ganz analoge Siitze gelten natiirlich, wenn man von den Kotations- 
complexen ausgeht; sowie auch fiir unendlich kleine Bewegungen, die sich gegen- 
seitig aufheben. Vel. fiir spec. Massbest.: Ball, the theory of screws, 'l'ransac- 
tions of the R. Irish academy, vol, XXV, 1872, p. 183. 
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Halten sich 6 Kvriifte das Gleichgewicht, so gehiren ihre Directricen 
demselben linearen Complexe an*). 

Sind dagegen 6 Kraftsysteme gegeben, so liisst sich stets ein 
siebentes finden, das mit ihnen im Gleichgewichte ist, vorausgesetzt, 
dass keines der 6 Systeme aus einigen unter ihnen resultirt, ein Satz, 
der einem oben iiber unendlich kleine Bewegungen gegebenen ent- 
spricht (vgl. § 4.)**). 


Erlangen, im Juli 1873. 


*) Vgl. fiir spec. Massbest. Sylvester: Sur l’involution des lignes droites 
dans l’espace considerées comme des axes de rotation. Comptes rend, t. 52, 1861, 
p. 741; Cayley: Note relative aux droites en involution de M. Sylvester, ib. p. 
1039 und Chasles: Sur les six droites, qui peuvent ¢tre les directions de six 
forces en équilibre, ib. p. 1094. 

**) Dieser Satz wurde oben durch eine allgemeinere Coordinatenbestimmung 
gewonnen, welche wir nunmehr so aussprechen kénnen, dass statt der Momente 
der Bewegung resp, des Kraftsystems in Bezug auf die Kanten eines Tetraeders 
die in Bezug auf sechs lineare Complexe als Coordinaten angenommen werden. 
Kine solche Coordinatenbestimmung wiirde im Wesentlichen mit derjenigen iiber- 
einstimmen, welche Herr Ball einer brieflichen Mittheilung zufolge benutzt. 











Nachschrift. 


Erst nach Vollendung dieses Aufsatzes wurde ich mit den gleich- 
zeitigen Arbeiten des Herrn Ball bekannt, welche, an die Voraus- 
setzungen der speciellen Massbestimmung ankniipfend, sich auf iihn- 
liche Verallgemeinerungen statischer Sitze beziehen, wie ich sie in 
§ 13. und 14. angedeutet habe. Ich konnte daher nur noch einzelne 
auf sie beziigliche Bemerkungen hinzufiigen. Diese Verallgemeinerungen 
beruhen im Wesentlichen darauf, dass man statt der geraden Linie 
den linearen Complex als Raumelement zu Grunde legt, sei es; dass 
man mit ihm zuniichst die geometrische Vorstellung eines Liniengebil- 
des, oder direct die mechanische einer unendlich kleinen Bewegung, 
resp. eines Kraftsystems verbindet. Vgl. eine Mittheilung des Herrn 
Ball in den Proceedings of the R. Society, No. 145, 1873. Ausfiihr- 
licher soll dieselbe demniichst in den Phil. Transactions der R. Society 
erscheinen. 


Erlangen, im Novémber 1873. 























Ueber die verschiedenen Gattungen der Complexe zweiten 
Grades. 


Von Apo.r WetLer in Srira bei Ziiricn. 


Bei einem Complex sind die zugehérige Singularitiitenfliiche und 
die Congruenz seiner singuliren Linien von ganz besonderem Interesse. 
Bekanntlich sind fiir die Complexe zweiten Grades beide von der vier- 
ten Ordnung und vierten Classe. 

Der allgemeinste Complex zweiten Grades, sowie eine Reihe von 
Ausartungen desselben, sind bereits eingehend untersucht. Hin be- 
kanntes Beispiel ist der Tetraédral-Complex, dessen Gerade ein Tetra- 
eder unter einem bestimmten Doppelverhiiltniss schneiden. Als Punkt- 
gebilde besteht seine Singularitiitenfliche aus den vier Tetraéderebenen, 
als Ebenengebilde aus den vier Tetraéderecken. Die Congruenz der 
singuliiren Linien hat sich aufgelést in eine Congruenz vierter Ordnung, 
nullter Classe und in eine nullter Ordnung, vierter Classe. Erstere 
umfasst alle durch die Tetraéderecken gehenden Geraden; letztere be- 
steht aus allen Geraden in den Tetraéderebenen. 

Eine Reihe anderweitiger Complexe zweiten Grades betrachtet Lie 
gelegentlich seiner Untersuchung iiber die Abbildung des linearen Com- 
plexes auf den Punktraum (diese Annalen Bd. V. 8. 233); es sind alle 
diejenigen, welche in einer bestimmten Gleichungsform mit 17 Con- 
stanten enthalten sind; ihre Singularitiitenflichen sind Linienflichen. 

Bis jetzt indess sind diese specielleren Complexe noch nicht syste- 
matisch untersucht worden, wie diess im Folgenden geschehen soll. 
Indem ich von der Discussion der allgemeinsten Gleichung ausgehe, bei 
der im Ganzen 58 verschiedene Fille zu unterscheiden sind, erhalte 
ich eine allmahliche und doch iibersichtliche Abstufung. 

Die meisten Fliichen, die als Singularititenflichen auftreten, sind 
allgemein bekannt. In vielen Fiillen ist aber ihr Verhalten als Ord- 
nungsfliche, Classenfliche und Brennfliiche der singuliren Linien sehr 
interessant. 

Die Grundlagen und Hiilfsmittel der Arbeit finden sich im ersten 
Theil eingehend auseinandergesetzt. Ich wende mich sodann (II — XII) 


Mathematische Annalen. VII. 10 














146 Avorr Werer. 


zur niiheren Betrachtung der einzelnen Fiille in der Reihenfolge, wie 
sie sich aus dem im ersten Theile entwickelten algebraischen Kinthei- 
lungsprincipe ergeben. Sodann gebe ich noch im letzten Theile (XIII.) 
neben einigen allgemeinen Siitzen tabellarische Zusammenstellungen der 
Complexe nach verschiedenen Gesichtspunkten. Die eine, welche nach 
den auftretenden Singularitatenflichen ordnet, ist besonders eingehend 
ausgefiihrt. 
I. 


Grundlage der Arbeit, insbesondere die Eintheilung der Complexe. 


Allgemeine Uebersicht, 


In der Pliicker-Cayley’schen Coordinatenbestimmung der Raum- 
gerade wird diese als die Verbindungslinie zweier ihrer Punkte, resp. 
als die Schnittlinie zweier durch sie gehender Ebenen aufgefasst. 
Wenn in homogenen Coordinaten y,: y.:43:y, und 2, : 2:25: % 
zwei Punkte darstellen, so werden der durch sie bestimmten Geraden 
die folgenden sechs (homogenen) Coordinaten ertheilt: 


Pio = Yi 22 — Yo4%1> Pig = Vi %3 — U3". Pry = Vi 2% — Wa » 
P34 = Y3%s — Ya%35 = Pao = Yg2%2 — Yo%y, = Pog = Yo%3 — Yo - 


Der folgende Ausdruck: 


P= Py + Psy + Piz * Pao + Prs* Pos 
ist identisch Null, wenn fiir die p die oben stehenden Werthe ein- 
gefiihrt werden. 

Diese Coordinatenbestimmung hietet oft grosse Vortheile, doch 
tritt in ihr nicht hervor, dass die Gerade als Raumelement angesehen 
wird. Das letztere erreichen wir sofort, wenn wir von den Gleichungen 
ganz abseheu, welche die p mit den Punktcoordinaten verbinden. In 
diesem Falle ertheilen wir der Geraden sechs solche Gréssen p, welche 
die Gleichung P =O erfiillen, als Coordinaten. — Das Gebiet der 
Gréssen p ist ein fiinffach unendliches, die Bedingungsgleichung P = 0 
sondert aus demselben eine (quadratische) vierfach unendliche Mannig- 
faltigkeit aus, die geometrisch durch die Gesammtheit der Raumgeraden 
dargestellt ist. 

Ein Complex wird dann bestimmt durch eine weitere (zu P = 0 
hinzutretende) Gleichung in den p: 

Q=0. 
Er besteht aus dreifach unendlich vielen Geraden. 

Ist nun Q in den p insbesondere vom zweiten Grad, so nennen 
wir den dadurch definirten Complex ebenfalls vom zweiten Grad. Da 
dieser der Gegenstand unserer Untersuchung ist, so haben wir zuniichst 
von zwei simultanen homogenen und quadratischen Gleichungen P = 0, 
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Q==0 zwischen sechs Variabeln auszugehen. Da wir uns durchaus 
auf projectivischem Standpunkt befinden, so diirfen wir die Coordinaten 
p beliebig so linear transformiren, dass die Form P in ein Multiplum 
ihrer selbst tibergeht. Denn in seiner Inauguraldissertation*), ferner- 
hin auch im zweiten Band dieser Annalen (S. 203 u. f.) hat Klein 
gezeigt, dass eine solche Transformation einer Collineation resp. einer 
dualistischen Umformung des Raumes entspricht (und umgekehrt). 
Wird diese Transformation auf alle méglichen Formen P, 2 angewandt 
gedacht, so ergiebt sich eine natiirliche Eintheilung der Complexe. 
Wir werden weiter unten hierauf zuriickkommen und merken uns einst- 
weilen nur, dass Klein die Discussion der in der allgeméinen Glei- 
chung 2 =O enthaltenen Complexe auf ein algebraisches Problem 
zuriickgefiihrt hat: Es sollen zwei Formen zweiten Grades, homogen in 
sechs Variabeln, gleichzeitig auf eine kanonische Form gebracht werden. 
Dieses Problem ist fiir den allgemeinsten Fall schon sehr frihe gelést, 
zuerst wohl von Jacobi (im 2. Band von Crelle’s Journal). Durch 
lineare Transformation bringt derselbe beide Formen auf rein quadra- 
tische; die Méglichkeit dessen setzt aber eben den allgemeinsten Fall 
voraus. 

Sylvester™) geht von zwei beliebigen quadratischen Formen aus 
und betrachtet mit ihnen die Lagenbeziehungen der damit zusammen- 
hingenden Orte zweiten Grades. Eine Determinantenbetrachtung fiLrt 
ihn zu einer evschépfenden Eintheilung, bei beliebiger Zahl von Vari- 
abeln. In dem allgemeinsten Fall hat man die von Jacobi ent- 
wickelte kanonische Form; in den speciellen Fallen gewinnt er sie da- 
durch geometrisch, dass er das Coordinatensystem passend wahlt; fiir 
das biniire, terniire und quaternire Gebiet giebt er alle an. Fiir mehr 
Dimensionen giebt er nur noch die Anzahl der mdglichen Fille; die- 
selbe ist indess nur noch bei fiinf Dimensionen richtig, bei mehr 
Dimensionen ist sie zu klein***), — Die Ableitung der kanonischen 
Formen in diesen Fiillen wiire wohl nach seiner Methode nicht einfach. 

Weierstrass;) lést das Problem in voller Allgemeinheit. Er 
geht von zwei bilinearen Formen mit » Variabeln aus und giebt fiir 
alle Fiille die kanonische Form. Die Gesetze wendet er dann auf die 
quadratischen Formen an. Er fiihrt die Determinantenbetrachtungen 
von Sylvester weiter durch. 


*) ,,Ueber die Transformation der aligemeinen Gleichung zweiten Grades 
zwischen Liniencoordinaten auf eine kanonische Form.“ Bonn, 1868. 
**) Phil, magazine 1851 pag. 119, 295, 415 
***) Vrgl. a. a. O. pag. 139. Auch Liiroth hat in einer Arbeit, die wir noch 
weiter nennen werden (S. 153), einen Fall nicht aufgezihlt. 
+) Berliner Monatsberichte 1858, 1868. 
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Klein erértert in seiner Inauguraldissertation, unter Zusammen- 
fassung der Hauptresultate, insbesondere den Fall von sechs homoge- 
nen Variabeln und verwerthet ihn fiir die Eintheilung der Complexe 
zweiten Grades. Er betrachtet sodann ausfiihrlicher den allgemein- 
sten Fall. 

Bevor wir niher auf diese Eintheilung eingehen, sei noch Etwas 
erwihnt, was den geometrischen Vorgang der Transformation an- 
betrifft. — Unser altes Coordinatensystem, in der Coordinatenbestim- 
mung der »p, besteht aus den sechs speciellen Complexen p = 0, deren 
Directricen die Kanten eines ,,Fundamental-Tetraeders“ bilden. Da 
eine lineare Verbindung von speciellen linearen Complexen aber in der 
Regel einen allgemeinen linearen erzeugt, so wird nach der Coordinaten- 
transformation das Coordinatensystem aus sechs linearen Complexen 
bestehen, die nicht ausschliesslich specielle sein werden. Diese sechs 
Complexe, welche das Coordinatensystem bilden, wollen wir mit Klein 
die ,,Fundamentalcomplexe“ nennen*). 


Ueber die Transformation und die Eintheilung. 


Werden die neuen Variabeln mit «,, «,, --- 2, bezeichnet, so 
seien die Formen P und Q in die folgenden iibergegangen: 


1 = DARL: , Q, = bi Ly ) 
(wo aj, = ay;, bi, = b,; sein moge). Die Determinante von 2, + 4 P,: 


Dy + Ady +++ + Dye + Ady, 

A=| : lai 
Dey Ades + + + + Deg + Adee | 

ist es nun, auf die es ankommt; sie ist eine Invariante des betreffen- 


den Complexes. A ist eine ganze rationale Function sechsten Grades 
in A, also identisch mit: 


A-(4—a)»-(8—a,pr---—Ajr--- 


wo A die Determinante von P, A; aber eine v;fache Wurzel von A in 
A = 0 bedeutet, so dass Xv; = 6 ist. 

Es ist nothwendig, auch die Unterdeterminanten von A zu be- 
trachten. Mit A’ wollen wir irgend eine erste (fiinfreihige) Unter- 
determinante, mit A” eine zweite (vierreihige) etc. bezeichnen. Diese 
A’, A” ---+ sind zwar keine Invarianten, dagegen ist das simultane 
Verschwinden aller A’, aller A” etc., etwas Invariantes. 

Der Factor 4 — 4; von A soll nun in allen A’ v; mal, in allen A” 
v;mal ete. enthalten sein. Fiir diese Griéssen gilt das Gesetz: 


**) Vel: Diese Annalen, Bd. II. a. a. O, 
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y%>u>Y' >--- 
Die Differenzen dieser Grdssen: 


> , , , ” ” ” “r 
GH YUKU, SY YH, G& HH — VY a 283° 


sind fiir uns von ganz besonderer Wichtigkeit. Fiir dieselben gilt, wie 
Weierstrass zeigt, zuniichst das Folgende: 


G26 [Ve Do+s5 


sie sind in dieser Reihenfolge der Grésse nach geordnet. Insbeson- 
dere ist: 
(A — Aj) = (A — A)E- (A— A) --- 

In der ganzen Determinante ist nun 4 — 4; v;mal enthalten, in 
den A’ noch v; mal ete. Beim Uebergang von 4 zu den A’ geht von 
(A — a,)"i der Factor (4 — 4,)% verloren. -Es ist das ein Factor, der 
in gewissem Sinne an der Determinante A haftet. Geht man weiter- 
hin von den A’ zu den A”, so lést sich der Factor (4 — 4;)* als etwas 
nur an den A’ haftendes ab, etc. — Dieses ist eine natiirliche Zer- 
legung des (4 — 4;,)* in Factoren, und diese Factoren nennt man nach 
Weierstrass ,,Elementartheiler“. 

Die Bedeutung der Elementartheiler wird durch das Folgende klar 
gestellt: Sind zwei Formenpaare P,, 2, und P,, Q,, das eine durch 
lineare Transformation aus dem andern abgeleitet —, oder, soll das 
eine linear in das andre transformirbar sein, so miissen in beiden 
Paaren dic Elementartheiler iibereinstimmen. In unserer projectivi- 
schen Auffassung stellen die Formenpaare P,,Q, und P,, 2, demnach 
denselben Complex vor (diese Formen gleich Null gesetzt gedacht), 
wenn in den Determinanten beider die Vertheilung der Wurzeln und 
Elementartheiler dieselbe ist, und die absoluten Invarianten, das heisst 
also die Verhiltnisse der Wurzeln, iibereinstimmen. — Oder, mit an- 
dern Worten: Wir erhalten eine erschépfende Aufzaihlung aller Com- 
plexe zweiten Grades, wenn wir in der Determinante A die Verthei- 
lung der Wurzeln, und weiterhin die der Elementartheiler, auf alle 
moglichen Weisen annehmen. 

Es ist nun nach dem Vorangehenden offenbar gleichgiiltig, ob wir 
erst die Vertheilung der Wurzeln 4; in A =O und dann innerhalb 
dessen die der Elementartheiler auf alle méglichen Weisen vornehmen, 
— oder ob wir das Umgekehrte thun. In jedem der beiden Fille wird 
dieselbe Eintheilung erzielt. Fiir die Darstellung des Folgenden ist das 
letztere vortheilhafter. 

Wir fanden vorhin, dass Xv; = 6, ferner dass ¢; + ef +--—; 
ist. Hieraus ergiebt sich sofort: Ze) —6. Die Zahl 6 lasst sich 
aber auf 11 verschiedene Weisen in Summanden zerlegen, und wir 
haben demnach vorerst 11 Gruppen von Complexen, dargestellt durch: 
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[111111], [11112], [1113], [1122], [114], [123], [222], 
[15], [24], [83], [6]*) ; 

[123] z. B. will sagen, es sei cin einfacher, ein zweifacher und ein 

dreifacher Elementartheiler vorhanden. 

Hierauf denken wir die Elementartheiler entweder als zu simmt- 
lich verschiedenen, oder als zu theilweise gleichen Wurzeln, oder end- 
lich als zu einer einzigen (sechsfachen) Wurzel gehérig. Zur Unter- 
scheidung dessen empfiehlt sich die folgende Bezeichnung: Wenn ein 
mfacher, ein wfacher etc. Elementartheiler zu derselben Wurzel gehéren, 


so klammern wir die betreffenden Zahlen ein und schreiben: (m,n - -). 
Der Fall [123] z. B. wird also die folgenden 5 Méglichkeiten enthalten: 


[123], [(12)3], [2(13)], [1(23)], [(123)}. 

Der Fall [2(13)] z. B. sagt uns, die Determinante A habe zu- 
nachst einen Factor (4 — A,) zweimal, ferner einen weiteren Factor 
(A — A,) viermal, die Unterdeterminanten A’ aber (4 — 4,) nicht 
mehr, dagegen (4 — A,) noch einmal, die A” etc. schliesslich keinen 
von beiden mehr. 

Wenden wir in allen den elf oben angegebenen Fallen das an 
dem Beispiel [123] gegebene Verfahren in gleicher Weise an, so erhilt 
man 58 wesentlich verschiedene Fille, d. h.: Im Sinne der projectivi- 
schen Geometrie giebt es 58 wesentlich verschiedene Complexe zweiten 
Grades. 

Eine vollstindige Gleichung zweiten Grades zwischen sechs Vari- 
abeln enthilt 21 Glieder. Mit Hiilfe von P—0O kann man in der 
eigentlichen Complexgleichung im ‘Allgemeinen nur ein Glied fort- 
schaffen. Mit Hiilfe der Coordinatentransformation erreicht man jedoch 
eine weit stirkere Reduction der Gliederzahl. Das Problem, solche 
kurze, also bequeme Gleichungsformen fiir jeden Fall zu finden, ist, 
wie bereits angegeben, allgemein von Weierstrass gelést. Wir wollen 
im Folgenden die Resultate dieser Transformationen in eine ,,kanonische 
Form“ kurz zusammenstellen. 

Zuniichst haingt die kanonische Form lediglich ab von der Ver- 
theilung der Elementartheiler; es giebt also ihrer 11. Aus den Il 
Fallen, bei denen die Elementartheiler siimmtlich zu verschiedenen 
Wurzeln gehéren, leiten wir alle andern durch Gleichsetzen der Wur- 
zeln ab. Um aber die kanonischen Formen P und Q fiir die erstern 
Falle zu erhalten, behandeln wir zuniichst jeden einzelnen Elementar- 
theiler fiir sich. 

Die Transformation von P, 2 machen wir uns an der Determinante 
A von AP —2Q deutlich; sie ist ersichtlich damit identisch, die Hori- 


*) Vgl. Klein, 8S, 37 der Inauguraldissertation. 
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zontal- und Verticalreihen von A gleichzeitig vermége derselben Mul- 
tiplicatoren zusammenzufiigen, wobei sich der Werth der Determinante 
héchstens um einen Factor andert. Die kanonische Form spiegelt sich 
dann in einer kanonischen Form von A ab*). Wir wollen diese Ver- 
hiltnisse an einem einfachen Beispiel beleuchten. Betrachten wir den 
Fall [321]. In der Determinante nehmen wir das Quadrat, dessen 
Glieder den ersten drei Horizontal- und den ersten drei Verticalreihen 
gemein sind, fiir den ersten Elementartheiler. Das Quadrat, gebildet 
aus den gemeinsamen Gliedern der vierten und fiinften Horizontal- und 
Verticalreihen, theilen wir dem zweifachen Elementartheiler, und das 
letzte Glied der Diagonale dem einfachen zu. Dann fiillen wir in der 
folgenden Weise aus: 











0 1 Aa | | 
—1 4-4, O | 
ck. ed | 
| | 
| | Ll Aé—a, | 
| A—Aa, 0 
1—-] 
Alle nicht besonders hingeschriebenen Glieder sind durch Nullen 
zu ersetzen. — Wir haben hier die kanonische Form der Determinante 


von 4 P — Q; sie reprisentirt die kanonische Darstellung: 
P=22,27,+27,? +24,%, + 2,? 
Q = A, (2x, 2; +4+2%,”) + 2A, aH, + Aa? + 2,2, 4+ x)’. 

Das Verfahren in jedem andern Fall ist dem hier eingeschlagenen 
ganz analog. Man theilt jedem /fachen Elementartheiler ein in der 
Diagonale von A stehendes, kreihiges Quadrat zu und fit dasselbe 
stets in derselben Weise aus. Wir unterlassen jede weitere Ausfiih- 
rung, indem wir auf die spaitern Theile verweisen. 


Zur geometrischen Interpretation. 


Die Form P giebt uns sofort das Coordinatensystem resp. die sechs 
Fundamentalcomplexe. Nach Klein besitzt namlich ein linearer Com- 
plex Da;x; = 0 eine Invariante, die mit den @ geranderte Determinante 
von P. Wird in einem unserer kanonischen Fille diese Randerung 
ausgefiihrt, so erhailt man stets fiir unsere Invariante eine solche 
Function in den a, wie es P in den 2; ist, also hat die Invariante 
fiir uns den Werth P(a). Ist dieser Ausdruck insbesondere Null, so 


*) Wir geben also hier eine einfache Lésung des ,,chess board‘-Problems von 
Sylvester. Vgl. a. a. O. 8.140, Note. Die im Texte entwickelte Darstellung 
wurde mir von Klein mitgetheilt, 
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kann man die a;, da sie P =O geniigen, als Coordinaten einer Ge- 
raden auffassen. Der Complex ist dann ein specieller, indem seine 
Geraden simmtlich die Gerade « treffen. Dies giebt die Entscheidung, 
ob ein Fundamentalecomplex ein allgemeiner oder ein specieller ist; fiir 
x, =O sind alle a bis auf a Null. Da nun ein beliebiges der x in 
P, die kanonische Form vorausgesetzt, nur einmal, also entweder als 
Quadrat oder im Doppelproduct vorkommt, so hat man die Regel: Die 
Fundamentalcomplexe, die in P in Doppelproducten stehen, sind specielle, 
die andern allgemeine. 

Die Bedingung der involutorischen Lage zweier linearer Complexe 
ist ebenfalls von P abhingig. Seien Ya;7,—0, Tpjx4,;—O0 zwei 
solche, so haben sie eine simultane Invariante und zwar die einerseits 
mit den @, anderseits mit den £ gerinderte Determinante von P. 
Verschwindet diese Invariante, so liegen die Complexe in Involution; 
insofern insbesondre beide specielle sind, schneiden sich ihre Directricen. 
Als Anwendung auf die Fundamentalcomplexe ergiebt sich, dass ein 
soicher, der in P im Quadrat vorkommt, mit allen andern in Invo- 
lution liegt. Kommt er im Doppelproduct vor, ist er also ein speciel- 
ler, so liegt er uur mit dem nicht in Involution, der mit ihm im 
Doppelproduct vereinigt ist, resp. seine Directrix gehért allen andern 
Fundamentalcomplexen, ausser diesem einen, an. 

Die singulairen Linien des Complexes P = 0, 2 = 0 werden be- 
kanntlich aus ihm durch einen Complex 2’ =(, der ebenfalls vom 
zweiten Grad ist, ausgeschnitten. Diese Form, Q’, soll auch im all- 
gemeinen Fall angegeben werden; sie hingt von Q sowohl als auch 
von P ab und ist: : 

@Q  __. @Q aP 


| Oa ex,  OxOa, Oa, | 
Y=| #2 ||| #2 aP| 
CUO Xs CXGOX, Oe 
oP aP 
Ox, OX, 
Diese Bezeichnung als Q soll beibehalten werden. — Die Com- 


plexe 2 + uw’ =O bilden insbesondere ein Biischel; alle haben die 
Congruenz der singuliren Linien gemein. Bei Untersuchungen iiber 
diese sind also alle von ihnen gleichwerthig; die Anwendung dessen ist 
iiberall von grossem Vortheil. — Klein hat weiterhin aus dem Com- 
plex P=0, Q=0 alle diejenigen abgeleitet*), die mit ihm dieselbe 
Singularitatenfliache und das nimliche Verhalten der singuliren Linien 
zu dieser iiberhaupt besitzen. Aus seiner Darstellung geht aber hervor, 


*) Vgl. diese Annalen Bd. II,, 8.224 (9). 
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dass alle diese Complexe dieselbe Elementartheiler- und Wurzelverthei- 
lung haben, was die Zweckmissigkeit der von uns eingehaltenen Ein- 
theilung hervortreten lisst. 

Kin Complex zweiten Grades wird durch zwei simultane quadratische 
Gleichungen, also als Schnitt yon zwei quadratischen Mannigfaltig- 
keiten (in einem ,,Raum von fiinf Dimensionen“‘) dargestellt. Ein sol- 
cher lisst sich daher in gewissem Sinn mit einer Raumcurve vierter 
Ordnung des gewéhnlichen Punktraumes vergleichen. In der That ist 
auch die Terminologie so weit ausgebildet, dass man den Complex 
zweiten Grades als Schnitt von zwei Flachen zweiten Grades in einem 
Raum von fiinf Dimensionen bezeichnen kann. Von diesem Standpunkte 
aus stellt sich diese Arbeit neben diejenige von Liiroth: ,,Ueber 
Schnittcurven und gemeinsame Polartetraeder zweier Flachen zweiten 
Grades.“*) An Stelle der dort betrachteten, den beiden Flaichen ge- 
meinsamen Polarquadrupel, tritt hier das System der sechs Fundamen- 
taleomplexe auf. 

Mit der vorliegenden Untersuchung kann man noch folgende 
Ueberlegung verkniipfen, welche die Uebersicht bedeutend erleich- 
tert. Kommen nimlich héhere als einfache Elementartheiler vor, so 
treten mit ihnen vielfache Complexgerade und vielfache Linien der 
Singularitiitenfliche auf. Dasselbe tritt ein, wenn mehrere Elemen- 
tartheiler zu einer Wurzel gehéren. Dieselben héhern Elementartheiler 
und dieselben Verbindungen einfacher oder héherer ziehen aber in jedem 
Fall dieselben Folgerungen nach sich. Es entspringt hieraus eine wich- 
tige, berechtigte Schlussweise, die an einem Beispiel erlaiutert werden 
soll. In dem Fall [1111(11)} werden zwei Doppelgerade, die sich nicht 
schneiden, auftreten. Dann hat man im Fall [11(11)(11)] nothwendig 
zwei Paare von Doppelgeraden, im Fall [(11)(11)(11)] drei solcher ete. 
Im zweiten Fall hat man ein windschiefes Vierseit, also im dritten 
Fall die sechs Kanten eines Tetraeders. 

Diese Schlussweise wird durch den folgenden Satz vervollkommnet: 
Eine mehrfache Complexgerade_rechnet stets mehrfach als Axe und Strahl 
auf der Singularititenfliche. Nach Pliicker**) ist nimlich eine Dop- 
pellinie des Complexes eine solche singuliire Linie, deren Punkte und 
(hindurchgehende) Ebenen siimmtlich singulir sind. Eine solche Linie 
liegt also auf der Singularitiitenfliche; wir nehmen an, als wfacher 
Strahl, vfache Axe, ferner mégen zu ihr d Doppelpunkte und r stationire 
Ebenen gehéren. Der Grad der Singularititenfliche ist 4, es ist also 
utd+v+r=—4. Es ist aber auch wv, d=—T1, wenn sich, 


*) Schlémilch’s Zeitschrift 1867. Vgl. auch L. Painvin: Nouv. Annales 
de Math. 1868 (p. 103) und Sylvester a. a. O. 
*) Vgl. Neue Geometric, II., n. 307. 
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was meist eintritt, die Punkte und Ebenen der Geraden zum Complexe 
genau gleich verhalten. Es giebt das die Méglichkeiten «=v —1, 
é=rt=—lundsp=v=2, d=t = (oder umgekehrt). Man vergl. 
hierzu die einzelnen Fille. 

In den Coordinaten « kann man den zu einem Raumpunkt gehérigen 
Complexkegel nicht direct ausdriicken, wir erreichen dies durch Coor- 
dinatentransformation. Geht man namlich zu den p;;,, also zu speciellen 
Fundamentalcomplexen zuriick, so erhilt man statt 

Q, = 0: Q)* = Q* (yiz, — yezi) = 0 

wo y, 2 Punktcoordinaten sind. Halt man insbesondere den Punkt 
y fest, so giebt 2* — 0 eine quadratische Gleichung in z, geometrisch 
einen Kegel 2. Ordnung vom Mittelpunkt y. Es ist dies der zu y ge- 
hérige Complexkegel. Zerfallt derselbe, so liegt y auf der Singula- 
ritatenflache, und man erhilt also die Punkte dieser Flache durch Ueber- 
gang zu den p. Dieser Uebergang ist aber fiir alle, in einer kanoni- 
schen Form enthaltenen Fille der nimliche. Er ist spiater fiir jede 
kanonische Form angegeben. 

Beziiglich der angewandten Bezeichnung diene das Folgende. Die 
x bedeuten stets Liniencoordinaten, wenn nicht ausdriicklich eine an- 
dere Definition beigegeben ist. Die y und z werden stets Punktcoor- 
dinaten darstellen; die Ecken des zugehérigen Fundamentaltetraeders 
sind A,, A,, A,, A,, die Gegenseiten y, = 0 etc. Es ist dann A, A, 
eiue Kante, die auch y, = y,=—=0 genannt werden kann und welche 
Directrix des speciellen Complexes p,, = 0 ist. 


II. 
Erste kanonische Form. 


PH2?+ 224+ 24 42+ 4,74 22 = 
QS Aya? + Aya? 4 Aga? + Aya? + A,a,? + Aga? = 0. 

Die Elementartheiler sind alle gleich und zwar einfach. — \n der 
oben stehenden Form von Q gehdren sie zu saimmtlich verschiedenen 
Wurzeln. Es ist das der Fall [111111] nach der angenommenen Be- 
zeichnung, also der allgemeinste Complex zweiten Grades iiberhaupt. 
Seine Singularititenfliche ist bekanntlich die ,, Kum mer’sche Flache“ mit 
16 Knotenpunkten und 16 Doppelebenen. Dieser Complex ist, besonders 
durch Klein, genau untersucht; wir gehen hier nicht weiter auf ihn ein*). 





*) Zu diesem allgemeinen Fall gehért auch der Complex, dessen Singulari- 
titenfliche eine Fresnel’sche Wellenfliche (Tetraedroid) bildet. Er hat keine 
Doppelgerade, wahrend alle unsere Fille solche besitzen. Fiir diesen Complex 
vgl. Battaglini: Giorn. di Mat. 1866, Aschieri: ebenda 1868, L. Painvin: 
Nouvelles Annales 1872. Er ist nach Klein dadurch charakterisirt, dass die 
6 Wurzeln 4 eine Involution bilden. 
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Indem die 4 auf alle méglichen Weisen einander gleichgesetzt wer- 
den, erhilt man alle die weiteren Fille dieser Form. Die folgenden 
fiihren jedoch auf solche Complexe, die in zwei lineare zerfallen: 
(11(4111)}, [1(11111)], [(11)(1111)], [(111111], und zerfallende Com- 
plexe schliessen wir ein fiir allemal aus. Fiir den letzten Fall ist sogar 
Q=4,P, es ist also gar kein eigentlicher Complex. 

Nach Ausschluss dieser fiinf Complexe bleiben noch die folgenden 
sechs: 


[1111(11)], (111 (111)j, (11014) (1H], (101) (11)), (A)(11) 11), [(111) 41). 


Sie sollen in ebendieser Reihenfolge behandelt werden. — Die Form P 
geht offenbar in ein vielfaches der friiheren in den Coordinaten p iiber 


bei folgender Substitution, wo i= / — 1: 
Ly = Pio + Pas Ly = D3 + Par» Ly = Pig 1 Porgy 


1 1 1 
v2 = = (Pio — Pus)» U= > (P13 — Pyo)+ Xe = = (Pua — Pos) - 





Diese Transformation, resp. die Auswahl eines solchen Coordinaten- 
tetraeders, ist auf 15 verschiedene Arten méglich. Eine genaue Dar- 
stellung giebt Klein®*). 


‘ 1. Den Fall /1111(11)] erhalten wir aus dem allgemeinsten da- 
durch, dass wir zwei der 4 gleich setzen, z. B. 4, = 4,. P hat immer 
noch die obige Form, dagegen ist jetzt: 

Q = A, (a,? + 2,7) + Ag ay? + Aya? + A, v5? + Aga? = 0. 
Da nun die Complexe 2-+u-P=0O mit Q=0 identisch sind, so 
kénnen wir auch aus diesen, nur formal verschiedenen Complexen den- 
jenigen herausgreifen, fiir welchen » = — 4,. Wir haben dann die 
einfachere Darstellung: 

= yas? + Aya? + Aa? + Aga? = 

wo die A gleich den um 4, verringerten, friiheren 4 sind. 


| Vier lineare Complexe haben bekanntlich im Allgemeinen zwei 
sich nicht schneidende Gerade gemein. So haben 2,=—0, 2, =—0, 








“x, =0, x, =O die Geraden gemein, fiir welche z, = 1, x,=+i 
; A ist**), Es sind das die Leitgeraden der Complexgruppe 2, + iz, = 0, 
; resp. Von ps,=, p,. =. Diese beiden Geraden sind, wie die Form 


von 2 zeigt, doppelte Complexgeraden, nnd iiberhaupt ergiebt sich: 
Zur Verbinduny von zwei einfachen Elementartheilern gehoren stets zwei 
sich nicht schneidende doppelte Complexgerade, die der Congruenz der 
singuliren Linien vierfach zahlend angehioren. 


? *) Vgl. insbesondere: Diese Annalen, Bd. II, 8. 206. 
**) Vgl. Klein, a, a. O., S. 206. 
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Das Verhalten einer solchen Doppelgeraden zum Complex ersieht 
man wohl am deutlichsten, wenn man die Complexfliche bildet, welche 
sie als Leitgerade hat. Wir fassen diese auf als gebildet durch alle 
Complexkegelschnitte in den Ebenen durch diese Gerade. Jeder dieser 
Kegelschnitte zerfallt nach Pliicker in ein Punktepaar auf der Gera- 
den. Fiir vier der Ebenen wird sich ein Doppelpunkt ergeben und 
diese vier Punkte geben die Complexfliche als Klassenfliche. Die 
vier, in gleicher Weise auftretenden Doppelebenen geben die Fiche 
als Punktgebilde*). 

Dié singuliren Linien befriedigen neben 2 = 0 auch noch die 
folgende Gleichung: 


QW = AjPay? + APH? + 4,7 x5? + Ag?ay? = 0. 


Wir machen von ihr erst in spiteren Fallen Gebrauch. Die Congruenz 
der singulairen Linien zerfallt hier nicht. 

Es handelt sich nun um die Singularitatenflache. Dieselbe enthilt 
zwei Doppelgerade, doch ist das Verhalten derselben zur Fliche nicht 
ohne Weiteres vorauszusagen, sondern es muss die Gleichung der Flache 
abgeleitet werden. — Indem man zu den p;, zuriickgeht, wird aus 
Q = 0: 


As(Pis+ Pao)? — 44 (243 —Py2)? + As (Pig +P o3)® — 46(Pi4— Pas)? = O- 


Fasst man die p;, auf als y;z, — y,%, so giebt diese Gleichung 
sofort den Complexkegel vom Punkte y in laufenden (Punkt-) Coordi- 
naten z. Fiir den gesuchten Ort zerfallt dieser Kegel, also auch jeder 
ebene Querschnitt desselben. Als Schnittebene sei z, = 0 benutzt, die 
Coefficienten der Gleichung dieses Schnittes setzen sich quadratisch 
aus den y zusammen. Seine Discriminante ist also eine Function vom 
sechsten Grad in y, d. bh.: Unser Ort ist eine Fliche sechsten Grades. 
— Der Complexkegel zerfallt fiir die Punkte der Ebene z, = 0 im All- 
gemeinen nicht. Doch besteht der betreffende Schnitt aus einem Geraden- 
paar. Diese Ebene ist desshalb von der oben angegebenen Fiiiche sech- 
sten Grades auszuschliessen, und zwar doppelt zihlend. In der That 
hat die oben bestimmte Gleichung den Factor y,?**). — Dieser Factor 
wird auch spater immer wieder auftreten bei analoger Bestimmung des 
Ortes der singuliren Punkte. — Indem wir ihn herausziehen, erhalten 
wir die eigentliche Singularititenfliche: 


As Ag(As — Ay) (Wy? Ys? +4 ,? Yo) + A344 (A; — Ag) (y,2 42+ ye? ys?) 
+2 {4, Ag (43+ 44) — 454, (4, + Ag) } Yi YoY34, = 0. 


*) Neben Pliicker vgl. die Habilitationsschrift von Pasch. 
**) Vgl. Pliicker a. a. O. n. 315, 186. 
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Das Coordinatensystem ist so gewihlt, dass zwei seiner Kanten, 
Y; = Y. =0 und y, = y, = 0 in die Doppelgeraden fallen. — Es er- 
giebt sich aus dieser Gleichung: Die Singularitiitenfliche ist die XI“ 
Gattung von Cremona’s Linienflichen vierten Grades*). — Es ist 
leicht zu zeigen, dass sie auch die allgemeine Fliche dieser Art ist. 
— Auf jeder Doppelgeraden hat die Flache vier Cuspidalpunkte, sie 
liegen hier paarweise harmonisch zu den Coordinatenecken. Durch solche 
vier Cuspidalpunkte sind drei Involutionen bestimmt, also ist diese 
Wahl des Coordinatensystems auf dreierlei Weise méglich. (Die vier 
Cuspidalpunkte der einen Doppelgeraden und die vier der andern sind 
einander auf bestimmte Weise zugeordnet, so dass die Wahl der In- 
volution auf der einen Geraden auch die auf der andern nach sich 
zieht.) Und in der That kann man auch die vier Gréssen x, 7,, 7, 1, 
dreimal in analoger Weise durch die p ausdriicken, wie es eben ge- 
schah. — Zu jeder Doppelgeraden gehéren sowohl vier Cuspidalpunkte, 
als auch vier Cuspidalebenen. Die Doppelverhiltnisse aus beiden sind 
fiir beide Doppelgeraden gleich. Insbesondere ist dies Doppelverhilt- 
niss gleich dem charakteristischen Doppelverhiiltniss jeder ebenen Curve 
dritter Ordnung der Fliche. Sie repriisentirt eine absolute Invariante 
der Singularitiitenfliiche und des Complexes iiberhaupt. 


In jedem Punkt einer Doppelgeraden hat man zwei Biischel von 
Complexgeraden, die mit den dort stattfindenden Tangentenebenen der 
Fliche im Allgemeinen nicht iibereinstimmen. Fiir jede Doppelgerade 
wird es viermal eintreten, dass eine der Tangentenebenen mit einer der 
Biischelebenen zusammenfillt. — Es giebt also unter den Erzeugenden 
der Flache keine singuliren Linien. 


Beim Uebergang von der Kummer’schen Fliiche zu dieser speciel- 
len riicken die 16 Doppelebenen der ersteren paarweise in die Cuspi- 
dalebenen der letzteren, da die Cuspidalebenen die einzigen, nach (zerfal- 
lenden) Kegelschnitten beriihrenden Ebenen sind. Ebenso vereinigen 
sich je zwei Doppelpunkte der Kummer’schen Fliche hier in einen 
Cuspidalpunkt**). 


Der allgemeinste Complex zweiten Grades hat 19 Constante, dieser 
aber nur noch 77, seine Singularitiitenfliche 16. Dieser Fall geht also 
aus dem allgemeinsten durch zweifache Particularisation hervor. 


Wenn man hier die Constanten 4,, 4,, 4;, 4, so veriindert, dass 


*) Man vergleiche hierzu die bekannte Abhandlung: ,,Sulle superficie gobbe 
di quarto grado“, memorie dell’ Accademia delle scienze, tomo VIII (serie 2°). 

**) Es mag hier ein fiir alle Mal auf die Arbeit von Kummer: ,,Ueber die 
algebraischen Strahlensysteme etc‘, Abh. d. Berl. Akad., hingewiesen werden. 
Hier vgl. man insbesondere §. 71. 
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nie zwei einander gleich, und nie eine gleich Null wird, so erhilt 
man stets Complexe, die zu [1111(11)] gehéren. Die absolute In- 
variante von vorhin wird sich verindern. Ist z. B. 

Ade (As + Ay) = Ag Ag(As + Ae), 
so fallt das Glied mit y, - y. - y,-y,- weg. Bei der Singularitatenfliche 
fallen fiir jede Doppelgerade zwei Cuspidalstellen zusammen. Diese 
Fliche ist bestimmt durch die folgenden Linien als Leitlinien: Zwei 


Gerade und eine ebene Curve dritter Ordnung (ohne Doppelpunkt), die 
von den beiden Geraden in zweien ihrer Wendepunkte getroffen wird*). 


2. Indem wir uns dem Fall /111(111)] zuwenden, setzen wir im 
vorigen Fall am einfachsten eines der 4, z. B. 4,, Null. Es ergiebt 
sich dann: 

=A4,27 +4,2,? + 4,2? =0 
Y= Ara? + A,?a,? + AP?a,?—0. 

Wir haben hier eine Regelschaar x, = 7, = x, = 0 von doppel- 
ten Complexlinien. Jede derselben ist Doppellinie der Singularitiiten- 
fliche. Wir finden damit das Resultat: Die Singularitdtenfliche ist 
eine doppelt zihlende Fliche zweiter Ordnung, deren eine Erzeugung aus 
doppelten Complexgeraden resp. vierfachen singuldren Linien besteht. 

Das Verhalten der singuldren Linien ist in diesem Fall ein sehr 
eigenthiimliches. Die von ihnen gebildete Congruenz zerfallt in vier 
lineare. Aus Q = 0, Q =O ergeben sich nimlich die folgenden drei 
Gleichungen : 

. on As dg (4s — Ae) sr Ag dg (4g — dy) oe Ag, (4g— 45) 4 





GE Ag hy(Ag— Ay)? ae? AAs (Ay— Ay)? a? gg (Ag — He) 
Indem wir die Bezeichnung einfiihren: 
As Ag (As — Ag) 2 AgAy(Ag — Ay) 2 AAs (A, — As) = aw? BPs’, 


erhalten wir: 
2%, ®, Xs 


xo 26" Er 
Es treten vier wesentlich verschiedene Zeichencombinationen auf, welche 
unsere vier Congruenzen ergeben. 

Die zu einer linearen Congruenz gehérigen, zweifach unendlich ‘ 
vielen Linien treffen stets zwei bestimmte Raumgerade, welche man 
die Directricen der Congruenz nennt. (Diese Directricen kénnen auch 
unendlich nahe zu einander sein, oder sich schneiden.) In unserm 
Fall erhalten wir 8 Directricen, die paarweise eine Congruenz ergeben; 
insbesondere aber liegen sie simmtlich auf der Singularititenfliche, 


*) Vgl. Cremona, a. a. O. § 12. 





Bobs pe bal Noais. 2 eee sei ate ‘ heres ies 3 
_ ibe Si = ee Ps, . . sal Ie yee Rte 2 
re eh. 3 ert” Eos t ee OY ® os Ae = 
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gehéren jedoch nicht der Erzeugung an, die aus doppelten Complex- 
geraden besteht. Von ihnen fallen keine zwei zusammen. 1, 1’ seien 
die Directricen der ersten; 2, 2’; 3, 3’; 
4,4 die der iibrigen Congruenzen. 
Durch einen beliebigen Raumpunkt y 
geht an 11’ etc. je eine Transversale, 
es sind das die vier singuliren Li- 
nien des Punktes y. Die Directricen 
1,2, 3, 4 sollen von diesen singu- 
liiren Linien in den Punkten P,, P,; 
P,, P, getroffen werden, die vier an- 
dern in P,’, P,’, P;, Pj. Von den 
Punkten P,, P,’ etc. ist je einer der 
singulire, es seien dies P,, P,, P,, P,. 
Dann sind die Ebenen durch diese 
singuliren Linien und die Directricen 
1’, 2’, 3’, 4 die zugehdérigen singu- 
laren Ebenen. Diese Trennung der 8 Directricen ist fiir alle Raumpunkte 
dieselbe. Wir sehen also, dass die 
Brennfliiche der singuliiren Linien sich 
in 8 Gerade aufgelist hat, wovon vier 
erfiillt sind von singuliren Punkten, 
die andern vier aber umhiillt von 
singuldren Ebenen. 

In der obenstehenden Figur sind 
zwei Directricenpaare und die zu- 
gehérigen singuliren Linien fiir den ~ 
Punkt y verzeichnet. — In P, wird 
die singulire Linie der ersten Con- ( 
gruenz die Singularitatenfliche beriih- 
ren; die Fliiche zweiten Grades wird 
dort durchsetzt (da sie aber doppelt |- 
zu zihlen ist, kann man dies doch — 
als Beriihrung auffassen). — Liegt der 
Punkt y insbesondere auf der Singu- 
larititenflaiche, so fallen die vier singu- 
laren Linien in eine zusammen. Wir 
sehen jetzt deutlich, dass die eine 
Erzeugung der Fliche aus vierfachen 
singuliren Linien besteht*). 








*) Vegi. die Habilitationsschrift von Pasch, insbesondere § 5. In unserm Fall 
wiirde die Fliche zweiter Ordnung, welche Singularititenfliche ist, doppelt ziihlend 
als Brennfliiche der (gesammten) singuliren Linien auftreten. 
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In einer beliebigen Ebene habe man die vier singuliren Linien s,, s,, 
S83, 8,, diese Ebene treffe die 8 Directricen in P,, P,, P,, P,; P,’, Py, 
P,' , P,{; 5, ist dann die Verbindungslinie von P, mit P,’, P, ihr singu- 
lirer Punkt. Der Kegelschnitt der 8Punkte P: K, ist derSchnitt unserer 
Ebene mit der Singularitatenfliche; der Complexkegelschnitt K, der- 
selben Ebene geht dann durch P,, P,, P,, P, und tangirt in ihnen 
die Linien s. (Vgl. die Figur auf der vorstehenden Seite.) Die 8 Punkte 
P gruppiren sich in zwei Vierecke P, P,P; P, und P,’, P,’, P,, Py; 
welche dasselbe Diagonaldreieck haben. (Umgekehrt bilden stets die 
acht Ecken von zwei Vierecken mit gemeinsamem Diagonaldreieck eine 
dem entsprechende Figur.) 


Wie fiir den Complexkegelschnitt erhilt man auch fiir einen Com- 
plexkegel acht Elemente. Der Mittelpunkt sei y, so sind vier Erzeu- 
gende des Kegels die Transversalen 6,, 6,, 6,, 6, am die Directricen- 
paare 11’, 22’, 33’, 44. Die Tangentialebenen lings diesen vier Er- 
zeugenden (den vier singuliiren Geraden des Complexkegels) gehen 
ausserdem durch die Directricen 1’, 2’, 3’, 4’. 


Dieser Complex ist durch dreifach unendlich viele Raumtransfor- 
mationen in sich selbst iiberfiihrbar. Jede solche Transformation muss 
die Singularitiitenfliche (zweiten Grades) in sich tiberfiihren, insbe- 
sondere aber diejenige Erzeugung ganz unveriindert lassen, welcher 
die acht Directricen angehéren. Die Geraden der zweiten Erzeugung 
(die vierfach singuliren Linien) schieben sich so fort, dass die von 
ihnen gebildete Erzeugung als Ganzes bestehen bleibt. Und das ist 
eben auf dreifach unendlich viele Weisen zu erreichen: je drei Gera- 
den der Erzeugung kénnen drei beliebige andere zugeordnet werden, 
und dann ist allemal eine Transformation vollig bestimmt. — Dass 
aber hiebei der Complex durchaus nicht veriindert wird, folgt ganz 
einfach daraus, dass nach wie vor die Complexkegelschnitte und die 
Complexkegel fiir alle Ebenen, bez. Punkte des Raumes auf dieselbe 
Weise construirt werden, also identisch sind. — Der Complex hat 
14 Constante. Zwei von ihnen sind absolute Invarianten, da der Com- 
plex dreifach unendlich viele Transformationen in sich hat. Dieses 
sind die beiden absoluten Invarianten, welche den fiinf Erzeugenden 
zukommen, die den Complex bestimmen. 


3. Werden im ersten Fall (8. 155) irgend zwei der Gréssen 4 
gleichgesetzt, so erhailt man den durch /11(11)(11)] dargestellten Fall. 
Es sei 4, = 4, gewahlt, so hat man: 

Q = Ay (ay? + 27) + Asay? + Aga? = 0. 
Q = A; (x5? -+-2,”) + A;? a? A,? xe =0. 
Der Vergleich mit dem Fall [1111(11)] (S. 155) zeigt, dass zwei 
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Paare von sich nicht schneidenden Doppelgeraden auftreten. Die Ge- 
raden des ersten Paares werden jedoch die des zweiten treffen. Die 
Formeln ergeben nimlich durchgehends die Regel: Ist p; eine dop- 
pelte Complexgerade, herriihrend von einer vielfachen Wurzel 4;, px eine 
Solche, die mit einer weiteren vielfachen Wurzel 4; auftritt, so schneidet 
die Gerade p; die Gerade p,. 

Der Riickblick auf [1111(11)] sagt weiter, dass die Geraden un- 
seres doppelten windschiefen Vierseits fiir die Singularititenfliche 
gewohnliche Doppelstrahlen und Doppelaxen sind. Dann hat man aber 
nothwendig das Folgende: 

Die Singularitdtenfliche besteht aus zwei Fliichen zweiter Ordnung, 
die zwei Linien jeder Erzeugung (ein windschiefes Vierseit) gemein 
haben. 

Unser Resultat wird bestiitigt durch die Gleichung der Singulari- 
25d — As (45 + Ae) 

As (45 — 4s) 





titenfliche. Indem wir die Grosse mit C bezeichnen, 


ergiebt sich fiir dieselbe: 
(1) (%+(C+ VC? —1) ys) (v1 ys + (C—VC?—1) yoy) =0. 


Die beiden Flichen bezeichnen wir mit F, und Ff. Die ihrer 
Unterscheidung entsprechende Trennung der singuliiren Linien ergiebt 
sich folgendermassen. Aus den beiden Gleichungen 


Q=—0, Q’=0 
lasst sich insbesondere die zerfallende ableiten: 
(2) Q’ — 4,Q = (a, + ax) (4%, — 4%) =O, 





(wo a= fi =). Die singuléren Linien bilden also zwei Con- 


gruenzen gweiten Grades. — Es ist einleuchtend, dass die eine Con- 
gruenz den T'angenten von F’,, die andere denen von J’, angehért. 

Aber in diesem Falle kénnen wir auch die vollstindige Brenn- 
fléiche der Congruenz der singuliiren Linien angeben, fiir welche die 
Singularitiitenfliche nur einen Theil bildet. Ersichtlich besteht die- 
selbe iiberdiess noch aus denjenigen beiden Flichen zweiten Grades 
F,* und F,*, welche aus F, und F, durch die dualen Umformungen 
hervorgehen, welche durch die mit ihnen bez. zusammengehdrigen 
linearen Complexe (2) gegeben sind. Diese beiden Flichen enthalten 
ebenfalls die vier Doppelgeraden des zu untersuchenden Complexes; die 
Congruenz vierten Grades der singuliren Linien besteht aus einem 
quadratischen Theile derjenigen Congruenz vierten Grades, welche F, 
und F,* wmhiillt, und aus einem eben solchen Theile der Congruenz 
vierten Grades, welche F, und F,* wmihiillt. 


Mathgmatische Annalen, VII. 
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Die nebenstehende Figur soll diese Verhiiltnisse durch einen ebenen 
Schnitt zur Anschauung bringen. K,, K,, K,*, K,* gehéren F,, F,, 
F,*, F,* an. Die Grundpunkte des Biischels, dem diese vier Kegel- 
schnitte angehéren, sind O,, O, und die Kreispunkte der Ebene; s,, 
S$, $3, S, sind die singuliéren Geraden der Ebene, K der Complex- 


¥ Ee Sanity 
i 7s, m a Fad aS 
Fd L Va z \ 
=‘ t a ie - 
/ oA 7 /{ \ % \ ae 
/ { \ ’ =z 
| g KA ‘hx, + 
\ $ ; \ // ‘ P 7s 
a. ey Ko fo 
eine eae 
\ 4 "Pala . P 
Mies .. ae Wigs. 
= 2 5 ~ 


kegelschnitt. Die andern Tangenten, die K, und K,* gemein sind, 
gehiéren der quadratischen Congruenz (f', F’,*) an, die hier nicht in 
Frage kommt etc. — Die Figur zeigt deutlich, wie K, und K, vor 
K,*, K,* bevorzugt sind und zwar dadurch, dass sie vom Complex- 
kegelschnitt beriihrt werden. Ebenso sind die Flichen F, und F, da- 
durch vor F,* und F,* bevorzugt, dass nur sie von den Complexkegel- 
schnitten beriihrt werden. 

Wie der vorige Complex kann auch dieser auf eine ganz einfache 
Weise erzeugt werden. — Die Singularitiitenfliche F’,, F, bestimmt 
den Complex nicht, sondern erst einfach unendlich viele Complexe. 
Nimmt man eine beliebige Raumgerade als Complexgerade hinzu, so 
erhalt man noch vier Complexe. Denn in einer beliebigen Ebene 
durch diese Gerade giebt es noch vier Kegelschnitte, welche sie und den 
Schnitt mit /, und F, je zweimal beriihren. Wiahlt man einen von 
ihnen als Complexkegelschnitt aus, so finden sich weitere Complex- 
kegelschnitte eindeutig durch Drehung um eine seiner Tangenten, resp. 
um eine der schon bekannten Complexlinien. 

Ist insbesondere eine singulire Complexgerade s, gegeben, die F, 
beriihren mag, so ist der Complex eindeutig bestimmt und seine Construc- 
tion viel einfacher. Man lege wieder durch s, eine Ebene (vgl. neben- 
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stehende Figur), sie schneide F, in K,, F', in K,. Die Schnittpunkte 
von K, mit K,: P,, P,, P,, P, sind die Schnittpunkte der Ebene 
mit dem Vierseit, das F’, und F’, gemein ist. (Dabei seien P, und 
P,’ dieSchnittpunkte mit zwei Gegenseiten dieses Vierseits, ebenso P, und 
P,;.) Es giebt zunichst drei Kegelschnitte, welche K, im Beritihrungspunkt 
P mit s, und einem weitern Punkt, ebenso K, in zwei Punkten be- 
riihren; von ihnen ist jedoch nur einer als Complexkegelschnitt der 
Ebene zulissig. Verbinde ich nimlich P mit einem Diagonalpunkt 
des Vierecks P, P,’ P, P,’ und schneide K, mit dieser Linie, so giebt 
es je einen Kegelschnitt, welcher K, in P und in diesem Schnittpunkt, 


PP 
ye : ia —— 
v4, af \ F 
ae \ rs 
14 rm AK | 2 


so wie auch K, zweimal beriihrt. Aber es ist einer der Diagonalpunkte 
ausgezeichnet, niimlich der Schnittpunkt der Geraden P, P,’, P, P 
(weil P,, P,’ die Schnittpunkte mit dem einen, P,, P,’ die mit dem 
andern Gegenseitenpaar des windschiefen Vierecks sind). Wird er bei 
der Construction verwandt, so erhilt man den Complexkegelschnitt. — 
Durch Drehung der Ebene um alle Tangenten dieses eben construir- 
ten Kegelschnittes erhalt man durch diese, resp. die vorige Construction 
alle Complexgeraden. 

Es liasst dieser Complex einfach unendlich viele Transformationen 
in sich selbst zu. Eine Abzihlung wiirde in der That ergeben, dass 
er 15 Constante hat, aus denen sich eine absolute Invariante zusammen- 
setzen lisst. Diese Transformationen sind besonders einfach und geben 
eine directe Anschauung von den singuliren Linien. 

Fiir den allgemeinen Complex zweiten Grades hat Klein*) die 
Aufgabe gelést, in der Congruenz der singuliren Linien je einfach 
unendlich viele (cousecutive) zu Developpabeln zusammenzufassen. 
Jede singulire Gerade wird niimlich von zwei andern, unendlich nahen, 
geschnitten**). Geht man also von einer beliebigen aus, so erhiilt 


*) Diese Annalen Bd. V, S. 296. 
**) Vgl. die schon erwahnten Arbeiten von Kummer und Pasch. 
11* 
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man diese Developpabeln durch Aneinandersetzung solcher sich schnei- 
dender, consecutiver. Um die endliche Gleichung herzustellen, ist eine 
Differentialgleichung zu integriren, die auf hyperelliptische Integrale 
fiihrt. — In diesem speciellen Fall gestaltet sich diese Sache etwas 
anders, jedenfalls aber bedeutend einfacher. Den Uebergang von einer 
solchen singuliren Linie zur nichsten kénnen wir niimlich als eine un- 
endlich kleine Raumtransformation*) auffassen resp. darstellen, welche 
den ganzen Complex in sich selbst iiberfiihrt. Die auftretenden Inte- 
grationen sind besonders einfach. 

Um spiiter die Gleichung der Developpabeln, resp. deren Riick- 
kehrgeraden, in Punktcoordinaten schreiben zu kénnen, soll zuniichst 
unser Problem in den Coordinaten p;, gelést werden. (Klein benutzt 
n seiner Arbeit andere Coordinaten, die wir weiterhin ebenfalls an- 
wenden wollen.) — Fiir die singuliiren Linien haben wir die Glei- 
chungen (2) abgeleitet. Die dort auftretenden linearen Complexe 
schreiben wir in der Form: 

(3) apy + bp,, = 0 

(wo a = 1 -+- . , b=1>+4 =). In der Annahme dieser Form liegt ent- 
halten, dass wir uns nur mit der einen und nicht gleichzeitig mit bei- 
den Congruenzen zweiten Grades beschiiftigen. Es ist das erlaubt, 
da sich beide genau gleich verhalten. — Ausser der Gleichung (3) 
geniigen die singuliiren Linien auch noch Q = 0, oder Q’ 4+ 4Q = 0. 
Indem man zu den p,, tibergeht und A in der richtigen Weise wihlt, 
erhilt man insbesondere die Gleichung: 


2A, Ag Pi2P34 + (245,46 + A5(As + Ag — A3)) Pig Pye = O 


& D2 Psy + BP 3 Pyro = O- 
Dieser Complex ist ein tetraedraler; er ist auf 8. 169 behandelt 


oder 


als Fall [(11)(11)(11)|. — Fir die singuliren Linien (fiir die eine 
Congruenz) haben wir also: 
(4) apy + bps =O, &Pyy - P34 + BPMs * Py =O. 


Sei y ein Punkt der Singularititenfliche, so geht durch ihn eine 
bestimmte singuliire Linie. Dieselbe verbindet ihn mit dem ihm un- 
endlich nahen Punkte z,:2,:2,:2,, der in der Tangentialebene der 
Singularititenfliche liegt und dessen Coordinaten die Werthe haben: 


e4,>=% > 0%, = ¥, (1 + VBds), 02, = y, (1 — Yad), 
o24,=y, (1+ (/B—Va)do), 
*) Ueber solche unendlich kleine Transformationen von Gebilden in sich 


selbst vergleiche man ,,sur une certaine famille de cowrbes et de surfaces“ par 
Klein et Lie, Comptes rendus, 1870; sowie diese Annalen t. IV, S. 50 ff, 
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wo @ ein Propertionalitatsfactor, do eine unendlich kleine Strecke. — 
Die Zunahmen der Coordinaten sind also beziiglich: 


dy,=0, dy,=VBdo, dy,=—Vado, dy,=(Vp—Va) do. 


Durch sie gelangen wir zu Zz, von 2 gehen wir zu z+ dz etc. Die 
Zusammensetzung dieser Punkte giebt die continuirliche Curve: 


Vy Yo 2 Ys i Yy = A: BaY?; Ca-V*; Dave Ve 


deren simmtliche Tangenten singulare Complexgeraden sind. — Die 
Constanten A: B: C: D unterliegen einer Bedingungsgleichung, welche 
aussagt, dass diese Curve auf der richtigen Flaiche y,y, + uw y.y, = 0 
liege. (Am einfachsten setzt man dabei 4 = 1, nimmt also den Punkt 
Yi Yi Y,i%, = A: B:C:D als Anfangspunkt der Raumtransfor- 
mationen, die alle die Flichen w in sich transformiren.) 

Ersichtlich ist die Art der Curven nur von « und # abhiangig. 
Aendern sich dann noch die A, B, C, D, so erhalt man nur zweifach 
unendlich viele, im Allgemeinen gleich beschaffene Curven, von denen 
durch jeden Raumpunkt eine geht. —- Ist das Verhialtniss 


1:/B:— Va:VB—YVe 
rational, so sind die Curven algebraisch. Ist das Verhialtniss da- 
gegen incommensurabel, so sind sie transcendent. So erhalt man z. B. 
fir B = 1, « = 4 die Raumcurven dritter Ordnung, dargestellt durch 
91299293: y, = Ad?: BA: C: Dd, 

Wenn eine gewisse metrische Specialisirung, welche der Allge- 
meinheit durchaus keinen Eintrag thut, angewandt wird, erhalt man 
eine bequeme Anschauung der gemachten Transformationen, sowie der 
Curven. Fiir F, und F, nehmen wir namlich zwei Rotationsflaichen 
mit gemeinsamer Axe und vereinigten Polen. (Dieselben mag man 
sich entstanden denken durch Rotation von zwei Kegelschnitten, die 
eine ihrer Axe vollstindig, Grésse und Lage nach, vereinigt haben.) 
In den Polen O und O’ gehen fiir beide Flachen die Erzeugenden 
nach den Kreispunkten der dort gemeinsamen Tangentialebenen. Die 
Flichen haben also vier gemeinsame Erzeugende, die sich paarweise in 
O, O’ und in zwei Kreispunkten treffen. 

Wir denken OO" vertical (vgl. die Figur), die eine Flache als 
Ellipsoid, die andere als Kugel. Die Transformationen dieser Flachen 
in sich selbst setzen sich aus Rotationen um die gemeinsame Axe 
OO’ und um deren in Bezug auf die Flichen conjugirte Gerade, die 
unendlich ferne Horizontale, zusammen. Im erstern Fall hat man, 
wenn man nur reelle Ebenen in’s Auge fasst, weiter keine Kin- 
schrinkung,* jedoch im letztern. Diese verschieben nimlich alle, 
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Horizontalebenen unter sich, diirfen aber unter ihnen die durch O 
und O’ gehenden nicht veriindern. Man iiberzeugt sich, dass hiebei 
auch das Vierseit der gemeinsamen 

Erzeugenden unverindert bleibt. 
Ein Punkt P der innern Fliche 
on a : sei fixirt. Dreht man seinen Meridian 
rg ae Sie al unendlich wenig, so bewegt er sich 
/ a ._ horizontal auf seinem Parallelkreis. 
, Unsere Curvengleichung giebt dann fiir 
ihn eine Bewegung in dem neuen Me- 
ridian, so dass er nach P, kommen 
moége. Dann bewegen sich alle Raum- 
punkte analog. Jeder dreht sich um 
denselben Winkel horizontal wie P 
ek Sor ae und stellt sich dann in dieselbe Ver- 
a ticalebene ein wie P, (ferner bleibt er 
in der Fliche des Biischels, die durch 
| ihn bestimmt ist). Der Punkt P’ z. B. 
auf der Kugel, der mit P in derselben 
Parallelkreis- und Meridianebene liegt, bewegt sich nach P,’, so dass 
diese Beziehung zu P, dieselbe ist wie vorhin die von P’ zu P. Be- 
schreibt P eine von den singuliren Linien umbhiillte Curve, so thut 

das auch P’; die Figur giebt hiervon ein Bild. 





Sind unsere Curven algebraische Raumcurven von ungerader Ord- 
nung, so werden sie in diesem Fall stets imaginir. Sind dieselben 
transcendent, so werden sie sich im Allgemeinen um die Punkte O 
und O' unendlich oft herumwinden. Ein bekanntes Beispiel einer sol- 
chen ist die Loxodrome auf der Kugel, welche iiberall die Meridiane unter 
constantem Winkel trifft (vgl. hier insbesondere die angefiihrte Arbeit 
von Klein und Lie, sowie auch Pliicker, Neue Geometrie, 8.61. Note). 

Sehr einfach stellen sich diese Loxodromen in Liniencoordinaten 
dar. Wir nehmen wieder die eine Congruenz der singuliiren Linien 
und schreiben sie in der Form: 


2's * Py = Kpyy Pog 
Pry = Apr 


(vgl. die Formeln (4)). Wir fiihren jedoch statt der p;, andere Coor- 
dinaten ein. Es ist nimlich méglich, eine Gerade durch vier Para- 
meter auszudriicken, die wir mit A, B, C, K bezeichnen mégen und 
welche zu den p;, in der folgenden Beziehung stehen: 


A=t*, Ba, Ca, Kam te, 
Pes Ps Pae Pus * Pog 
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Ist eine Gerade p gegeben, so sind die Gréssen A, B, C, K ein- 
deutig bestimmt, dagegen ist das Umgekehrte nicht der Fall. Sind 
namlich die Werthe der vier Parameter bekannt, so ist die gesuchte 
Gerade der Schnitt von drei linearen Complexen und einem tetraedra- 
len, oder der Schnitt des tetraedralen mit der Erzeugung (A, B, C) 
einer Fliche zweiten Grades. Es werden also vier sich nicht schnei- 
dende Gerade dargestellt, die auf einer Fliche zweiter Ordnung liegen. 

Eine solche Coordinatenbestimmung wurde zuerst von Klein ein- 
gefiihrt*). Die einfach unendliche Complexschaar, die dazu verwandt 
wird, nennt man ein Involutionssystem (das unsrige ist nicht das all- 
gemeine). Seine wesentlichen Higenschaften sind die folgenden: Eine 
jede Raumgerade wird durch einen Parameter im vierten Grad be- 
stimmt, so dass also durch sie vier Complexe der Schaar gehen. Diese 
vier liegen paarweise in Bezug auf die Gerade in Involution. 

In unserm Fall sind nun A und K zwei constante Gréssen, und 
die zweifach unendlich vielen Geraden der Congruenz sind durch zwei 
Parameter, B und C, dargestellt. — Es ist nothwendig, die p;, durch 
die vier Parameter auszudriicken. Es ergiebt sich: 


. / 
Po=tV—AB(1+K), rPu=tV—204+4), 


FRR A 

Pp=tV AKC , Pa=+V4C, 
Py A ’ Pra = 1. 

Die Vorzeichen in p,, und p,, andern sich zusammen, ebenso in p,, und 

Py. — Es sind alle Linien singular, fiir welche A und K die gegebe- 

nen Werthe haben. Wir sehen daher A und XK fortan als constant 


an. — Zunichst ist die Bedingung, dass die Gerade p;, und die un- 
endlich nahe p;, + dp, sich schneiden, die folgende: 


Apyy - Ups, + Apys - Ap, + Api, - dp.» = 0. 


Nun benutzen wir die obigen Formeln zwischen den p und den vier 
Parametern und driicken aus, dass die Geraden A, B, C, K und 
A,B+dB, C+ dC, K sich schneiden. Es ergiebt sich ohne 
Weiteres : 








(1+ K) (FY -—K(GyY =0. 


Indem wir integriren, fassen wir unendlich viele singulare Linien 
zusammen, die eine Developpable bilden. In unseren neuen Coordi- 
naten hat diese die Gleichung: 


*) Vgl. ,,Ueber Liniengeometriec und metrische Geometrie’ diese Annalen 
Bad. V, 8. 272. 
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a 
B= cot! aE, 


wo ¢ eine willkiirliche Constante. Fiir jeden Werth c hat man eine 
Developpable dargestellt; man erhalt sie alle, wenn man ¢ von — oo 
bis + co stetig verandert. 


4. In dem Falle [111(111)], 8S. 158, bestand die Singularitiaten- 
fliche doppelt zihlend aus einer Fliche zweiten Grades, und die sin- 
gularen Linien bildeten vier lineare Congruenzen ete. Wenn noch zwei 
einfache Elementartheiler zu einer Wurzel gehoren, also fiir /1 (11) (111)/, 
so treten noch zwei Doppelgerade auf. Es fallen dann je zwei Con- 
gruenzen in eine specielle zusammen, wie wir sehen werden*). — Wir 
haben zuniichst: 


Q =A, (UP + 4,7) + 4, a? = 0, 
Y= A? (x? + 2”) + 1,22? = 0. 


Die Regelschaar x, = x, = x, =O besteht aus doppelten Complex- 
geraden, die vierfache singulire Linien sind. — Die Congruenz singu- 
larer Linien ist: ; 

(a, + is) (, — ia) =a, = 0. 

Die Complexe x,-+ ix,—=0O und 2, —ixz, =O sind aber specielle, 
namlich: p,,; = und p,,=0. Ihre Directricen schneiden die vorige 
Regelschaar von doppelten Complexgeraden. Mit x, = 0 ergeben 
diese Complexe offenbar zwei specielle lineare Congruenzen. Auf diese 
Weise finden wir: Die Singularititenfliche ist eine doppelt zu zthlende 
Fliiche zweiter Ordnung. Ihre eine Erzeugung besteht aus vierfachen 
singuldren Linien. Von der andern Erzeugung sind gwei: e,, €, aus- 
gezeichnet, indem alle Tangenten der Fliiche, welche irgend eine von 
thnen treffen, doppelte singulidre Linien sind. 

Die Flache als Brennfliiche der singuliren Linien hat sich in zwei 
Erzeugende der Singularitiitenfliche zusammengezogen. In denselben 
beriihren Complexkegel und Complexkegelschnitte diese Fiche. In der 
Figur auf S. 169 sind diese einfachen Verhiltnisse dargestellt. In 
einer Schnittebene ist K der Complexkegelschnitt, K, der Schnitt mit 
der Flache zweiter Ordnung. 

Sind die Singularititenfliiche F und die beiden Erzeugenden e, 
und ¢,, welche die Directricen der beiden Congruenzen singulirer 
Linien sind, gegeben, so ist der Complex noch nicht bestimmt, son- 
dern es sind noch unendlich viele méglich. Ich lege nimlich eine 


*) Es ist sehr leicht, den Vergleich weiter zu fiihren, besonders an der Hand 
der Figuren auf S. 159. Man stelle sich vor, die Geraden s, und s, fallen zusam- 
men, anderseits auch s, und s;. 
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Schnittebene (vgl. die Figur), welche aus F' den Kegelschnitt K, aus 
e, und e, die Punkte P, und P, schneidet. Dann habe ich in dieser 
Ebene ein Kegelschnittbiischel (mit den 
doppelten Grundpunkten P, und P,); jeder 
Kegelschnitt desselben kann als Complex- 
kegelschnitt gewahlt werden. Die Wahl des- 
selben entspricht der Festsetzung des Werthes 
einer absoluten Invariante des Complexes. 
Ist der Kegelschnitt gewihlt, so ist die Er- 
zeugung des Complexes sehr einfach. Ich 
drehe eine Ebene je um eine der Tangen- 
ten dieses Kegelschnittes und habe in jeder 
Ebene fiir den darin liegenden Complex- 
kegelschnitt fiinf Tangenten gegeben. Hier- 
durch wird auch eine gewisse Anschauung 
des Complexes erzielt. — Ferner ergiebt 
sich aus der Construction, dass der Complex 12 Constante hat, von 
denen eine absolute Invariante ist. Hieraus ergiebt sich, dass der 
YXomplex durch vierfach unendlich viele Transformationen in sich 
iibergeht. 


5. Fiir den Fall /(11)(11)(11)] kann man die Gestalt der Singu- 
laritaitenfliche leicht iibersehen. Im Vergleich mit friiheren Fallen (n. 1. 
und 3.) zeigt es sich, dass sechs Doppelgerade vorhanden sind, néim- 
lich die Kanten eines Tetraeders. Dieses Tetraeder ist selbst die Sin- 
gularitétenfliiche und dann folgt auch sofort: Die Seitenfldichen des 
Tetraeders sind gebildet von singuliren Punkten und seine Ecken wm- 
hiillt von singuléren Ebenen. Es ist dies der bekannte tetraedrale Com- 





plex*). 
Die Ecken und Seitenflichen des Tetraeders sind Ausnahme-Punkte 
und Ebenen etc. — Die allgemeine Gleichung eines solchen Complexes 


in den Coordinaten p;, ist: 
Q = APy2 + zy + V3 * Pro + P14 * P23 =O - 

Die Complexgeraden treffen das Tetraeder unter constantem Doppelver- 
hiiltniss, welches eine absolute Invariante des Complexes ist. Das Te- 
traeder selbst hat 12 Constante, der Complex ist durch dasselbe und 
durch die absolute Invariante véllig bestimmt, hat also 13 Constante. 
Dreifach unendlich viele Rawmtransformationen fiihren den Complex in 
sich selbst iiber. (In Punktcoordinaten sind diese Transformationen: 
yi = aiyi) ™). 


*) Vgl. Chasles, Reye, Miiller, Lie. 
**) Diescer Complex kann insbesondere (vgl. Lie in den Géttinger Nachrich- 
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6. Der letzte Fall in dieser kanonischen Form, den wir betrach- 
ten, ist /(111)(111)]. Er ist dargestellt durch: 


Q = A, (wy? + %.? + 2”) + A, (Wy? + 2,” + 2?) = 0. 


Mit Hiilfe von P—0O kann man in 2 = 0 das eine oder das an- 
dere Glied fortschaffen und sieht, dass von einer Flache zweiten Gra- 
des beide Erzeugungen vierfache singulire Linien sind. Diese Flache 
bildet doppelt zihlend die Singularitiitenfliche. Jeder ihrer Punkte 
ist Doppelppukt des Complexes; es gehéren alle ihre Tangenten dem 
Complexe an: Der Complex besteht aus allen Tangenten einer Fljiche 
zweiten Grades*); er ist ein specieller. Die Erzeugenden sind doppelte 
Complexgeraden; er hat 9 Constante. 

Ein specieller Complex besteht immer aus den Geraden, die eine 
Flache umhiillen**), wobei Curven und Developpable gleichmissig mit 
zu den Flachen gezahlt werden miissen. Jede seiner Geraden ist singu- 
lar etc. 


Ii. 
Zweite kanonische Form. 


PHE2?4 2,4 2 4+ 22 + 2 a4, = 0 
Q = A, a,? + A, 4,7 + A,ay? + Ax? + 2 Aa, 2, + 2? = 0. 


In dieser kanonischen Form kommen vier einfache und ein zwei- 
facher Elementartheiler vor. Mit dem doppelten Elementartheiler tritt 
eine Doppelgerade auf. In dem allgemeinsten Fall [11112] ist sie die 
einzig vorhandene; dieser Complex steht von unsern 48 Complexen 


ten 1870) auf folgende Weise erzeugt werden: Man wendet auf eine bestimmte 
Raumgerade dreifach unendlich viele lineare Raumtransformationen ap, die unter 
sich vertauschbar sind und die ein vollstiindiges Tetraeder in sich tiberfiihren; der 
Ort der Geraden ist ein tetraedraler Complex. Dieser Process giebt auch dann 
noch irreducible Complexe zweiten Grades, wenn von den Tetraederebenen be- 
liebig welche zusammenfallen. Wir erhalten auf diese Weise vier directe Ausar- 
tungen des tetraedralen Complexes. — Fallen zwei Ebenen zusammen, so hat man 
den Fall [(11)(22)], n. 29. Sind drei vereinigt, so wird [(33)], n. 47. erzeugt; bei 
vier zusammengefallenen [(123)], n. 38. Sind endlich die vier Ebenen paarweise 
identisch, so erscheint [(11)(112)], n. 14. Der erste Fall kommt in der That in der 
Mechanik als Ausartung des tetraedralen vor. — Das Tetraeder ist auch bei den 
ausgearteten Fallen immer noch die Singularititenfliche. 

Auf diese letzteren Complexe wurden Klein und Lie bei Gelegenheit von 
Untersuchungen iiber unendlich kleine Transformationen von Gebilden in sich 
selbst gefiihrt, die sie im Auszuge in den Comptes rendus 1870 verdffentlicht 
haben. Von Herrn Klein erhielt ich auch die Gleichungen der betr. Complexe. 


*) Vgl. Klein Math. Annalen II. S. 209. 
**) Vgl. Pasch a a. 0. § % 
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dem allgemeinsten am niichsten. — Indem wir die 3 zerfallenden 
Complexe ausschliessen, kommen hier noch die folgenden neun Fiille vor: 


(11112), [111(12)}], [11(11)2], [11(112)}, [@1(12y), [1(011)9), 
((11)(11)2), ((11)(112)}, (111) (12)). 


Von den Fundamentaleomplexen sind zwei, 2, 0 und a = 0, 


speciell. Ihre Directricen gehéren den andern an. — Beim Uebergang 
zu den pix benutzen wir die folgende Substitution: 
Ly = Dyo + Py Xy = Diz + Pye » %= Pu» 
1 1 
Ly = = (Pro — D4) » Hy = = (P13 — Pp) » Hy = 2 prs 


7. Der Complex /11112] ist dargestellt durch: 

Q=i1, 2? + 4,4, + 4,2? + 41,272 + 2,2 =—0. 
Q = A,?x,? + A,?x,? + A,?2,? + 12x? =(Q. 

Die Doppelwurzel 2,, die zum doppelten Elementartheiler gehdrt, 
ist als Null angenommen. — In dieser Darstellung ist ferner der Fun- 
damentalcomplex 2, = 0 vor dem urspriinglich gleichberechtigten 
%,= 0 ausgezeichnet. Seine Directrix gehért allen in Q (und Q’) vor- 
kommenden Fundamentaleomplexen an und ist in Folge dessen Com- 
plex-Doppelgerade (und vierfache singulire Linie). Eine weitere Dop- 
pelgerade kommt nicht vor. 

Die Singularititenfliche hat die Gleichung: 


(A, — 42) (45—44) (M+ 944) 
— 4A, 2, (A, — Ay) (Ys? Yo? + Yg7Yy?) — 44) A 2 (43 — Aq) (Wy? Ys? +94? Yo”) 
+ 2 { (a, + 4p) (43 + 44) — 2 (Aya, + A, 44)} yyy” 
+ 8 {A, Ay (As + Ay) — Ag ay (Ay + 0)} 1 Yo HY = O- 


Es ist y, = y, = 0, die Directrix von p,, = 0, resp. x, = 0, Dop- 
pelgerade. Um die Fliche zu untersuchen, lege man durch dieselbe 
die Ebene y, = uwy,. Die Betrachtung der dabei auftretenden Kegel- 
schnitte ergiebt die folgenden Resultate: 

Jeder Kegelschnitt ergiebt fiir die Doppelgerade (A, A,) einen 
Pol, dessen Ort eine Gerade (.A,A,, Kante unsers Tetraeders) ist. 
Diese Gerade sei hier und im Folgenden als die ,,adjungirte Gerade“ 
(zur Doppelgeraden) bezeichnet. 

Unter den Kegelschnitten sind vier, die in Punktepaare zer- 
fallen ete. 

Die Singularititenflache ist die allgemeine Pliicker’sche Complex- 
flaiche*). — Der Complex hat 18 Constante. 


*) Kummer giebt diese Particularisation seiner allgemeinen Flache selbst 
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Diese Flaiche steht zwischen der Kummer’schen *Fliche (111111) 
und der Singularitiitenfliche von [1111(11)] in der Mitte. Sie geht 
aus der ersteren hervor, wenn in jener 8 Doppelpunkte paarweise in 
einer Geraden zusammen fallen. Diese Punkte sind die Cuspidalpunkte 
der Complexfliche. Fallen die iibrigen 8 von den 16 Knotenpunkten 
der Kummer’schen Fliiche ebenso paarweise in einer weiteren Ge- 
raden (in der adjungirten) zusammen, so hat man die Linienfliiche des 
Falles [1111(11)] mit ihren 8 Cuspidalpunkten. 

Das Coordinatensystem hat zu der Fliche eine méglichst einfache 
Lage. Eine Kante desselben ist die Doppelgerade, ihre gegeniiber- 
liegende die adjungirte. Auf beiden hat man die vier Schnittpunkte 
mit den einfachen Geraden der Fliiche paarweise harmonisch zu den 
Coordinatenecken gelegen. Letztere sind also die Doppelpunkte je 
einer durch die resp. vier Punkte bestimmten Involution. Da sich aber 
die Punkte beider Geraden in bestimmter Weise (durch die einfachen 
Geraden) zugeordnet sind, so ist diese Wahl auf drei verschiedene 
Weisen méglich. Dem entsprechend kann man auch die Liniencoor- 
dinaten «x in die p,, auf drei wesentlich verschiedene Weisen so trans- 
formiren, wie es eben geschah. 

































8. In dem Fall /111(12)] gehoren ein einfacher und der doppelte 
Elementartheiler zu derselben dreifachen Wurzel. — Wir wollen diesen 
Fall dadurch aus dem vorigen ableiten, dass wir 2, Null setzen. Wir 
erhalten insbesondere die folgende Singularititenfliche: 


A, (A, — a2) (yt + yy") — 4 4, 4,43 (Yr 3 — 42)? 
+ 2 (A, (Ay +A) — 24,25) y2 yy? =O. 


An Stelle der friiheren Doppelgeraden y, = y, = 0 ist hier eine 
Selbstberiihrungsgerade der Fliche aufgetreten. Dieselbe hat (fiir den 
Complex) die Bedeutung von zwei unendlich nahen Complexgeraden. — 
Cayley betrachtete bei Linienflichen zuerst solche zwei unendlich nahe 
Doppelgerade, er nennt sie in der Regel ,,doppelte Doppelgeraden‘‘*). 
Wir wollen uns nur merken, dass eine solche (fiir den Complex und 
die Singularitatenfliiche) auftritt, wenn ein einfacher und ein doppelter 
Elementartheiler zu derselben Wurzel gehéren. 

Wir erhalten ein deutliches Bild von der Gestalt der Singula- 
ritatenflache in der Nihe dieser Geraden, wenn wir die Fliche zweiter 
Ordnung hinzunehmen: 

Ys — YWsY2 =O. 





an. Vgl. a. a. O. S. 70. — Eine eingehende Behandlung giebt Pliicker in der 
»Weuen Geometric. 
*) Vgl. Cayley: ,,On skew surfaces, otherwise scrolls“. Phil. Trans, 1863, 64. 
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Lings y, = y, = 0 fallen die Fortschreitungsrichtungen dieser Flaiche 
und unserer Singularitiitenfliiche zusammen. 

Dass unsere Gerade Selbstberiihrungsgerade und nicht etwa drei- 
fache Gerade ist, erkennt man aus dem Vorhergehenden in Verbindung 
damit, dass eine Ebene durch sie aus der Fliiche noch zwei Gerade 
ausschneidet. Wir erhalten auf diese Weise: 

Die Singularititenfliche ist eine Linienfliiche vierten Grades mit 
einer Cayley’schen doppelten Doppelgeraden, die Gattung XII von 
Cremona. Der Complex hat 16 Constante. 

Ks ist leicht zu beweisen, dass dies die allgemeine Fliche der ge- 
nannten Cremona’schen Gattung ist. — Beim Uebergang von der 
allgemeinen Complexfliiche zu dieser riickt die adjungirte Gerade an 
die Doppelgerade unendlich nahe heran, Die noch vorhandenen 8 
Doppelpunkte riicken paarweise in Cuspidalpunkte zusammen. 


9. Fiir die Verbindung /11(11)2] der Elementartheiler lisst sich 
die Gestalt der Singularitiitenfliiche sofort angeben. Neben der Doppel- 
geraden und ihrer adjungirten hat man hier noch zwei Doppelgerade, 
die von der ersteren geschnitten werden. —- In dem Fall [1111(11)} 
hatte man eine Linienfliiche mit zwei doppelten Leitgeraden, hier 
tritt ausserdem eine doppelte Erzeugende auf. Von Cremona XI 
kommen wir also zu V. Es ist jedoch besonders zu beweisen, dass 
wir hier die ailgemeine Gattung V vor uns haben. Wir sehen hier 
nimlich, dass der Ort der Pele der Doppelerzeugenden in Bezug auf 
die Kegelschnitte der F!iche eine Gerade ist, welche die doppelten 
Leitgeraden trifft. Cayley und Cremona geben aber fiir ihre all- 
gemeinen Flichen eine solche Eigenschaft nicht an. 

In dem allgemeinsten Fall einer solchen Fliche hat man in jeder 
Ebene durch die Doppelerzeugende einen Kegelschnitt und seinen Pol P. 
Dieser Punkt P beschreibt eine Raumcurve bei der Drehung der Ebene 
des Kegelschnittes; es soll deren Ordnung bestimmt werden. Die Frage 
nach der Ordnung ist identisch mit der Frage nach der Anzahl der 
Punkte P, die auf der Doppelerzeugenden liegen. Liegen m darauf, 
so ist die Ordnung » + 1. — In unserm allgemeinen Fall aber wird 
die Doppelerzeugende nie von einem Kegelschnitt beriihrt*) als im 
uneigentlichen Sinn von den beiden zerfallenden, den Doppelgeraden. 
Suchen wir also die Pole fiir diese zerfallenden Kegelschnitte. Indem 
wir uns ihnen als Griinzlage annahern, finden wir, dass das Paar der 
Cuspidalpunkte auf jeder Doppelgeraden die Scheitei des ausgearteten 
Kegelschnitt’s vorstellt. Diese Cuspidalpunkte sind aber im allgemeinen 
Fall verschieden und keiner liegt auf der Doppelerzeugenden. Der Pol 





*) Vgl. Cremona a. a, O. §§ 6., 7. 
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in dieser Ebene liegt also keinesfalls auf der Doppelerzeugenden. — Es 
ist also n = 0, die Ordnung unserer Curve 1, d. h. der Ort der Pole 
ist auch im allgemeinen Fall eine Gerade, welche die doppelten Leit- 
geraden in zwei bekannten Punkten trifft*). — Wir finden - iiber- 
haupt: 

Der Complex hat drei Doppelgerade. Die Singularitiitenfliche ist 
die allgemeine Fliche der Gattung V von Cremona’s Linienjliichen. 
Der Complex hat 16 Constante. 


10. Der nun zu behandelnde Fall /11(112)] ist ganz analog 
[111(111)] (S. 158) der ersten kanonischen Form. Wir haben: 


Q=A, 4? + 4,2? +2,? =0. 
Y= A,?a,? + A,?2,? = (. 

Die Congruenz der singuliren Linien zerfillt auch hier in die fol- 

genden vier linearen: 
©, Wi Xz tidgs ta: + YA, (4,—A). 

Wir werden unten die Directricen aufsuchen und uns jetzt zur 
Singularititenfliiche wenden. — Die Leitgerade von 2, = 0 gehort 
xz, = 0 und x, = 0 an, sie erleidet durch dieselben zwei projectivische 
Zuordnungen ihrer Punkte und Ebenen. Zweimal hat man fiir beide 
Fille dieselbe Zuordnung von zwei Elementen. Wir erhalten auf diese 
Weise die beiden Biischel 2, — x, = z, =, bestehend aus doppelten 
Complexgeraden. Daraus folgt: Der Complex hat zwei Biischel von 
Doppelgeraden, deren Mittelpunkte und Ebenen doppelt zdhlend die Sin- 
gularititenfliche bilden. 

Wie wir sehen werden, geht dieser Fall aus [111(111)]| direct her- 
vor, wenn die dort auftretende Flache zweiten Grades in zwei Ebenen 
und zwei Punkte ihrer Schnittlinie zerfallt. Diese sind an unserm 
Coordinatentetraeder y, = 0, y, = 0, u, =U, uy =O (A,, 4,). Als 
Erzeugende der zerfallenden Fliche sind die vier Biischel (y, =0, w,—=0), 
(y, = 0, u, = 0) ete. aufzufassen. Zwei von ihnen, (y, = 0, u, = 0) 
und (y, = 0, wu, = 0) bilden die ,,eine Erzeugung“, die aus Doppel- 
geraden besteht, die anderen beiden .bilden die zweite Erzeugung der 
zerfallenen Flache (die dem Complex nicht angehdrt). 

Die Directricen der vier Congruenzen singuliirer Linien finden 
sich wieder beim Uebergang zu den p;;. Sie seien bezeichnet mit 
1, 1’; 2, 2’; 3, 3’; 4, 4’ (wo allemal k, k’ zu derselben Congruenz gehé- 
ren). Dann hat man fiir die Coordinaten die Tabelle: 


*) In dem allgemeinsten Fall einer Doppelgeraden auf einer Fliiche vierter 
Ordnung wire dieser Ort eine Rawmcurve fiinfter Ordnung mit der Doppelgera- 
den als vierfacher Secante. 
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Pre Psi 
1 —2e@ 0 
1’ 0 —2a 
2 +264 0 
2’ O +2¢a 
3 —2ea 0 
3’ 0 — 2« 
4 +2a 0 
4’ O +224 


Prs 
0 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


Pre 


0 
0 


0 


0 
0 
0 
0 
0 


Pr Pos 
0 a (i- i 
0 a (i+ z 


0 a, (i + +) 
0 a (i—) 


> 
0 a+ 
0 &(i—¢ 
0 a, (i— +) 
0 A, i+ f) 


Ks ist dabei @ eine der Gréssen +- 7/A,4, (4,—4,). — Die neben- 
stehende Figur giebt ein Bild von der Lage dieser Directricen im Raume. 


1234 liegen in y, = 0 
und gehen darin durch 


_ A,. Ferner liegen sie 


paarweise harmonisch zu 
A, A, und A,A,. Analog 
verhalten sich 1’ 2°35’ 4’ 
in y, = 0 durch A,. 


Diese Directricen ge- 
héren also derjenigen Er- 
zeugung der ,, Fliiche zwei- 
ten Grades“ an, die nicht 


aus doppelten Complex- < 


geraden besteht, ganz wie 
bei [111(111)]. Die Con- 
struction des Complexes 
ist wie in jenem allge- 
meineren Fall. — Seien 


iklm die Zahlen 1 23 4, 





4; 


so bedeuten 7,7’, k,k’, 1,1’, m,m’ unsere Directricen. Wie bei[111(111)] 
sind von ihnen vier erfiillt mit singuliiren Punkten, die andern vier mit 
singuliiren Ebenen. FErstere seien i, k,l’, m’, letetere sind dann i’, k’, l, m. 
Wir werden spiiter diese Bezeichnung oft anwenden. — In ikl’m’ 
durehsetzen die Complexkegelschnitte die Ebenen y, = 0 und y, = 0, 


und beriihren dort die singuliren Linien ihrer Ebenen; 7’ k’l m geben 
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die Tangentialebenen der Complexkegel an den betreffenden singuli- 
ren Geraden etc. 

Die Brennfliche der singuliiren Geraden hat sich in 8 Strahlen 
zusammengezogen, von denen je vier in einer Ebene durch einen Punkt 
gehen. Vier von den 8 Geraden enthalten die singuliren Punkte der 
singuliiren Linien, die andern vier die singuliiren Ebenen. Zwei Bii- 
schel von Geraden treffen alle Directricen, sie bestehen aus doppelten 
Complexgeraden. — Der Complex hat 13 Constante. 


11. Die Complexe unter der Form /1(11)(12)] gestalten sich sehr 
einfach. Die Verbindung (12) veranlasst eine ,,doppelte Doppelgerade“, 
ferner (11) zwei Doppelgerade, welche erstere treffen. Der Complex 
hat vier Doppelgerade, die ein windschiefes Vierseit bilden, von denen 
zwei Gegenseiten benachbart sind. Die Singularitiitenfliche besteht aus 
zwei Fliichen zweiten Grades, die sich nach einer Erzeugenden beriih- 
ren, und die noch zwei verschiedene (der andern Erzeugung) gemein 
haben. Der Complex hat 14 Constante. 

Das iibrige Verhalten des Complexes ist wie bei [11(11)(11)] 
(8. 160). Die Construction ist ganz so wie dort; dabei gelten die be- 
nachbarten Doppelgeraden als ein Gegenseitenpaar des Vierseits der 
Doppelgeraden, die nicht consecutiven bilden das andere. — Der friihere 
Complex hatte 15 Constante, darunter eine absolute Invariante; er er- 
laubte also einfach unendlich viele Transformationen in sich selbst. 
Hier hat man 14 Constante, wovon eine absolute Invariante ist; dieser 
Complex erlaubt also zweifach unendlich viele Transformationen in sich 
selbst. 


12. Fir /1(111)2] haben wir die Gleichungen: 
=4,2,°+24,2,4%,+ 2,2? =—0. 
Q = 4,?u,? + 2,2, (4,27, + 4) =O. 
Es ist hier, im Gegensatz zu den vorigen Fiillen, 4, nicht als Null 


angenommen, dafiir aber die dreifache Wurzel 4,. — Die singuliren 
Linien erfiillen insbesondere die Gleichung 2’ — 4, Q = 0, also: 
ay {2 As (As — Ay) a + (2A, — 24) ap =O. 

x, = 0 ist ein specieller Complex, dessen Directrix der Regelschaar 
Ly = X, = 4, =O angehért. Die Regelschaar 7, = 2, = x, = 0, 
welche die eben genannte schneidet, besteht aus doppelten Complex- 
geraden und vierfachen singuliren Linien, d. h.: 

Die Singularitiitenfliche ist eine doppelt zu zthlende Fliche zweiten 
Grades. Alle ihre Tangenten, welche eine bestimmte Erzeugende treffen, 
sind doppelte singuldre Linien. Die Erzeugung unserer Fliiche, die 
sich unter dieser befindet, besteht aus doppelten Compleageraden. Ausser- 
dem hat man noch zwei allgemeine lineare Congruenzen singuldrer 
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Linien, deren Directricen derselben Erzeugung angehiren, wie die schon 
ausgezeichnete Erzeugende. — Der Complex hat 13 Constante. 

Wir haben hier eine directe Degeneration des Falles [111(111)] 
(S. 158) vor uns. Vier von den 8 dort vorkommenden Directricen, 
z. B.1, 1’, 2, 2’, fallen zusammen, also in der zweiten Figur auf 8. 159, 
die Punkte P,, P,', P,, P,'.. Die Kegelschnitte K, und K, beriihren 
sich. Wie von jenem Complex, haben wir also auch von diesem eine 
directe Anschauung und wir kénnen auch diesen einfach erzeugen. Sind 
nur die ausgezeichnete Erzeugende e = (1 1’ 22’) und drei der noch 
iibrigen gegeben, so ist die Construction entweder durch Complexkegel- 
schnitte (wenn gegeben sind ¢, 3, 3’, 4) oder durch Complexkegel (wenn 
e, 3, 3’, 4 gegeben) sehr einfach. (Dabei sollen auch hier 3 und 4 
Reihen singuliirer Punkte, 3’ und 4’ Axen singuliirer Ebenen sein.) — 
Die Transformationen des Complexes in sich selbst sind noch wie bei 
[111(111)}. 

Unser Fall giebt als Degeneration den Fall [1(111)(11)] (8. 168), 
es fallen dann auch noch 3, 3’, 4, 4° zusammen. 

13. Bei der Verbindung /(11)(11) 2] der Elementartheiler werden 
wir nebst der urspriinglichen Doppelgeraden noch vier weitere haben, 
welche diese schneiden. Die Geraden (11)(11) bilden ein windschiefes 
Vierseit, die Gerade 2 soll alle treffen, verbindet also 2 Ecken dieses * 
Vierseits. Die Doppelgeraden haben demnach eine Gruppirung wie 
fiinf Kanten eines Tetraeders. Wir finden das folgende Resultat: 

Die Singularititenfliiche lost sich in eine Fiche zweiten Grades 
mit zweien ihrer Punkte und den Tangentialebenen in diesen auf. Die 
Punkte liegen nicht auf derselben Erzeugenden. Neben diesen Punkten und 
Ebenen hat man noch eine irreducible Congruenz zweiten Grades von 
singuliven Linien, die aus den Tangenten unserer F'liche durch einen 
allgemeinen linearen Complex ausgeschnitten werden, welcher die Kanten 
des windschiefen Vierseits enthiilt. 

Die irreducible Congruenz singuliirer Linien kann auch als Schnitt 
eines allgemeinen linearen mit einem tetraedralen Complex dargestellt 
werden, dessen Tetraeder durch die fiinf Doppelgeraden bezeichnet ist. 

Der Complex erlaubt zweifach unendlich viele Transformationen in 
sich selbst, er ist durch 14 Constanten bestimmt (unter denen eine 
absolute Invariante vorkommt). 

Wir wollen diesen Complex noch mit [11(11)(11)] (S. 160) ver- 
gleichen. Eine der dort auftretenden: Flachen zweiten Grades zerfillt 
in zwei Ebenen und zwei Punkte. Der Vergleich giebt ohne Weiteres 
die Construction dieses Complexes; auf 8. 162 lést sich der Kegel- 
schnitt K, in zwei Gerade auf. — Aus unserm Fall erhalten wir da- 
gegen durch Specialisirung den tetraedralen. Ks lést sich dann die vorhan- 
deneFliiche zweiten Grades auch noch in ein Ebenen- bez. Punktepaar auf. 
Mathematische Annalen, VII. 12 
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14. Der Fall [(11)(112)] verhiilt sich analog mehreren schon be- 
trachteten Fallen. Wir haben die Darstellung: 


2= A, (x," + 2") + #7 = 44, Piz * Psi + ry =0, 
QY=4,? (#,? + 2,”) = 41,7 Mo - Pa - 


Fiir die singuliren Linien hat man p,,—=p,,—0 und p,, = p,, = 0. 
Es sind das zwei doppeltziihlende zerfallende Congruenzen. Ihnen sind 
zwei Biischel doppelter Complexgeraden gemeinsam. 

Der Complex hat zwei Biischel doppelter Complexgeraden. Ihre 
Mittelynmkte und Ebenen (deren Axe dnrch die Mittelpunkte geht) bil- 
den doppelt zihlend die Singularititenfliche; als Liniengebilde geben sie, 
ebenfalls doppelt ziihlend, die singuliiren Linien. Der Complex besitzt 
11 Constante. 

Dieser Complex geht aus [1(11)(111)] (S. 168) hervor, wenn die 


dort auftretende Fliiche zweiten Grades in ein Ebenen- resp. Punkte- 
paar sich auflést. — Aus [11(112)] (8S. 174) geht dieser Fall hervor, 
wenn i und & in A,A,, i’k in A,A,, 1 und m in A, Ay, l’ und m’ 
in A,A, hineinfallen. Die Construction des Complexes iindert sich 
dem entsprechend. — Hinen iihnlichen Fall werden wir ferner spiiter 
betrachten, niimlich [2(112)] (S. 187); die dort auftretenden Directri- 
cen fallen hier theilweise zusammen. 

Die Singularitiitenfliche kann auch hier als zerfallende Fliiche 
zweiten Grades aufgefasst werden. Eine Erzeugung, in Gestalt von 
zwei Biischeln, besteht aus doppelten Complexgeraden. Die Complex- 
kegelschnitte beriihren die beiden Ebenen an zwei bestimmten Gera- 
den (p,. und p,,) ete. 


15. Der letzte Fall dieser kanonischen Form /(111)(12)] ist dar- 
gestellt durch die folgenden Gleichungen: 


Q=A, (472 +24,%,)+2,27=0, Y—A,? (a2+2 4,2) +24,2,2? =0. 


Wir erhalten als Resultat: 

Die Singularititenfliiche ist eine doppelt ziihlende Fliche zweiten 
Grades. Alle ihre Tangenten liings einer bestimmten Erzeugenden sind 
vierfache singulire Linien. Die unter ihnen vorkommenden Erzeugenden 
eweiter Art, x, = 2, = 2%, =, sind doppelte Complexgeraden. Der 
Complex hat 11 Constante. 

In [111(111)] (8. 159) fallen alle Directricen 1, 1’ - - zusammen. 
Wir erhalten als Folge dessen: Die Complexkegelschnitte osculiren die 
Singularitatenfliche vierpunktig an der ausgezeichneten Erzeugenden. 
Ebenso verhalten sich die Complexkegel. — Sind die Fliche zweiten 
Grades und die ausgezeichnete Erzeugende gegeben, so kennt man fiir 
jeden Complexkegelschnitt vier Punkte; eine absolute Invariante be- 
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oa stimmt ihn. Wir sehen so, dass der Complex fiinffach unendlich viel 
Transformationen in sich erlaubt. — Ich unterlasse es, an die Zwi- 
schenstufen von {111(111)] und diesem Fall zu erinnern. 
IV. 
). 
d Dritte kanonische Form. 
P= 4? + 2 + 2,7 + &,? + 2 1%, 
. Q = Aya,? + Aga,? + Ayag? + A, (@;? + 2 2,%,) + 22,2, =0. 


In dieser kanonischen Form hat man einen dreifachen Elementar- 
+f theiler. — Bei einem zweifachen Elementartheiler trat eine Doppel- 
gerade und eine adjungirte auf; hier fallen beide zusammen; man er- 
hilt eine Riickkehrgerade. 


e 
* Von den 7 Fiillen dieser kanonischen Form zerfillt einer und es 
, bleiben die folgenden sechs zu untersuchen: 
Y (1113], [11(13)], [1(11)3], [1(113)], [(11)(13)}, [(111)3}. 
I -_ ; 
: Als Uebergang von den Linien-Coordinaten # zuden p;, hat man 
_ das Folgende: 
1 

t= Prt Ps» a = (P13 — Py) » Uy =P» 
e 
n += ; (Pi2—-Pu),  % = PxrtPr » ty, = 2 Py, 


16. Der erste Fall /7113] besitzt folgende Singularitiitenfliche: 


(A, —Ay) (Yt yy") — Ay AA) (1 Yo— Ys U4?) —4 Ay Ags (V1 Y3— Ys Yo)? 
A (AgAy + Ay Ay — 245 Ay) YY (Yr Ys — Ya Yo) +2 (Ay + Ay — 2 As) 79? =O. 


Die dreifache Wurzel A, ist dabei als Null angenommen. — Die Ge- 
rade y, = y, = 0 ist Riickkehrgerade, denn sie gehért dem Schnitt 
Von Y;Y3 — YY = 0 mit unsererer Fliiche dreifach an. Diese Fliche 
zweiten Grades giebt die Zuordnung der Punkte und Tangentialebenen 
d an der Riickkehrgeraden. 
l Eine niihere Betrachtung der Kegelschnitte der Filiche (welche 
7 die Doppelgerade beriihren) ergiebt das Resultat, dass die F'liche eine 
) Compleafliche ist, deren Leitgerade eine Complexgerade ist*). 

Ks ist eine deutliche Abstufung von [111111], [11112] zu diesem 
Fall sichtbar. — Dieser Complex hat 17 Constante. 


17. Beim Uebergang zu [11(13)] wollen wir im vorigen Fall A, 
Null setzen. Die Singularitiitenfliiche wird: 


*) Vel, Pliicker, Neue Geometrie. 
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(Ay — 42) (Ms) + 84, aI (Ys FH W2) + 2 (Ai FA)? H? = 9. 
Y; =Y, =0 ist hier dreifach auf der Fliiche,-diese also eine Linien- 
fliche. — Die dreifache Gerade ist einfache Axe, hat aber zwei statio- 
nire Tangentialebenen, ferner ist sie einfacher Strahl und hat zwei 
stationire Punkte. Es sind also auf der einfachen Leitgeraden zwei 
Erzeugende zusammengefallen. Der dritte Mantel der Fliche an der 
Doppelgeraden, der nicht iiberall gleiche Richtung hat, ist wie vorhin 
bestimmt durch y, ¥, — y,Y. == 0. — Wir haben: 

Die Singularitiitenfliche ist die allgemeine Gattung X von Cre- 
mona’s Linienflichen*). Der Complex hat 15 Constante. 

Die dreifache Linie der Fliche ist natiirlich nicht dreifache Ge- 
rade des Complexes, sondern ist als die Vereinigung von drei Doppel- 
geraden des Complexes aufzufassen. Diese kann man kurz bezeichnen 
als die Leitgerade und die beiden singuliiren Erzeugenden der Linien- 
fliche (die der ersteren unendlich nahe sind und sie schneiden). 

Dieser Complex hat also drei Doppelgerade, die unendlich nahe 
sind und wo die eine von den beiden andern geschnitten wird. 

Der Beweis dessen liegt darin, dass bei [(11)(13)] S. 182) die- 
selben Doppelgeraden auch auftreten, nebst solchen, die von (11) her- 
riihren, welch letztere aber bekannt sind. 

Unsere stationiiren Ebenen sind y, = 0 und y, = 0, sie sind ver- 
schieden, d. h. man hat hier die allgemeine Fliche X von Cremona. 


18. Auch bei [| 1(11)3] tritt, wie man voraussehen kann, eine Linien- 
fliche auf. Zwei Doppelgerade schneiden eine Riickkehrgerade, d. h. 

Die Singularititenfliche ist eine Linienfliiche mit zwei doppelten 
Leitgeraden und einer Riickkehrerzeugenden, also ein Specialfall von 
Cremona’s Gattung V. Der Complex besitzt 15 Constante. 

Cremona giebt diesen Specialfall ebenfalls an. Es entsteht, wenn 
in seiner Construction der Fliiche die doppelte Erzeugende den Leitkegel- 
schnitt beriihrt. — Es mag hier noch auf [11(11)2] (S. 173) hingewie- 
sen werden, dort hatte man die allgemeine Fliche V von Cremona. 


19. Bei /1(113)] ist gegeniiber dem ersten Fall 4, = A, = 4, = 0, 
was die Gleichungen ergiebt: 
Q=A, 277° +24,27,=—0, Q’ =Ata2+ 2,2 =0. 
Die Congruenz der singuliren Linien zerfillt in 2, = «, = 0 dop- 
pelt zihlend, ferner in: (4,2, + ix,) (4,a, — ia.) = 24,4, —2,=0. 
Die erste Congruenz ist speciell, die andern beiden sind allgemeine 








*) Carl Eichler behandelt in seiner Inauguraldissertation: ,,Vebertragung 


eines Steiner’schen Problems von der Ebene auf den Raum, Gottingen 187), 
besonders die Abbildung dieser Fliiche, 
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lineare. Ihre Directricen liegen in den Ebenen y, +iy,=0, y, —iy,=0 
(welche doppelt zihlend zur Singularitiitenfliche gehéren). Ferner ver-- 


‘ laufen je die beiden, in derselben Ebene liegenden, durch einen und 
r denselben Punkt der Schnittlinie beider Ebenen. Diese Punkte sind 
F ty + iu, =O, u, — iu, = 0. 7 
4 Die untenstehende Figur veranschaulicht die Lage der Directricen 
a“ und die nachfolgende Tabelle giebt ihre Coordinaten. 
Pi ss Pis Py Pia P23 ' 
1 ; *s we BeOS si 
ae | 

- , : . a 
i 1 1 =— § == § 0 24, 
2 1 1 +¢ +6 ° © = zi 

ie ; : 3% 

2 1 1 —i —i 0 ~~ 


1, 1’ sind die Directricen der einen, 2, 2’ der andern Congruenz. 
Die Directrix der doppelten speciellen ist A,A,. Wir haben wieder 
i und k’ erfiillt mit 
singuliren Punkten, 
é’ und & als Axen 
von singuliren Ebe- 
nen etc. 

Zwei Ebenen E, , 
E, und zwei Punkte 
P,, P, ihrer Schnitt- 
linie bilden doppelt 
Ztihlend die Singula- 
ritiitenfliiche. Die Con- 
gruenz singulirer Li- 
nien zerfallt im eine 
doppelt ztihlende, spe- 
cielle lineare, deren 
Directriz die Linie 
E, E, ist, ferner in zwei allgemeine lineare, deren Directricen durch P, 
und P, in E, und E, verlaufen. 

Fiir die Construction des Complexes verweise ich auf [11(112)] 
(S. 174). Man lasse dort i, i, i’, k’ unveriindert, lasse aber 1, m, U’, 
m’ an A, A, heran riicken. Dann hat man auch eine Anschauung 
der speciellen Congruenz A,A,. — Die Construction wird dadurch 
etwas modificirt, bleibt aber im Wesentlichen dieselbe. — Wir kénnen 
auch hier die zwei Ebenen und Punkte als zerfallene Fliiche eweiten 
Grades auffassen, deren cine Erzeugung aus doppelten Compleageraden 
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besteht. — Diesen Fall erhiilt man ferner als eine directe Degeneration 
von [1(111)2] (S. 176). 
Der Complex hat 12 Constante. 


20. Den Fall /(11)(43)] haben wir schon bei [11(13)| erwihnt. 
Man hat hier an der Singularititenfliiche fiinf Doppelgerade. Ein ebe- 
ner Schnitt besteht aus einem Kegelschnitt und zwei Geraden, die sich 
auf demselben schneiden. Wir haben: 

Die Singularititenfliche besteht aus einer Fliche zweiten Grades 
F, mit zweien ihrer Ebenen E, E,, welche eine Erzeugende ¢ gemein 
haben, und den Beriihrungspunkten P,, P, dieser Ebenen. Neben den 
zerfallenden linearen Congruenzen singulérer Linien hat man noch eine 
irreducible Congruenz zweiten Grades, dic aus den Tangenten von F, 
durch einen allgemeinen linearen Complex ausgeschieden wird. Der 
Complex hat 13 Constante. 

Dass man hier /iinf’ doppelte Complexyerade hat, ist evident. Die 
dreifache Gerade der Singularititenfliiche ist als drei unendlich nahe 
doppelte aufzufassen. Das sieht man sehr deutlich bei der Ableitung 


dieses Falles aus dem Fall [(11)(11)2] (8. 177). Dort hat man fiinf 


Doppelgerade, von denen drei in unendliche Nihe riicken, wenn die 
dort auftretenden beiden Punkte der Singularitiitenfliiche in eine Er- 
zeugende von I’, riicken. Dieser Uebergang giebt auch deutlich die 
Gruppirung der drei unendlich nahen Doppelgeraden, ferner die Con- 
struction dieses Complexes. Man erhiilt z. B. das Resultat, dass alle 
Complex-Kegelschnitte und Kegel die I’, an der Erzeugenden e beriih- 
ren (und weiterhin natiirlich in noch einem Punkt, die beiden Ebenen 
E, und F£, aber nur noch uneigentlich). 


21. Der Fall [(111) 3) stellt sich zwischen [(111) 12] und [(111)(12)] 
in die Mitte. Wir haben hier: 

Die Singularititenfliiche ist cine Fléche zweiten Grades F’,, doppelt 
ziihlend. Alle ihre Tangenten, die eine bestimmte Erzeugende e treffen, 
sind dreifach singulir. Die Erzeugenden unter ihnen sind vierfache 
singuldre Linien und doppelte Complexgerade. Es kommt noch eine all- 
gemeine lineare Congruenz singulirer Linien vor, die ebenfalls zwei Er- 
zeugende von F',, und zwar von derselben Schaar wie e, zu Directricen 
hat. Der Complex hat 12 Constante. 

Gegeniiber dem oft genannten Fall [111(111)] (S. 158) fallen hier 
drei Congruenzen zusammen, also z. B. die Directricen 11’, 22’, 33’. 
Wir sehen, dass die Complexkegelschnitte und Complexkegel F’, stimmtlich 
an e dreipunktig osculiren. Fiir alles Weitere sei auf [111(111)] ver- 
wiesen. 
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V. 
Vierte kanonische Form. 


P=27'+2,°4+24,27,+22,%,=—0. 
Q = Aya? + Ag@y? + 2 Asa, x, + 2 As H,%5 + %3* + 4? = 0. 


In dieser kanonischen Form haben wir zwei einfache und zwei dop- 
pelte Elementartheiler. 1n allen Fiillen treten also zwei sich schneidende 
Doppelgerade auf, welche adjungirte Gerade besitzen. — Es kommen 
neun Fiille vor, einer zerfillt, es bleiben fiir die Behandlung die fol- 
genden acht: 


(1122), [11(22)}, (12 (12)), [(11) 22], [(12)(12)], [(112)2], [122], ((11)(22)). 


Es sind hier nur noch zwei allgemeine Fundamentalcomplexe vor- 
handen. Die Directricen x, “,, %;, %, der speciellen bilden ein wind- 
schiefes Vierseit, von dem x, und a, das eine, x, und x, das andere 
Gegenseitenpaar sind. Die beiden Geraden, welche das Vierseit zum 
Tetraeder ergiinzen, sind die Directricen der Complexe x, + ix, = 0, 
“,—ix,=0. — Bei dem Uebergang von den x zu den pj; wollen 
wir setzen: 


0 


Ly = Pio + Pst» vs = Piz vs = Diy» 
. 1 + € ” € 
fy 7 (Diz — Psi) » #y = 2 Py, Hy = 2 Pos - 


22. In dem allgemeinen Fall [1122] hat man: 
Q= A, x,? + A,w,? + 2 Asa,x, + 24? + x,’ = 0 
und fiir die Singularitiitenfliche: 


(Ay —Ay) yy — 4g? (Ay — Ay) (Wy? fn? + Ys?) — 4A Aga? Ys? 
t 4 (A, as Asay — Aya, — AS?) Py? — BA; {45 (A, Ay) — 2A Ag) Wy YoY =0. 


Die Kanten A, A,, A,A, sind Doppelgerade der Flache, A, A, 

und A, A, deren adjungirte. Unter den durch eine Doppelgerade geleg- 
ten Ebenen enthalten, ausser y, = 0, noch je zwei zerfallende Kegel- 
schnitte der Fliche. Sie bestehen aus Punktepaaren, resp. Doppelgera- 
den. Im Vergleich mit [11112] (S. 171) haben wir: 
, Die Singularititenfliiche besitzt vier (konische) Knoten und vier 
Doppelebenen. Vier Verbindungslinien der ersteren sind einfache Ge- 
raden der Fliiche, sie besitzen stationiire Tangentialebenen. Zwei Dop- 
pelgerade der Fliiche, die sich schneiden, treffen je ein Gegenseitenpaar 
des Vierseits der einfachen Geraden. Diese Doppelgeraden  besitzen 
adjungirle Gerade etc.*). Der Complex hat 17 Constante. 

*) Pliicker nennt diese Fliche a. a. O. 8. 339, II. Sie findet sich weiter- 
hin bei Sturm, diese Annalen, Bd, 1V, 8, 269, n. e. 
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Die nebenstehende Figur soll hier der Anschauung zu Hiilfe kom- 
men. Es ist A,A,A,A, das Coordinatentetraeder. Die Doppelgera- 
den sind doppelt gezogen. Die 
Punkte 1234 sind Doppelpunkte, 
12, 34, 14, 23 sind die Geraden 
der Fliche, welche constante 
Tangentialebenen haben, welch 
\ letztere insbesondere auch durch 
F die Doppelgeraden gehen. Aus 
den harmonischen Punktgrup- 
a / pen der Figur sieht man sofort, 
a 3 \ dass die Geraden A,A,, A, A,, 
\ 14, 23 vier harmonische Erzeu- 
\  gende einer Fliiche zweiten Gra- 
‘des sind. Dasselbe gilt fiir _A,A,, 
iM Ay A, A,, 34, 12, d. h. alle Gera- 
den der Fliche und auch die 
beiden adjungirten der Doppel- 
geraden sind auf einer Fliche 
zweiten Grades als zwei Gruppen von vier harmonisch liegenden Erzeu- 
genden gelegen. 





/ 
4. 
” 
o 
\ 


\ 
7 
rd 





Diese Flache kann leicht aus der allgemeinen Complexfliche (8. 172) 
abgeleitet werden. Die letztere habe die Knotenpunkte 11’, 22’, 33’, 
44’, wo allemal ii’ die Doppelgerade und die adjungirte trifft und 
i, 7 zu diesen Schnittpunkten harmonisch liegen. Man lasse 3 mit 4 
und anderseits 3’ mit 4’ zusammenfallen in Punkte der Geraden 12, 
1’ 2’, so dass die Verbindungslinie dieser beiden neuen Punkte die vor- 
handene Doppelgerade trifft. Auf diese Weise erhilt man gerade das 
Singularitiitensystem, welches bei unserer Fliiche vorhanden ist. Um 
die Abstufung von der Kummer’schen Fliche jzu der allgemeinen 
Complexfliiche und zu diesem Fall noch deutlicher zu sehen, muss man 
auf die Gruppirung der 16 Knotenpunkte der erstgenannten Fiche zu- 
riickgehen, was indess nicht geschehen soll. 


23. Der Fall [11(22)) ist der erste vorkommende einer Reihe von 
ganz eigenthiimlichen Complexen. Wir haben die Gleichungen : 


QA, 07 + 4,027 + 4/7 + 4,270. 
Y= (A, x, + ty Hy) (4,4, — Aya) = 9. 
Die singuliren Linien bilden zwei nicht zerfallende Congruenzen 


zweiten Grades. Dem entsprechend treten zwei Fliichen zweiten Gra- 
des als Singularititenfliche auf. In Punktcoordinaten heissen sie: 
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nn? {(4, — ay) y.? — 4 ay ay Ys? + y2)} =O. 
Es ist dies ein Kegel, dessen Mittelpunkt A, ist, und eine Ebene 
durch diesen, welche doppelt zihlt. 

Indem wir die Enveloppe der singuliiren Ebenen aufsuchen, fin- 
den wir: 

vy? {(Ay — dy) 02? — 4 yay (0,7 + 0)F = 0. 
Der erste Factor ergiebt den Kegel.in Ebenencoordinaten , der zweite 
aber einen Kegelschnitt in der vorhin aufgetretenen Doppelebene. Wir 
finden so: 

Die Singularitiitenfliche ist ein Kegel K und ein Kegelschnitt C, 
dessen Ebene E durch den Mittelpunkt M von K geht. Der Kegel- 
schnitt beriihrt die beiden Erzeugenden, die E aus K ausschneidet. Die 
nebenstehende Figur giebt ein Bild dieser 
Verhiiltnisse. — Kegel und Kegelschnitt 
haben zuniichst zwei Erzeugende gemein, 
die fiir den Schnitt doppelt zu zihlen sind. 
Doch sieht man aus der Gleichung des 
Complexes, dass man hier ein ganzes Bii- 
schel von Compiex-Doppelgeraden hat. Die- 
ses Biischel heisst in Liniencoordinaten: 

L, = Ly = L, = X, = 0; es besteht aus den Geraden in der Ebene von 
C durch M. 

Die Congruenz der singuliiren Linien entsteht nun auf die folgende 
Weise. Zuniichst ist dem Kegel K ein linearer Complex zugeordnet, 
der mit seinen Tangenten die eine quadratische Congruenz ergiebt. 
Ein weiterer linearer Complex, der mit dem vorigen in Involution 
liegt, schneidet aus den Treffgeraden von C die zweite Congruenz. — 
Die singuliren Linien sind also nicht etwa die gleichzeitigen Tangen- 
ten an K und C (welche auch zwei irreducible quadratische Congruen- 
zen bilden). Wir kénnen sie vielmehr durch folgende Construction 
erzeugen: Zu K gehdrt in dem ersten linearen Complex ein Kegelschnitt 
in FE durch M. Die Congruenz zweiten Grades seiner Treffgeraden, 
die K beriihren, besteht aus singuliiren Linien. Die zweite Congruenz 
erhilt man auf duale Weise aus C und einem (im zweiten Complexe 
zugeordneten) Kegel, dessen Mittelpunkt M ist*). — Diese Construction 
zeigt, wie die Geraden, die in K durch M verlaufen, aus vierfach sin- 


os, s 






- guliren Linien bestehen (womit sie ohne Weiteres doppelte Complex- 


gerade sind). — Man vergleiche auch diese Construction mit der des 
Falles [11(11)(11)] (S. 164); sie ist im Wesentlichen dieselbe. Eine 
beliebige Ebene trifft K in einem Kegelschnitt C’ und C in den zwei 


*) Vgl. Kummer a. a. O., Siitze XIII und XIV. 
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Punkten P,, P,. Die Complexkegelschnitte gehen durch P, und P, 
und beriihren den Kegelschnitt C’ zweimal etc. 
Der Complex hat 14 Constante. 


Avotr WeIter. 


24. In dem Fall [72(12)| treten drei Doppelgerade auf, wovon 
zwei, (12), unendlich nahe liegen, die dritte, 2, aber beide trifft. 
Wir kommen also hier wieder auf Linienfliichen, und zwar auf Cre- 
mona’s Gattung VI. Gegeniiber dem Fall [111(12)] (S. 172) ist hier 
einfach eine doppelte Erzeugende aufgetreten. Wir finden zu ihr wie- 
der eine adjungirte Gerade, welche beide doppelte Leitgeraden trifft. 
Es wire also auch hier wieder der Beweis zu fiihren, dass man hier 
die allgemeine Gattung VI hat. Der Beweis ist aber ganz derselbe wie 
bei [11(11)2] (S. 173). 

Die Singularititenfliche ist die allgemeine Linienfliiche, die Cre- 
mona als seine VI" Gattung anfiihrt. Sie hat eine Selbstberiihrungs- 
gerade und eine doppelte Erzeugende. Der Complex hat 15 Constante. 


25. Der Complex [7(122)] ist dargestellt durch die folgenden 
Gleichungen: r 


v= a,x? + x,” + x,” = 0 ? Y= 4,72,’ a= (), 


Die Congruenz der singuliren Linien besteht augenscheinlich aus 
zwei doppelt zihlenden speciellen linearen Congruenzen, deren Directri- 
cen (x, -+ ix;, %,—ix;) sich schneiden. In Punktcoordinaten sind 
diese Directricen y, = y, + iy, =O und y, = y, — iy, = 0. — Wir 
haben hier die directe Degeneration des Falles [11(22)] (S. 184). Der 
Kegelschnitt C artet in den doppeltzihlenden Punkt M, der Kegel K 
in die doppelte Ebene F aus. 

Die singuliiren Linien bilden zwei doppelt zdhlende, specielle lineare 
Congruenzen, deren Directricen sich schneiden. Ihr Schnittpunkt ist vier- 
fach ziihlend die Enveloppe der singuliren Ebenen und die ihnen ge- 
meinsame Ebene vierfach ziihlend die Fliiche der singuliiren Punkte. 
Der Complex: besitzt 12 Constante. 

Dieser Fall kann auch als directe Specialisirung von [11(112)] 
(S. 174) angesehen werden. Man stelle sich vor, es fallen dort die 
beiden Ebenen der Directricen, y, = 0 und y, = 0, ebenso die Schnitt- 
punkte A, und A, je unendlich nahe zusammen. In der einen Ebene 
seien ik, ferner /m je vereinigt, ebenso in der zweiten einerseits i’ k’, 
anderseits l’m’. Diese Vereinigung geschieht so, dass ((/) und (é' k’) 
selbst unendlich nahe verlaufen etc. — Indem wir so die Grenzlage 
auffassen, kénnen wir diese Singularitiitenfliiche wieder ansehen als 
degenerirte Fliche zweiten Grades, von der eine Erzeugung aus Doppel- 
geraden des Complexes besteht. 
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26. Der Fall [(11)22] ist durch die Gruppirung seiner vier Dop- 
pelgeraden bemerkenswerth. — Indem wir an Stelle der Gleichung 
Q = 0 nehmen: Q — 4, P = 0, erkennt man, dass die Geraden 
Ly = XL, = 4, —= 2%,—=0, also A,A, und A,A, Complexdoppelgerade 
sind. Ebenso fiihrt Q — 4, P = 0 auf A,A,, Q — 4, P = 0 auf A, A,. 
Die Doppelgeraden A,A,, A,A,, A,A, bilden ein Dreieck, A, A, geht 
durch eine seiner Ecken. — Bis jetzt bildeten allemal vier Doppel- 
gerade ein windschiefes Vierseit. ; 

Die Congruenz der singuliren Linien zerfillt in eine lineare, deren 
Gerade eine Ebene und einen darin liegenden Punkt erfiillen, und eine 
vom dritten Grad. — Dem entsprechend lost sich die Singularitéten- 
fliiche auf in eine allgemeine Linienfliiche dritten Grades mit einer threr 
Doppeltangentialebenen und dem in derselben liegenden Doppelpunkt. — 
Der Complex hat 15 Constante. 

Beim Uebergang von [(11)112] zu diesem Fall mégen wir uns 
vorstellen, dass dort die Ebene der Doppelerzeugenden (der Cremona’- 
schen Gattung V) mit der einen doppelten Leitgeraden und der Schnitt- 
punkt der doppelten Erzeugenden mit der andern doppelten Leitgeraden 
sich als Fliiche ersten Grades absondern. 


or 


27. In dem Fall {(172)2)] wollen wir ausgeiien von: 


Q =2 A, a2, + a? + 22 = 0. 
Q’ = 2 Aza, (x; + A3x,) = 0. 


Zuniichst haben wir doppelt als singuliire Linien zihlend die Con- 
gruenz «, =x, =, resp. pj3 = p,,—=0. Diese bilden ein Strahl- 
biindel und ein Strahlfeld. Eine weitere Congruenz zweiten Grades 
ist: (w, + ¢ #,) (a, —ea,) = x, + 4,”,—0, also das Product von 
zwei speciellen linearen Congruenzen, deren Directricen sich treffen. 
— Doppelte Complexgeraden sind x, = 7,=«,—0. Sie bilden zwei 
Biischel. 

Der Complex besitzt eine doppelte Ausnahmeebene und einen in thr 
liegenden doppelten Ausnahmepunkt. Beide bilden doppelt zihlend einen 
Theil der Singularitiitenfliche, ebenso doppelt zdhlend eine Congruenz zwei- 
ten Grades von singuldren Linien. In der Ausnahmeebene durch den . 
Ausnahmepunkt geht eine Gerade, welche sowohl die singuldren Punkte, als 
auch die singuliiren Ebenen dieser singuléiren Geraden bestimmt. — In 
einer weiteren Ebene durch den Ausnahmepunkt hat man zwei Gerade, 
Directricen von zwei speciellen linearen Congruenzen singuldrer Linien, die 
durch einen Punkt der Ausnahmeebene gehen. Dieser neue Punkt und 
diese neue Ebene gehiren ebenfalls doppelt zihlend zur Singularitaten- 
fliiche etc. Der Complex hat 12 Constante. 

Die Consplexkegelschnitte beriihren die Ebene (x,7,) an 2, und 
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durchsetzen (x,2,) an den beiden genannten Directricen. Man ver- 
gleiche diesen Fall mit [11(112)] (S. 174). Man lasse dort die Direc- 
tricen i und & in A, A, hineinfallen, ferner i’ und k’ in A, A, riicken. 
Die andern bleiben ungeindert. 


28. Eine einfache Abstufung ist: [11(11)(11)], [1(11)(12)], 
[(12)(12)]. Zuerst ist die Singularitiitenfliche das Product von zwei 
Flichen zweiten Grades, die ein windschiefes Vierseit gemein haben. 
Dann riicken in diesem zwei Gegenseiten zusammen. Bei dem nun 
zu betrachtenden Complexe [(12)(12)] thun das beide Paare: 

Die Singularititenfliche besteht aus zwei Flachen zweiten Grades, 
die sich nach zwei sich schneidenden Erzeugenden beriihren. Der Com- 
plex hat 13 Constante. 

Die singuliiren Linien verhalten sich sehr einfach. Fiir sie finden 
wir das Folgende: 

Die singuliiren Linien bilden zwei irreducible Congruenzen zweiten 
Grades. Die erste wird aus den Tangenten "der einen F’, durch einen 
speciellen linearen Complex ausgeschnitten, dessen Directrix durch den 
Schnittpunkt der beiden doppelten Doppelgeraden in deren Ebene ver- 
liuft. Die zu diesen drei Gercden harmonische ist ebenfalls Directria 
eines speciellen Complexes, der mit den Tangenten der zweiten Fliche 
die zweite Congruenz ergiebt. 

Man erkennt, dass beide Congruenzen ein Biischel gemein haben. 
Dasselbe hat als Mittelpunkt und Ebene den Schnittpunkt und die 
Ebene der beiden Erzeugenden, nach denen sich die F’, beriihren. 
Dasselbe ist Biischel von doppelten' singuliiren Linien, die einfache Com- 
plexgerade sind. 


29. In dem Fall [(11)(22)] hat man: 
Q=A4, (#?+ 2,2) + 2,2 + 4,7=—0, WHA? (*?+ 2,7) =0. 


Die singuliren Linien werden aus den speciellen Complexen x,-++ ix, =0, 
x, — ix, =, deren Directricen sich schneiden, durch x, + ix, = 0, 
x, — ix, =, die ebenfalls speciell sind, ausgeschnitten. Drei dieser 
. Directricen liegen in einer Ebene und drei gehen durch einen Punkt ete. 
— Wir erhalten eine doppelte und zwei einfache Ausnahmeebenen, fer- 
ner je damit vereinigt einen doppelten und zwei einfache Ausnahme- 
punkte. — Damit hat man die singuliiren Linien und die Singulari- 
tatenfliche vollstindig. 

Man vergleiche mit [11(22)] (S. 184). Der dort genannte Kegel- 
schnitt zerfillt hier in ein Punktepaar, der Kegel in ein Ebenenpaar. 
Der Complex ist wie jener zu construiren. Die Complexkegelschnitte 

beriihren die doppelte Ausnahmeebene an einer bestimmten Geraden, 











- 
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nin'‘ich an der Verbindungslinie der beiden einfachen Ausnahme- 
punkte ete. Der Complex hat 12 Constante. Das Biischel der Gera- 
den in der Doppelebene durch den Doppelpunkt besteht auch hier aus 
doppelten Complexgeraden. Eine weitere doppelte Complexgerade in der 
doppelten Ausnahmecbene, die nicht durch den doppelten Ausnahmepunkt 
geht, ist die Verbindungslinie der einfachen Doppelmmkte. Ebenso ge- 
hirt die Schnittlinie der cinfachen Ausnahmeebenen . doppelt dem Com- 
plexe an. 

Das Letztere ergiebt sich sofort, wenn man in Q die zweifache 
Wurzel A, gleich Null setzt und die vierfache 4, als von Null verschie- 
den annimmt. 


Vi... 
Fiinfte kanonische Form. 


> 2 2:4 ‘ _ 
P=27+2/+24,%,+2 2,7, =—0. 
Q = Aa? + A,w? 4+ 2 a0, + 2? = 

In dieser kanonischen orm kommt ein vierfacher Elementartheiler 


vor. Die vierfache Wurzel, die zu ihm gehért, ist hier als Null an- 
genommen. 


Es kommen keine zerfallenden Complexe vor; wir haben die fol- 
genden vier Moglichkeiten: 
[114], [1(14)j, [(11)4), [(114)]. 
Die Form P geht in die Bedingungsgleichung der Coordinaten p;; 
iiber bei folgender Substitution : 


oo am > wae , ee 
2 = Py + Pas» #y = Pris » t—=2 py, 


2 1 5 an 
os Seeder (Piz — P31) » t= 2 Py , Us, = Pos - 


30. In dem Fall /114] haben wir die Singularitiitenfliche: 


(Ay — Aa) ys! — 4 ys? + 8 Ay Ay Ys? Yo + 4 (Ai + Ao) os? M4 
—8 (A, — Ay) IF YW + 164, a, y Py? = 

Y; = Y, = 0 ist Doppelgerade, y, = y, = y, = 0 dreifacher Punkt. 
Die Kegelschnitte beriihren die Doppelgerade im dreifachen Punkte ete. 

Die Singularititenfliche ist die Complexfliche, deren Leitgerade 
(im allgemeinen Complex zweiten Grades) eine singuliére Complexgerade 
ist. Diese Gerade ist die einzige Doppelgerade des Complexes, der 16 
Constante besitet. 


31. Fir 4, = 0 erhiilt man aus dem vorigen Fall /1(14)]. Die 
Singularitiitenfliiche ist: 
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Ys" (Ay ys? — 494") + 8 4,4? (Ys — Ye) = 9. 
Die Gerade y, = y, = 0 ist dreifach geworden, die Fliiche also 
eine Linienfliiche. Es ergiebt sich: 
Die Singularititenjliche ist derjenige Specialfall von Cremona’s 
Gattung X, bei dem die beiden stationtiren Tangentenebenen zusammen- 
fallen. Der Complex hat 14 Constante. 


Cremona erzeugt die allgemeine Gattung X durch eine ebene 
Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt und eine Gerade, welche durch 
den Doppelpunkt geht. In diesem Fall ist aus dem Doppelpunkt eine 
Spitze geworden. 


Wie [11(13)] (S. 179) hat auch dieser Complex drei wnendlich 
nahe Doppelgerade. Sie sind dargestellt wie bei [11(13)] durch die 
Leitgerade und die singuliren Erzeugenden der Linienfliiche. (Nur 
die gegenseitige Lage ist anders, da hier diese beiden Erzeugenden 
zusammenfallen ). 


$2. In dem Fall /(17)4] hat man: 


Die Singularititenfliche besteht aus der allgemeinen Linienfliiche 
dritten Grades und einer ihrer Cuspidalebenen mit dem darin liegenden 
Cuspidalpunkt. Der Complex hat 14 Constante. 

Die vier Doppelgeraden des Complexes haben eine Anordnung wie 
bei [(11)22) (S. 187). Zwei sind in einer Ebene unendlich benach- 
bart, eine dritte liegt in ihrer Ebene und geht nicht durch den Schnitt- 
punkt, die vierte thut das Umgekehrte. 


$3. Fiir /(114)/ hat man: 
Q = 2 VD, +- 2? == () : Q’ = y Uo, ==, 


Die singuliiren Linien bestechen aus der dreifach zihlenden zerfal- 
lenden Congruenz x2, = “%,=0 und aus der allgemeinen linearen 
“,=2,=0. Die beiden Biischel x, = «, = x, = 0 bestehen aus dop- 
pelten Compleageraden, sie geben doppelt zihlend die Singularititenfliiche. 
Der Complex hat 11 Constante. 


Vergleichen wir mit [1(113)] (S. 180). Die Congruenz 2, 2’ falle 
dort in die doppelt ziihlende specielle hinein; 1, 1° lasse man unver- 
iindert. Man findet so, dass die Complexkegelschnitte die Ebene, 
welche dreifache singuliire Linien enthilt, an der Schnittlinie unserer 
beiden Ebenen beriihren, die andere aber an einer bestimmten Ge- ~ 
raden in bekannter Richtung durchsetzen, Das Duale gilt fiir die 
Complexkegel. 
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VI. 


Sechste kanonische Form. 


P=47+24,07,+2a,7,+2,2=—0. 
Q=4,4,°+4+ 2 4,2,4, + 4,2 +2 a,7,=0. 

Man hat hier einen einfachen, einen doppelten und einen dreifachen 
Elementartheiler. Die dreifache Wurzel ist in Q als Null angenom- 
men. Es kommen die folgenden fiinf Fille vor, von denen keiner 
einen zerfallenden Complex ergiebt: 

(123},. (1(23)], [2(13)], [123], [(123)]. 
Durch die folgende Substitution wollen wir in die p;, transfor- 
miren: 
1 
&, = — (Pyy — Psa) » t= Pr3> Uy= Pr» 
t= Pi2+ Par» a ams 2 Py ? X% =2 My, . 

34. Die Singularitiitenfliiche des Falles [723] hat dié folgende 
Gleichung: 
= 4A YP Ys FAA, A? (Uy Y2— Ig Ya)? HF BAy (Ay — 42) Ys (Ys Yo — Ys) 

+4 (4, —4,) 4,729? =O. 


Wir sehen, dass y, = ¥, = 0 Doppelgerade, y, = y, = 0 die zu ihr 
adjungirte, y, = y, = © endlich Riickkehrgerade ist. Wir suchen 


wieder die zerfallenden Kegelschnitte und finden: 

Die Singularititenfliiche besitet eine Doppelgerade mit adjungirter ° 
Geraden und eine Riickkehrgerade, welche die adjungirte trifft. Die 
Verbindungslinie der zwei conischen Knoten der Fliche trifft die Doppel- 
gerade und gehirt der Fliiche an; ferner gehen durch die Knoten noch 
zwei Geraden der Fliiche, die wie 


die eben genannte Gerade constante \ / A, 
Tangentialebene haben. Der Com- \ 2 rs \\Z 
plex hat 16 Constante. re / \’ % 

Die Lagenbeziehung der Ge- / : or. 
raden der Fliiche ist durch die ‘_/ f° BS \ a 
nebenstehende Figur deutlich ge- yan " /.. en A, 
macht. A, 4, ist die Riickkehr-  / A; Sai \. f 
-gerade, A, A, die Doppelgerade, ia \f 
A, A, die adjungirte. 2 und 3 hs, \ /* . 
sind conische Knoten. 23 ist eine Past 


einfache Gerade der Fliché, sie 
trifft Doppelgerade und adjungirte Gerade, ihre constante 'Tangentialebene 
geht durch A,A,. — Die Geraden 4,A,, 24, 4,A,, 13 sind vier harmo- 
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nische Erzeugende einer Fliiche zweiten Grades, der auch 4, A, und 23 
angehéren. — Man stelle sich in [1122] (S. 183) vor, dass die Punkte 
1 und 4 in A, A, fallen. Die adjungirte von A,A, riickt mit heran 
und macht die Doppelgerade zur Riickkehrgeraden. 


35. In dem Fall /7(23)] haben wir: 
Q=A 227+ 2,2+ 22,2,, Y=APZa?2+ae2—0. 

Die Geraden 2, = x, = 7, = 2, = 0 bilden in y, = 0 ein Biischel 
durch den Punkt 4,, bestehend aus doppelten Complexgeraden. — 
Aus Q =0 werden die singuliiren Linien durch zwei allgemeine, in 
Involution liegende lineare Complexe ausgeschieden. Dem entsprechend 
zerfallt auch die Singularitiitenfliiche. In Punkt- und Ebenencoordina- 
ten erhalten wir: 

Wn? (YW? + 4 AH Ys — 4 4,y,?) = 0, 

02? (vy? — 4 Ay 0,0, — 4 a, Vy) = 0. 


Die Singularititenfliche zerfillt in einen Kegel und einen Kegel- 
schnitt, welch’ letzterer in einer Tangentialebene des ersteren liegt und 
die Erzeugende des Kegels, die in seiner Ebene liegt, an der Kegelspitze 
beriihrt. Dem Kegel und dem Kegelschnitt sind lineare, in Involution 
liegende Complexe zugeordnet , die aus ihren Treffgeraden , bez. Tangenten 
die singuliiren Linien ausschneiden. Der Complex besitet 13 Constante. 

Dieser Complex verhilt sich wie [11(22)] (S. 184). Die Con- 
struction ist noch genau dieselbe, nur die gegenseitige Lage von C 
und .K hat sich veriindert. 


36. In dem Fall /2(13)] tritt wegen 2 eine Complexdoppelgerade, 
wegen (13) aber treten drei solche auf, die unendlich benachbart 
sind, Wir finden das Folgende: 

Die Singularititenfliche ist die Cayley’sche Linienfliiche dritten 
Grades mit einer Ebene ihrer Doppeldeveloppabeln und dem zu dieser 
gehirenden Punkt der Doppelgeraden. Der Complex hat vier Doppel- 
gerade, er hat 14 Constante. 

Die Doppelgeraden bilden augenscheinlich zuniichst in der Doppel- 
tangentialebene ein ausgeartetes Dreieck und die vierte geht durch 
eine seiner Ecken. Man vergleiche die Fiille: [(11)22) (S. 187) und 
((11)4] (S. 190). 


37. Fiir den Fall /(12)3] ergiebt sich das folgende Resultat: 

Die Singularititenfliche ist eine Linienfliiche mit einer Selbstberiih- 
rungsgeraden und einer Riickkehrerzeugenden, also ein Unterfall von 
der Gattung Cremona VI. Der Complex hat drei Doppelgerade wid 
14 Constante, 
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38. Sehr einfache Verhiiltnisse sind bei /(123)/. Es ist: 
Q=2,+24,4,=—0, ‘=2,7%=0. 


Die Geraden x, = x, = 0 bilden den Ausnahmepunkt A, und die 
Ausnahmeebene y, =0. Diese Linien sind doppelte singuliire. Diejeni- 
gen von ihnen, die in y, =0 durch A, gehen, sind vierfach singulir. 

Der Complex: besitat cin Biischel von doppelten Compleageraden: sein 
Mittelpunkt ist vierfach zdhlend die Enveloppe der singuliren Ebenen 
und seine Ebene ebenfalls vierfach zéhlend der Ort der singuléren 
Punkte. Die Zahl der Constanten ist 11. 

Vergleichen wir hiermit [1(122)} (S. 186), Hs riicken dort die 
Directricen der speciellen Congruenzen in eine Gerade gy zusammen. 
Sei FE die Ausnahmeebene, P in ihr der Ausnahmepunkt, so liegt 
in F und geht durch P. Alle Complexkegelschnitte beriihren / an g, 
die Complexkegel g in P. 


Vill. 


Siebente kanonische Form. 


PS U2 13%, + 1, = PyoPoy HF Pis * Pao + Pir * Pos = O 

Q= 241,2,2, + 24, 4,2, + 2 d,0,4, + 47+ x? + 2,2? =O. 

Ks sind drei zweifache Elementartheiler vorhanden. Damit treten 
drei Doppelgerade auf, die sich alle schneiden, die also entweder in 
einer Ebene ein Dreieck bilden, oder durch einen Punkt gehend ein 
Trieder bilden. Das sehen wir auch bei Q. Ersetzen wir dort die 
drei quadratischen Glieder durch p,,”, p,;°, p,,°, so tritt der erstere 
Fall ein, da die Directricen p,, etc. diese Doppelgeraden sind. Setzen 
wir dagegen p,,?, Pjo?, Po? hin, so haben wir den zweiten Fall. Wei- 
terhin werden wir iiberall diese zwei dual gegeniiberstehenden Még- 
lichkeiten auseinanderhalten. 

Es gehéren die folgenden drei Gattungen hieher: 

[222], (2(22)], [222]. 
39. In dem ersten Fall, /222/, haben wir: 
(A.) Die Doppelgeraden licgen in einer Ebene. Ks ist: 
Q = 2d, Dio Psy + 244 D3 Ppp +P” + Ms? + DP =O. 

Die Directricen von p,,=0 ete. sind Complexdoppelgerade. Sie 
machen die Ebene y, = 0, in der sie liegen, zur Ausnahmeebene. Die 
noch bleibende Flache dritter Ordnung, vierter Klasse hat die Glei- 
chung: 


1 {y?— Ag Yo? — 4, Y3° — (Ag — Ai)?y et — 2A, A, (A, — 41) 29344 = O. 
Die Untersuchung der Kegelschnitte der Fliiche, deren Ebenen durch 


Y; = Y¥, = 0 ete. gehen, ergiebt das Resultat: 
Mathematische Annalen, VII, 13 















194 Avoter Weiter. 


Die Singularititenfliiche ist die bekannte Fliiche dritter Ordnung 
vierter Klasse mit vier conischen Knotenpunkten (deren 6 Verbindungs- 
linien einfache Geraden der Fliiche mit constanter Tangentialebene sind). 
Als ergiinzende Ebene kommt die Ebene der drei Doppelaxen (die im 
Peniaeder der Fliiche ausgezeichnete Ebene) hinzu. 

(B.) Die drei Doppelgeraden gehen durch einen Punkt. Es ist: 

QS 2A, yo» Pgy H 2 4213 * Pte + Ps? + Pir? + Dos? = 0. 

Wir haben hier vollstiindig den dualen Fall des Vorigen. 

Die Singularitiitenfliiche besteht aus einem Punkt und einer Fiche 
vierter Ordnung, dritter Klasse, welche drei Doppelgerade besitet, die 
sich in einem dreifachen Punkt treffen. Sie besitzt ausserdem vier Doppel- 
ebenen etc. und ist die sog. ,,Steiner’sche Fliche“ (,,rimische Fliche 
von Steiner“). Ihr dreifacher Punkt ist der ergiinzende Complex- 
Ausnahmepunkt. 

In beiden Fiillen, A. und B., hat der Complex 16 Constante. 


40. Setzen wir im vorigen Fall eines der 4 Null, oder beide 
einander gleich, so erhalten wir fiir den Fall /2(22)]: 

(A.) Die Singularititenfliche ist ein Kegel zweiter Ordnung K mit 
einer doppelt ziihlenden Ebene E durch seine Spitze P. Als Klassenfliche 
hat man zu betrachten: P doppelt ziihlend und zwei Punkte P,, P, der 
in E liegenden Erzeugenden von K. Das Biischel von Geraden durch 
P in E besteht aus doppelten Complexgeraden. 


Die singuliren Linien sind: 
= = (Pi3 + Py) (Mis — (Py) = O- 
Psy = Pie? + D3? + Pi” = 0. 

Diz ersten beiden Congruenzen geben P,, P, und doppelt die Ebene 
7. E. (Die Geraden in E sind also doppelte 
singulire Linien, einfache Complexgerade, 
ff ausgenommen das Biischel durch P.) Die 
* ae | zweite Congruenz besteht aus den Geraden 
7 a des speciellen Complexes p,, 0, -welche 
co ee 2 die Ebene E (y, =) in einem Kegelschnitt 
Ps : (y.? + y,? + y,? = 0) treffen (s. Fall [(222)]). 
- ; Die Construction des Complexes ist sehr ein- 

Sf fach. 

’ (B.) Die Singularititenfliche besteht dop- 
pelt zdhlend aus der Ebene TT und zwei EbenenTI,, T,. Als Klassen- 
gebilde hat man dagegen einen Kegelschnitt C in TT, den TI, und TI, be- 
riithren, ferner einen Punkt E, in dem sich die drei Ebenen TV schnei- 
den, leteteren doppelt zdhlend. 
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Die singuliren Linien bestehen aus den Geraden in TT, und TI,, 
ferner aus denen in TT doppelt zihlend. Eine weitere Congruenz 
zweiten Grades (eine irreducible) wird 


gebildet durch die Geraden, welche die MPs 

Verbindungslinie der Beriihrungspunkte | 

von TT, und TI, mit C treffen, und “SR ia > 
ausserdem einen Kegel (v,?-+-v,?+ v,?=0) Ge oS 


beriihren. Die Mitte dieses Kegels ist’. \ ~<A ee 
Die Ebene TT ist die auf ihn beziigliche \ wae ht 


Polarebene fiir die Gerade (TT, , TT,). Er ( é “4 
bertihrt ferner die Geraden TITT, und = \\ oe al 
eo 
TTTT, in den Beriihrungspunkten der- \ —— 
selben mit C ete. Ww . 
Der Complex hat ein Biischel von . \pr 


Doppelgcraden. Diese liegen im Fall (A) 
in E und gehen durch P, bei (B) gehen ste durch / und liegen in TT. 
Die Geraden P, P, und (TT,TT,) sind ebenfalls Doppelgerade des Com- 
plexes und der Singularitiitenfliche. — Der Complex hat 13 Constante. 
Man vergleiche die Complexe mit [11(22)] (S. 184). Bei (A) zer- 
fallt dort der Kegelschnitt in zwei Biischel, bei (B) der Kegel. Nimmt 
man im letzteren Fall C als imaginiren Kugelkreis, so stehen in un- 
serm gewdhnlichen Raum TT, und TT, zu einander senkrecht. Diese 
Specialisirung kommt in der Mechanik vor*). Der Complex hat die Be- 
weglichkeit des tetraedralen, er lisst dreifach unendlich viel Trans- 
formationen in sich zu. 


41. Der noch einzig zu behandelnde Fall ist /(222)/. 
(A.) Q=p."? +3? +p. =9, Q’=0. 
Da Q’ = 0 ist, so ist jede Complexgerade singulair, dex Complex ist 
speciell. — Kine Raumgerade p,, trifft bekanntlich die Coordinatenebene 
y, = 0 in dem Punkt: 
Yo *Y3 UY, = Pio? Pis * Pius- 

Q = 0 sagt also, dass alle Complexgerade die Ebene y, = 0 in Punkten 
des Kegelschnittes y,? + y,? + y,? =0 (y, = 0) treffen. D. h.: 

Der Complex besteht aus allen Treffgeraden eines Kegelschnittes. 
Derselbe bildet doppelt ztihlend die Singularititenfliche. Alle zweifach 
unendlich vielen Geraden in der Ebene des Kegelschnittes sind Complex- 
Doppelgerade. (Die Tangenten des Kegelschnitts sind unter ihnen nicht 
weiter ausgezeichnet.) 

(B.) Durch duale Uebersetzung des Vorigen erhalten wir: 


*) Man vergleiche u. A. Chasles, Comptes rendus, 1843. 
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Avotr Wermer. 


Der Complex besteht aus allen Tangenten eines Kegels. Alle Ge- 
raden durch den Mittelpunkt desselben sind doppelte Complexgerade. 
Diese beiden Complexe haben 8 Constante. 


























IX. 


Achte kanonische Form. 
P= 2, + 24,4, + 24,2, + 4,2 =O. 
Q = Az? + 2 2%, + 2 52, = 0 a 


Es kommt ein /fiinffacher Elementartheiler vor. Wir haben hier 
die folgenden zwei Fiille. 


(15), [(15)) . 


Als Substitution der x in die p;, wiihlen wir die folgende: 


1 , ; 
5 = = (Dio — Psi); t= Diz, vs = Pry 
©, = (Pio + Psa) ; %y = 2); a, = 2 pos , 
42. Der Fall /75/ wird uns iiber den Einfluss eines fiinffachen 
Elementartheilers Aufschluss geben. — Die Singularitiitenfliche wird: 


Ay Yg! — ZY? Yy— 2A, Ys? YA A YY oF VWI YW Ya Ay WYP =O. 
Y; = ¥, = ist doppelt auf der Fliche, y, = y, = y, =O dreifach. 
y, = 0 ist stationire Tangentialebene an der Doppelgeraden. Dieses 
Verhalten ist noch wie bei [114] (8. 189). Es giebt jedoch hier nur 
noch einen conischen Knoten. In.{114] lasse man einfach einen 
Knoten in den dreifachen Punkt hineinriicken, so hat man diese Fliche. 

Die Singularititenfliche ist eine Fliche vierter Ordnung. Dieselbe 
besitzt eine Doppelgerade, auf ihr einen dreifachen Punkt, lings ihr eine 
stationdre Tangentialebene. Es kommt noch ein conischer Knoten vor, 
dessen Verbindungslinien mit dem dreifachen Punkt einfache Gerade der 
Fliche mit stationdrer Tangentialebene ist. Diese letztere Ebene enthiilt 
auch die Doppelgerade etc. — Der Complex besitet 15 Constante. 


43. Fiir /(15)/ ist oben 4, = 0 und es tritt das Folgende ein: 

Die Singularititenfliiche ist eine Cayley’sche Linienfliche dritten 
Grades mit deren stationirer Ebene und deren stationiirem Punkte. Der 
Complex besitzt 13 Constante. 

Der Complex besitzt vier unendlich nahe liegende Doppelgerade. 
Sie bilden ein Dreieck, die vierte geht durch eine seiner Ecken. Dies 
Verhalten ist wie bei [(1)14] (S. 189); nur riickt die eine dort unter- 
schiedene Doppelgerade den drei andern unendlich nahe, da man hier 
die Cayley’sche Linienfliche hat. 
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X. 


Neunte kanonische Form. 


P= 4, Hy + gag + LyX = Pyy + Pog + yz * is + Pre * Pay = 9. 
‘ Or es Dw» - or came 
QLQ= 24, aX, 4, + x? + 24,0, + 4? =O. 
Ks kommen hier ein zweifacher und ein vierfacher Elementartheiler 
vor. (Die zum letztern gehdérige vierfache Wurzel ist hier als Null 


angenommen.) — Wir haben die zwei Méglichkeiten: 
[24], [(24)] 
44. In dem Fall /24/ hat man einen Ausnahmepunkt. Er ist: 
Ly =v, = @, =O, resp. Ppp = Pyy = Py =. Eine Ausnahmeebene 


tritt jedoch nicht auf. Wir erhalten also auch hier zwei sich dual 
gegeniiberstehende Complexe. Zunichst erhalten wir bei obenstehen- 
dem Q die Singularitiitenfliche : 


(Ae) Ay yy? yo” — 2A YY? YW, +24? Mos? + Yo? yy? + yt = 

Die Singularititenfliche ist vierter Ordnung, dritter Klasse, sie hat 
zwei Doppelgerade, die sich in einem dreifachen Punkt schneiden. Eine 
von thnen besitet eine stationdire Tangentialebene, die zweite hat eine 
adjungirte Gerade, welche die Vorige trifft. Der ergénzende Theil nullter 
Ordnung erster Klasse ist der dreifache Punkt. 

Man sieht deutlich, wie diese Fliiche zwischen {114] (S. 189) und 
[(11)4] in der Mitte steht. Sie ist eine der Pliicker’schen Meridian- 
fliichen*). 

(B.) In dem dualen Fall des vorigen erhalten wir fiir die Singu- 
larititenfliiche in Ebenencoordinaten v eben die vorige Gleichung, statt 
y; tiberall v; gesetzt. In Punkt-Coordinaten dagegen schreibt sie sich: 


Ys {Ys (Mi — Ay)? + 2 y(Aryy? — Ys )$ an G. 

Die Discussion dieser Gleichung giebt: 

Die Singularititenfliche besteht aus einer Ebene und emer Fliche 
dritter Ordnung, vierter Klasse. Letetere besitzt einen biplanaren Knoten 
und zwei conische. Die Seiten des durch diese gebildeten Dreiecks sind 
einfache Geraden der Fliche mit stationiren Tangentialebenen. Eine 
Gerade durch den biplanaren Knoten ist ebenfalls einfache Gerade, null- 
fache Axe der Fliiche. Eine fiinfte Gerade endlich trifft diese letztere und 
die Verbindungslinie der conischen Knoten und ist einfacher Strahl und 
Doppelaxe dev Fliiche. Die erginzende Ebene geht durch den iplanaren 
Knoten und die viertgenannte Gerade. 


*) Unter den Modellen von Eigel, Sohn, in Céln (,,Modelle der Pliicker’- 
schen Flichen‘’) ist sie die Nr. 24, 
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Avote WEILER. 


Macht man alle Knoten zu Coordinatenecken, so erhiilt man als 
kiirzere Gleichungsform dieser Fliche: 
(Yi — Ys) ¥P FAM YY; = O- 

Diese Fliche kann kurz bezeichnet werden als Gattuny VIII von 
Schlafli’s Fléchen dritter Ordnung.*) 

Der Complex hat 15 Constante. In beiden Fiillen erhailt man aus 
Q=0 die beiden Doppelgeraden, wenn man das eine Mal die vier- 
fache Wurzel 4,, das andere Mal die doppelte 2, als Null annimmt. 































45. Fir /(24)] ist im vorigen Fall 4,0 zu nehmen. Wir 
erhalten fiir die Singularitatenfliche 

(A.) y7(y.? + y,7) = und: v,?(0,? — 2v,0,) = 0. 

Das ist ein Kegelschnitt C mit cinem seiner Punkte P doppelt zdh- 
lend, und mit zwei seiner ‘angentialebenen E,, E, durch P. 

Fiir die singuliren Linien erhiilt man: 

Pra = Div HF 2 Pes Par = 98> Par = Pu HF Pre) Dy — Dg) = O- 
Die erste Congruenz bestcht aus denjenigen Treffgeraden unseres Kegel- 
sehnitts C, welche die Gerade A, A, (s. die Figur) treffen. Die zweite 
besteht aus den zwei Ebenen E,, E,, 
; ferner doppelt ziéihlend aus den Geraden 

le durch P. — Das Biischel der Geraden 

de durch P in der Ebene von C besteht aus 
doppelten Complexgeraden. (Die Ebenen 
E,, E,, die Kegelschnittebene und y, =0 
liegen harmonisch.) 
°A, Die Complexkegelschnitte werden 
von den Geraden der ersten Congruenz 
an C' beriihrt. In jeder Ebene hat man, 

. ! wenn die Singularitiitentliche bekannt 

& : J ist, fiir den Complexkegelschnitt sechs 


AB 








P¥4 bekannte ‘Tangenten, niimlich die vier 
singuliren Linien und von zweien die 
Beriihrungspunkte. Der Complex ist damit sehr einfach construirbar. 
— Man erkennt die Aehnlichkeit mit fritheren Fallen z. B. mit |11(22)} » 
(S. 184). 
(B.) Die duale Uebersetzung des Vorigen giebt: 
Die Singularititenfliche besteht aus einem Kegel K mit einer seiner 
Tangentialebenen TT doppelt ziihlend und mit zwei Punkten E,, E, der 
Erzeugenden in TT. 


*) Vgl. die Abhandlung von Schlii!i in den Phil, Transactions 1863, vol. 153. 
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Die singuldren Linien sind: 


P31 = P23” + 2 Pj * Pis =%, Pys = (Pos + D514) (Dog —- 1Dyy) = 0. 
Die erste Congruenz besteht aus denjenigen Tangenten unseres Kegels 
K, welche cine feste Tangente p,, treffen. 
Diese Tangente liegt in TT und trifft die Er- 
zeugende E, E, des Kegels in einem Punkt, 
der zur Kegelspitee in Bezug auf E, und E, 
harmonisch liegt. Die zweite Congruenz be- 
steht aus allen Geraden, die in TI liegen (die- 
selben ziihlen doppelt), sowie aus denjenigen, 
die durch P, oder P, gehen. 

Wie vorhin die Geraden durch P sind 
hier die Geraden in TT dreifache singuliire 
Linien und einfache Complexgerade. Das 
Biischel der Geraden in TT, die durch den Beriihrungspunkt von p,, 
mit K gehen, besteht aus doppelten Complexgeraden. 

Die Construction dieses Complexes aus Complexkegeln ist die duale 
Uebersetzung der oben angefiihrten Construction. Die Complexkegel- 
schnitte berithren den Kegel K zweimal, erstens an FE, EF, und noch 
in einem Punkt, dem Beriihrungspunkt der einfach-singuliren Linie 
der betreffenden Ebene mit K. Der Kegelschnitt ist also durch die 
Singularitiitenfliche nicht direct bestimmt, wihrend der Complexkegel 
iiberbestimmt wiire. (Derselbe geht niimlich durch EL, und F,, beriihrt 
ferner K an den singuliiren Geraden der oben zuerst angefiihrten 
Congruenz. 

Der Complex hat 12 Constante. 





XI. E 
Zehnte kanonische Form. 
P=24,4,+ 2,7 + 22,4, + 2,7? =0. 
Q=— A, (24,2, + #,") + 24,2, 4+ 24,2, =—0. 
Man hat hier zeei dreifache Elementartheiler. Es treten nur die 
> folgenden zeei Fiéille auf: 


[33], [(33)]. 


Als Uebergang zu den p;; haben wir: 
D5 5 


I : 
y= » (Dy + P31)» v= P35 Uy = Pry 
Vs = Pio — Ps >- Ls, = 2ipy Ug = — 2py3. 
46. Die Singularitiitenfliche des Falles /33/] ist: 4 


AP (Yi Ys + Ys4s)? + AY? (Ys Ye — Ys) ¥ YP (Ys + Y,) =O. 








Avotr Wester. 


¥, = ¥, = 0 und y, = y, = O sind die Riickkehrgeraden, die man 
von vorne herein zu erwarten hatte. Ihr Schnittpunkt ist uniplanar. 
Die projectivische Zuordnung an beiden Riickkehrgeraden ist gegeben 
durch y, 4. + yy, = 0. Dadurch erkennt man den uniplanaren Knoten 


deutlich. — Unsere Fliche zweiten Grades schneidet neben den Riick- 
kehrgeraden noch einen Kegelschnitt aus, der nicht zerfallt. — Es 


giebt eine Schaar von Fliichen zweiten Grades, die alle unsere Fliche 
an beiden Riickkehrgeraden beriihren und ausserdem Kegelschnitte aus- 
schneiden. Sie heissen: 
YW? + L(Y Y2 + Ys¥%s) =O. 

Eine einzige von ihnen, abgesehen von w = 0, giebt einen zerfallen- 
den Kegelschnitt. Er besteht aus Geraden der Fliche, die ihrer gan- 
zen Liinge nach constante Tangentialebenen besitzen etc. Wir fin- 
den so: 

Die Sinyularititenfliche besitzt zwei Riickkehrgerade, die sich in 
einem uniplanaren Knoten schneiden. Ferner hat sie einen conischen 
Knoten, von dem aus zwei einfache Gerade an die Riickkehrgeraden 
gehen, die constante Tangentialebenen besitzen. Eine covariante Fliche 
zweiten Grades beriihrt nach den Riickkehrgeraden und enthélt ausser- 
dem diese einfachen Geraden der Fléche. — Der Complex hat 15 
Constante. 

Man midge hier die Abstufung betrachten von [1122] (S. 183) zu 
[123] (S. 191) und diesen Fall. Bei [123] stelle man sich vor, die 
ganze Gerade 15 falle in A, A, hinein. 


47. Setzt man im vorigen Fall 24, = 0, so hat man /(33)], dar- 
gestellt durch: 

- Q=2,2,+ 4,2, =0, YW=27?7+27%—0. 

Die Singularititenfliche besteht dreifach ziéhlend aus einem Punkt 
P, mit ciner durch ihn gehenden Ebene E. Als Ergiinzung hat man 
eine weitere Ebene durch P und einen weiteren Punkt in E. — Die 
singuliren Linien bestehen aus zwei speciellen linearen Congruenzen, 
deren Directricen in E durch P gehen und aus der doppelt zu ziihlen- 
den, zerfallenden Congruenz, deren Geraden E und P erfiillen. — Der 
Complex hat 12 Constante. 

Das Biischel (EP) besteht aus doppelten Complexgeraden. 

Es seien EL, P und die beiden Directricen d,, d, beliebig angenom- 
men. Kine zu d, unendlich nahe Gerade d,' (die nicht in EF verliuft) 
treffe d,. Dasselbe thue die Gerade «,’ gegeniiber d,, resp. d,. In 
einer beliebigen Ebene des Raumes hat man dann von dem Complex- 
kegelschnitt zwei Tangenter, die Verbindungslinien der Schnittpunkte 
mit d;, ¢; und deren Beriihrungspunkte, die an d; liegen, gegeben. 
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Eine absolute Invariante bestimmt einen solchen Kegelschnitt. Man 
erhilt zweifach unendlich viele Kegelschnitte, wenn man um seine 
Tangenten die Ebene dreht. Jeder ist durch fiinf Gerade gegeben. 
Die Construction dieses Complexes ist also wieder besonders einfach, 
im Uebrigen ganz thnlich wie bei gewissen friiheren Fallen. 


XI. 


Elfte kanonische Form. 
P= £,%, + aX, + Xa, = 90. 
Q=2u,4, + 22,2, + 2,? = 


Hier ist ein sechsfacher Elementartheiler vorhanden. Die sechs- 
fache Wurzel ist Null gesetzt. — Alle Fundamentalcomplexe sind 
speciell und wir diirfen setzen: 


(A.) &) = pay, Uy = Dyyy Hy = Dior Vy =Digy VC = Pog, Ly = Pro 
(BL) &) = Dy, Ly = Pos, Ly = Ps, 1 =Pyyr 13 =P T= Dss- 

48. Der Fall /6] ist der einzige hier vorkommende. 

(A.) Q = 2 psy + Pry +274 * Ps + Py? =9. 

Pig = Poy = Py, ist Ausnahmeebenc, ein Ausnahmepunkt tritt nicht 
auf. Die Singularitiitenfliche ist: 

WLW? Ys + 2 Y2Ys¥y — 247] = 0. 

Diese Fliche dritter Ordnung vierter Klasse besitzt den biplanaren 
Knoten A, und den conischen A,. Ihre Verbindungslinie hat die 
constante Tangentialebene y, = 0. Eine weitere Gerade A, A,, die 
durch den conischen Knoten geht, hat eine stationire dreifache Tan- 
gentialebene y, =, an der jeder ebene Schnitt der Fliche eine Wen- 
dung hat. Andere Singularitiiten kommen nicht vor. — Wir finden 
durch Vergleich: 

Die Singularititenfliche besteht aus der Gattung XIX der Fléchen 
dritter Ordnung, vierter Klasse von Schlafli, mit ihrer stationdren 
dreifachen Tangentialebene. 

Schlifli hat die Flache auf dasselbe Coordinatensystem bezogen. 
— Der Complex hat drei Doppelgerade, die in einer Ebene unendlich 
nahe legen. 

(B.) In dem dualen Fall hat man, 

Q = 2 Myo + Pry + 2 M3 - Dye + Py? =O- 

Der Punkt p,, = po; = p,, ist hier Ausnahmepunkt. — Die Glei- 
chung der Singularitiitenfliche in Ebenencoordinaten ist die obenstehende, 
wenn man statt der y die v setzt; in Punktcoordinaten lautet sie: 


Wt + 2 yPYo¥s + 2 Y52 yy + Yo? ys? = 0. 








Avotr Wetter. 


Ein Punkt und eine Fliche vierter Ordnung, dritter Klasse bilden 
die Singularititenfliche. Letztere hat einen dreifachen Punkt, der uni- 
planar ist und durch den eine Doppelgerade der Fliiche geht, die eine 
zweifache stationiire Tangentialebene hat. Die Erginzung ist der drei- 
fache Punkt. 

Der Complex hat 14 Constante. 


XIII. 


In diesem letzten Abschnitt soil es sich darum handelu, eine Ueber- 
sicht tiber die 48 nunmehr einzeln untersuchte Complexe zu bekommen. 
Zuerst sollen allgemein geltende Sitze fiir sich ausgesprochen werden 
und nachher werden die einzelnen Fille durch Tabellen verbunden. 

Es treten in allen Fallen Gerade auf, die dem Complex doppelt 
angehéren. Fiir jede solche ist sowohl] 2 = 0 als auch Q’ = (0 doppelt 
erfiillt und wir haben: 

In allen den 48 Fiillen treten Complexdoppelgerade auf, welche der 
Congruenz der singuliiren Linien je vierfach zahlend angehoren. 

Die Bedeutung der Doppelgeraden fiir den Complex ist die fol- 
gende: 

Jede Doppelgerade des Complexes ist Doppelgerade der Singulari- 
tiitenflaiche. Umgekehrt ist auch jede Doppelgerade der Singularititen- 
fliiche eine doppelte Complexgerade. 

Den ersten dieser Sitze haben wir friiher bewiesen, der zweite ist 
einstweilen Erfahrungssatz. — Fiir diese Doppelgeraden gilt weiterhin 
der folgende Satz: 

Ist die Zahl der Doppelgeraden ‘discret, so gruppiren sie sich wie 
eine entsprechende Anzahl von Kanten cines Tetraeders. Mehr als sechs, 
ausser unendlich viele, kommen nicht vor. 

Die Tetraederkanten kann man z. B. auf drei wesentlich verschie- 
dene Weisen zu je drei gruppiren. Entweder liegen sie in-einer Seiten- 
fliiche, oder sie gehen durch eine Ecke oder endlich zwei von ihnen 
sind Gegenkanten und werden von der dritten getroffen. Alle diese 
drei Gruppen (wovon die beiden ersten linien-geometrisch gleichwer- 
thig sind) kommen auch wirklich vor*). 

Ist eine cinfach unendliche Anzahl von Doppelgeraden wirklich 
vorhanden, so ist der am nichsten liegende Fall, dass sie eine Er- 
zeugung einer Fliche zweiten Grades bilden. Diese I’, ist daun doppelt 
zinlend die Singularititenfliche. Sie kann allgemein sein, ausarten, 
insbesondere zerfallen. Wenn sie in eine sich selbst dualistische Form 


*) In einer vorliiufigen Mittheilung in den Sitzungsberichten der phys.-med. 
Societiit zu Erlangen vom Juli 1873 habe ich die 48 Complexe nach der Anzahl 
der Doppelgeraden geordnet. 
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ausarten soll, so zerfallt sie in zwei Ebenen, resp. zwei Punkte auf 
deren Schnittlinie. Die Erzeugenden bilden vier Biischel, die in den 
Ebenen E,, EZ, durch die Punkte P,, P, gehen. Die Biischel EF, P, 
und FE, P, bilden dann die eine Erzeugung dieser zerfallenen Flache, 
E, P, und E, P, die andere. Zwei so zusammengehirige Biischel- 
reprasentiren dann die doppelten Complexgeraden. — In noeh speciel- 
leren Fallen kénnen EL, und F,, P, und P, zusammenriicken. 

Es kann auch sein, dass nur cin Biischel von Doppelgeraden aut- 
tritt, das nicht mehr als eine Erzeugung einer /’, aufgefasst werden 
kann. Die Ebene des Biischels gehért der Singularititenfliche doppelt 
an, ebenso der Mittelpunkt des Biischels. In der ersteren hat man 
einen Kegelschnitt, durch den letztern einen Kegel, der den genann- 
ten Kegelschnitt beriihrt. 

Sind einfach unendlich viel Doppelgerade vorhanden, welche beide 
Erzeugungen einer F’, ausmachen, so besteht der’ Complex aus allen 
Tangenten von J*,. 

Ist dann J’, ein Kegelschnitt, so besteht der Complex aus allen 
Treffgeraden desselben (dual aus allen Tangenten eines Kegels). Dann 
giebt es zweifach unendlich vicle Doppelgerade des Complexes, sie liegen 
in der Ebene des Kegelschnittes. (Im dualen Fall sind sie die Geraden 
durch die Kegelspitze.) — Andere Fille mit zweifach unendlich vielen 
Doppelgeraden kommen nicht vor, wenn wir zerfallende Complexe aus- 
schliessen. 

Das Zerfallen der Singularititentliche geschieht stets zusammen 
mit dem der Congruenz der singuliren Linien. Es gilt hiefiir das 
folgende Gesetz: 

Tst cine Fliiche me” Ordnung n'” Klasse Theil der Singularititen- 
fltiche, so gehdrt von ihren Tangenten eine Congruenz ni” Ordnung, 
me Klasse den singuliiren Linien an, und umgekehrt. 

Zerfallt also die Singularitiitenfliiche nicht, so thut das auch die E 
Congruenz der singuliren Linien nicht. Es haben daher gerade die 
alle ein besonderes liniengeometrisches Interesse, bei denen die Singu- 
laritatenflache zerfiallt. 

In den meisten Fiillen ist die Abzihlung der Constanten sehr leicht. 
Ks diirfen hier iihnliche Inductionsschliisse angewandt werden, wie bei 
den Doppelgeraden. Wenn z. B. das Auftreten eines zweifachen Elemen- 
tartheilers die Constantenzahl um eins verringert, so vermindert ein 
neu auftretender doppelter Elementartheiler (vorausgesetzt, dass in bei- 
den Fallen derselbe an Stelle von zwei einfachen _Elementartheilern 
tritt) diese Zahl nochmals um eins. 

Die Abzihlung der absoluten Invarianten ist etwas weniger einfach, 
bietet jedoch keine Schwierigkeiten. Klein giebt eine Formel an fiir 
die willkiirlichen Constanten, die bei der Transformation in die kano- 
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nische Form auftreten*). Hat der Complex m Constante und ist die 
Zahl dieser willkiirlichen Constanten n, so ist die Zahl der absoluten 
Invarianten m — 15-+ n. Dabei ist jedoch die erste kanonische Form 
vorausgesetzt, resp. es tritt als Bedingung auf, dass alle Elementar- 
theiler einfach sind. Fiir die erste kanonische Form findet man so 
die Zahlen: 


(UN1111], [1111(11)], C111(142)], [11(11)(11)], [1(11)(111)), 


S.<4 er" e % 2 ’ 1 , 
(ALG) dL], [il (111)). 
1 A 0. 


Fiir spiitere Falle habe ich diese Abzihlung unterlassen. 

Die Eintheilung der Complexe kann von ganz verschiedenen Ge- 
sichtspunkten aus geschehen. In der Arbeit selbst sind die Elementar- 
theiler obenangestellt, sie gaben die Eintheilung in die kanonischen 
Formen, was fiir die Behandlung das einfachste ist, da sie eine iiber- 
sichtliche und erschépfende Eintheilung geben. Wir sagten auch friiher 
schon, dass man ganz ebenso erst nach den Wurzeln 4 und innerhalb 
dessen nach den Elementartheilern eintheilen kénnte. Hierauf gehen 
wir auch hier nicht weiter em. Dagegen soll die Anzahl der doppelten 
Complexgeraden fiir die erste Tabelle die Unterscheidung abgeben. In 
der zweiten, ausfiihrlicheren Tabelle soll nach den Flichengattungen, die 
als Singularitétenflachen auftreten, geordnet werden. Fiir jeden Complex 
ist die Constantenzahl angegeben. Man erkennt nach den oben ausge- 
sprochenen Siitzen iiber die Doppelgeraden, dass beide Kintheilungen 
sich nahe beriihren. In der letzten Tabelle sind alle Complexe mit je 
gleich viel Constanten zusammengestellt. 


Tabelle I. 
Eintheilung nach der Zahl der Doppelgeraden. 
1 Doppelgerade. . . . . [11112], [1113], [114], [15] 


2, sich schneidende . . . [1122], [123], [24], [33] 
2 windschiefe . . . . . [Ub11(11)}, [111(12)] 


3, als Dreieck resp. Trieder [222], [6] 
: —T 11(11)2)}, [(1(11)3], [(11)4), [12(12) 
3, 2 windsch. treffen die dritte eared Mevsey |, (Ct) 4), (1212)], 


4, Vierseit . . . . . . [LI(11)(11)], [1(11)(12)], [(12)(12)j 
4, Dreieck und Trieder . . [(11)22], [2(13)], [1(14)], [(15)| 
5 Doppelgerade. . . . . [(11)(11)2], [(11)(13)] 


6 Doppelgerade. . . . . [(11)(11)(11)] 


*) Vgl. S. 42 der Dissertation. 




























EL-Th. 
11)111 
11112 


1113 
114 
15 
1122 
123 
33 


EL.-Th. 
1111 (11) 
111 (12) 

11 (13) 

1(14) 


11(11)2 
1(11)3 
12(12) 

3(12) 





222 


24 
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Ein Biischel 


Kine Erzeugung von fF’, . 


El,-Th, 


f(t) (22)], [2(22)], [11@2)], [1(23)), 
* * * (@4)], [3)] 
[U11(111)), [11 (112)], (1 (113), [(114)), 
(1(11)(111)}, ((11)(112)], [((12)(111)j, 
© )(12(111)), (BA11)], (2(112)], [1 122), 
[(123)] 


Beide Erzeugungen von F,. [(111)(111)] 
Strahlfeld oder Strahlbiindel ([(222)]. 


Tabelle II. 
Aufzihlung der Singularititenflichen. 


Nicht-Linienflichen 4. Ordnung und Klasse. 


Nr. Const. 
— 19 Allgemeine Kummersche Fiche. 

7 18 Complexfliche, als Leitgerade eine beliebige 

Raumgerade. 

16 17 Complexfliche, als Leitgerade eine Complexgerade, 
30 16 Complexfliche, als Leitgerade eine singulire Linie. 
42 15 Fliche mit 1 Doppelgeraden und 1 con. Knoten. 
22 17 Flache mit 2 Doppelgeraden und 4 con, Knoten. 
34 16 1 Riickkehrgerade, 1 Doppelgerade, 2 con. Knoten 
46 15 2 Riickkehrgerade, 1 con. Knoten. 


Linienflichen vierten Grades. 


Nr. Const. 

1 17 Cremona XI, die allgemeine. 

8 16 “ XII, die allgemeine (Lie 1) *). 

17 15 * X, die allgemeine (Lie 7). 
31 14 Ps X, die stationiren Ebenen vereinigt 

(Lie 10). 

9 16 a V, die allgemeine. 

18 15 - V, mit Riickkehrerzeugender. 

24 15 - VI, die allgemeine (Lie 2). 

37 14 - VI, mit Riickkehrerzeugender (Lie 4). 


Flaichen 3. (4.) Ordnung, 4. (3.) Klasse. 
Nr. Const. 
39 16 Fiche mit 4 conischen Knoten ete. Dual: Stei- 
ner’sche Fliche. 
44 15 Fliche mit 2 conischen Knoten, 1 biplanarem, 
Sehlifli XVIII. 


*) Vgl. Lie: ,,Ueber Complexe ...“ Diese Annalen, Bd. V, S. 238, 
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EL.-Th, 


(11)22 


(11)4 
2(13) 
(15) 


EL.-Th. 
11(11)(11) 
1(11) (12) 
(12)(12) 
11 (22) 
1(23) 


EL-Th 
(11)(11)2 
(11) (13) 
2(22) 
(24) 

#1.-Th. 
111(111) 
1(11) (111) 


(111) (111) 
12(111) 


(12)(111) 
3 (111) 


(222) 


Avotr Weer. 


Nr. Const. 


48 14 Fiiiche mit 1 conischen Knoten, 1 biplanarem, 


Schlafli XIX. 


Linienflichen dritten Grades. 
Nr. Const, 
26 15 Allgemeine, als Ergiinzung ein beliebiger Doppel- 
punkt ete. 
32 14 Allgemeine, als Ergiinzung ein Cuspidalpunkt. 
36 14 Cayley’sche, mit bel. Doppelpunkt (Lie 8). 
43 13 , mit Cuspidalpunkt (Lie 11). 


Zwei Flichen zweiten Grades. 
Nr. Const, 

3 15 Die F, haben ein riiumliches Vierseit gemein etc. 
11 14 Die F, berihren sich nach einer Erzeugenden. 
28 13 Die F’, beriihren sich nach zwei Erzeugenden. 
253 14 Kegel und Kegelschnitt. 

35 15 Kegel und Kegelschnitt, der letztere durch die 
Spitze des ersteren. 


Eine Fliche zweiten Grades (f,) und zwei Ebenen (F,, F,) 


nebst zwei Punkten (P,, P,). 
Nr. Const. 
13 14 E, und £, tangiren F, in P, und P,. 
20 15 FE, und FE, gehen durch dieselbe Erzeugende 
von F,, P, und P, liegen auf ihr. 
40 F, ist Kegel, LE, = FE, durch dessen Spitze ete. 
45 15 F, ist Kegel, E, = EF, ist Tangentialebene. 


_— 
an 
~~ 


Eine doppelt zihlende Fliche zweiten Grades. 


Nr. Const. 
2 14 4 lineare Congruenzen singuliirer Linien, die 8 
Directricen gehéren einer Erzeugung v. F’, an. 
4 12 2 lineare Congruenzen singulirer Linien, die 8 
Directricen zu je 4 vereinigt. 
6 9 Der Complex besteht aus den Tangenten von F’,. 
12 15 3 lin. Congruenzen sing. Linien, 1 davon speciell 
und dopp. ziihlend. 
15 11 1 lin. Cong, sing. Lin, 4fach ziihlend und spec. 
2i 12 2 lin. Congruenzen sing. Linien, 1 davon speciell 
und 3fach ziihlend. 
41 8 Complex besteht aus den Tangenten eines Kegels 
resp. den Treffgeraden eines Kegelschnittes. 









Const. 


El.-Th. 











Ueber die verschiedenen Gattungen der Complexe zweiten Grades. 


Vier Ebenen (F,-- E,) und vier Punkte (P, -- P,). 
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EL.-Th. Nr. Const, 
(11)(11)(11) 5 «13 TetraedralerCompl., Z und P bild. ein Tetraeder. 
11(112) 10 13 EH, =LF,, LE, = E£,, 4 lineare Cong. sing. Lin. 
1(113) 19 1 FE, =£,, E,= £,, dlineare Cong. sing. Lin. (1 
davon speciell). 

(11I)(112) 14 11 E,=E,, E,=E,, 2 dopp. Biischel sing. Lin. 
1(122) 25 12 E,=-+-=E,, 2 dopp. zahl. spec. lin. Cong. 
2(112) 27 12 E,=E,, E,=—E,, 3 lin. Cong. (1 dopp. zahl. 

zerfall. und 2 spec.) 
(11)(22) 29 12 H,=E,, E,, E,. E, erfiillt mit dopp., E, und £, 
mit einf. sing. Lin. 
(114) 33 11 #,=E£,, erfiillt mit dreif. sing. Lin., ausserdem 1 
Cong. sing. Lin. 
(123) 38 Il HF, =--= &,, erfiillt mit vierf. sing. Lin. 
(33) 47 12 kL, = E,= E,, erfiillt mit dopp. sing. Lin., 2 
spec. Cong. (die Directricen in FE, durch P,). 
Tabelle III. 
Aufzihlung nach der Constantenzahl. 
Const. 19 18 17 = 16 15 14 13 12 “o 82.4 
El.-Th. AL111 11112 1113 114 15 6 
111M(11) 114(12) 1113) 1(14) (15) 
1122 222 (11)22 
123 33 (12)3 
11(11)2 1(11)3 (11)4 
24 2(13) 2(22) 2(112) 
1A(11)(11)  1(11)(12) (11)(13) 
12112) -11(22) 1(23) (33) 
AAD(AL) (LLP(AL(AT) «-A(LA(AIA)  (12)( 411) . (11111) 
111(111) 11(112) 1(113) (114) 
(12)(12) (11)(@22)  (11)(112) 
1(111)2 (111)3 
1(122) (123) 
(24) 































Ueber die Pliicker’sche Complexfliche. 


Von Fenix Kiem in ERLANGEN. 


Aus der Discussion der Liniencomplexe zweiten Grades, wie sie 
Hr. Weiler in dem vorstehenden Aufsatze durchgefiihrt hat, geht 
hervor, dass die Pliicker’sche Complexfliiche gleich der allgemeineren 
Kummer’schen Flache fiir unendlich viele Complexe zweiten Grades 
die singuliire Fliche*) bildet, und dass dieselbe also mit ganz aihn- 
lichen Mitteln untersucht werden kann, wie dies der Verf. friiher 
(diese Annalen Bd. II, S. 198 ff.) bei der Kummer’schen Fliche ge- 
than hatte. Das System der sechs paarweise in Involution liegenden 
linearen Complexe, welches bei der Kummer’schen Fliiche eine fun- 
damentale Rolle spielte, ist bei der Complexfliiche nur in dem Sinne 
ausgeartet, dass zwei dieser Complexe, indem sie zusammenriickten, 
speciell wurden und in die Doppellinie der Fliche iibergingen. Mit 
Bezug auf die vier iibrigen linearen Complexe bleiben durchaus die 
Schlussweisen bestehen, welche bei der Kummer’schen Fliche ihre 
Anwendung fanden, und man hat also insbesondere den Satz: 

Eine Pliicker’sche Complexfliche ist mit Bezug auf vier paar- 
weise in Involution liegende lineare Complexe ihre eigene reciproke Po- 
lare. 

Aus diesem Satze folgt ohne Weiteres, dass das Doppelverhiltniss 
der vier singuliiren Punkte der Complexfliiche gleich dem Doppelver- 
hiltnisse ihrer vier Ebenen sei. Indem man sodann die Complexfliche 
nicht mehr als singuliire Fliche eines besonderen Complexes zweiten 
Girades betrachtet, sondern in der Art, wie sie bei Pliicker einge- 
fihrt wird, d. h. als Brennfliiche derjenigen Linien eines Complexes 
zweiten Grades, welche eine feste Gerade schneiden, erhilt man: 

Die vier Punkte, in denen eine beliebige Gerade die singuliire Fliche 
cines Complexes zweiten Grades trifft, und die vier Ebenen, die man 
durch dieselbe Gerade als Tangentenebenen der singultiren Fliche legen 
kann, haben dasselbe Doppelverhiiltniss. 

Diesen Satz habe ich fiir die singulire Fliiche des allgemeinen 
Complexes vom zweiten Grade, d. h. fiir die Kummer’sche Fliche, 


*) Ich ziehe diesen von Hrn. Voss vorgeschlagenen Ausdruck (Gétt. Nach- 
richten 1873, p. 546) dem sonst gebriiuchlichen ,,Singularitiitentfliiche“ vor. 
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bereits in diesen Annalen Bd. II, 8S. 215, mitgetheilt; aber der Zu- 
sammenhang, in welchem er dort ausgesprochen ist, kann nicht als 
Beweis desselben gelten. 

Um so lieber will ich hier eine einfache Betrachtung mittheilen, 
die in Anlehnung an die von Pliicker begonnene Untersuchungsweise 
der Complexfliichen (vgl. dessen Neue Geometrie S. 205 ff.) unmittel- 
bar die vier zur Fliche gehdrigen linearen Complexe nachweist und 
aus ihrer Existenz die Gleichheit der fraglichen Doppelverhiiltnisse, 
sowie weiterhin die Kigenschaft der Fliiche erschliesst, ihre eigene re- 
ciproke Polare zu sein. Aus der Gleichheit der beiden Doppelverhiilt- 
nisse wird man weiterhin, was bei Pliicker in minder iibersichtlicher 
Weise bewiesen wird, den Satz von der Identitiit der von den singu- 
liiren Punkten gebildeten und der von den singuliren Ebenen um- 
hiillten Fliiche gewinnen. Ist niimlich das Doppelverhiiltniss der vier 
Punkte, in welchen eine beliebige Gerade die erste Fliche trifft, immer 
gleich dem Doppelverhiiltnisse der vier Ebenen, welche man durch die 
Gerade hindurch an die zweite Fliiche legen kann, so sind die Tan- 
genten der ersten Fliche immer auch Tangenten der zweiten Fliche, 
d. h. die beiden Fliichen sind identisch*), w. z. b. 

Fiir die Singularitiiten der Complexfliiche, wie sie Pliicker nach- 
weist, sollen im Nachstehenden, soweit sie in Betracht kommen, die 
folgenden Bezeichnungen**) angewandt werden. Die vier singuliren 
Ebenen der Fliche migen L,, L,, L,, E, heissen. Sie enthalten je 
ein Paar von Doppelpunkten der Fliiche: 1, 1°; 2, 2°; 3, 3’; 4, 4’. 
Die in ihnen verlaufenden Verbindungslinien der Doppelpunktpaare, die 
singuliiren Strahlen der Fliche, seien S,, S,, 8,, S,. Dieselben schnei- 
den die Doppellinie und die Polare der Fliche bez. in den Punkten 
Pr> Por Poy Py UMA Gy Joy Yy> Yq, Aie jedesmal zu den zwei auf dem 
singuliiren Strahle gelegenen Doppelpunkten harmonisch sind. Weiter 
sollen die vier singuliren Punkte der Fliiche P,, P,, P,, P, genannt sein. 
Von ihnen gehen die Paare Doppelebenen J, J’; 17, IJ’; III, III’; 
IV, IV’ aus. Die singuliiren Axen endlich, in welchen sich die zu- 
sammengehérigen Doppelebenen schneiden, seien durch A,, A,, A,, 
A, bezeichnet. 

Die Doppelebenen der F'liche enthalten (vgl. Pliicker) jedesmal 
vier Doppelpunkte und durch jeden Doppelpunkt gehen vier Doppel- 


*) Der Nachweis der Identitiit der beiden Flichen ist durch Hrn. Pasch in 
seiner Habilitationsschrift (Giessen 1870) auf allgemeinere und fundamentalere Be- 
trachtungen betr. Brennfliichen von Congruenzen zuriickgefiihrt worden. Der im 
Texte angegebene Beweis scheint aber immer dadurch interessant, dass er bis 
zum Schlusse die Vorstellung des Unendlich-Kleinen vermeidet. 

*#) Vel, Clebsch’s Bericht tiber Pliicker’s Neue Geometrie in den Git- 
tinger Anzeigen, 1869. 
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ebenen hindurch. Man kann die festgesetzten Bezeichnungen insbe- 
sondere so wiihlen, dass dieses Verhiiltniss in dem folgenden Schema 
seine Darstellung findet: 


| 


Ebenen Punkte Ebenen | Punkte 
I 123 4 I’ “7 2 < 

WW j}12 34 w \vesa 
wm |1 23 4 ur |12 34 

a re se IV \v23 4 


Ich behaupte nun zuniichst, dass es mdglich ist, die 8 Doppel- 
punkte den 8 Doppelebenen in den folgenden vier Weisen durch lineare 
Complexe zuzuordnen. Es entsprechen den Punkten: 


. i> 2, 2’, 3, 3’, 4, 4’ 
beziiglich die Ebenen: 
I, — 2. we. aa. a. Se) oe 
a) _ ey, > =o, oe 
Bie, -2aes- Bes Os ' e a 
os 220 > Ges. ee, 22, HB, a; 


Gesetzt, es sei dieses bewiesen, dann folgt unmittelbar, dass die vier 
betreffenden linearen Complexe paarweise in Involution liegen. Denn 
die Zuordnungen, wie sie durch das vorstehende Schema gegeben sind, 
haben ersichtlich die Kigenschaft, paarweise vertauschbar zu sein, und 
die Vertauschbarkeit der mit ihnen verkniipften Zuordnungen ist fiir 
lineare Complexe das Kennzeichen der involutorischen Lage (vgl. diese 
Annalen Bd. IV, 8. 414). 

Um aber den néthigen Beweis zu fiihren, construire ich vier lineare 
Complexe aus je fiinf denselben angehérigen Linien und zeige sodann, 
dass sie die voraufgefiihrten Zuordnungen zur Folge haben. Ks soll 
dies der Kiirze wegen nur mit Bezug auf die erste Zuordnung aus- 
einandergesetzt werden. Man construire niimlich den linearen Com- 
plex, der die folgenden fiinf Geraden enthiilt: 

die Doppellinie der Fliche, 

die Polare, 

die Verbindungsgeraden der Doppelpunkte 2, 3’; 3, 4’; 4, 2’. 
Man betrachte sodann etwa die singuliiren Strahlen S, und S,. Die 
Linien des linearen Complexes, welche beide schneiden, miissen eine 
Regelschaar bilden und vermége derselben werden die beiden Punkt- 
reihen S, und S, projectivisch auf einander bezogen sein. Aber von 
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dieser Regelschaar sind drei Erzeugende bekannt: die Doppellinie, die 
Polare und die Gerade 2, 3°. Sie ordnen den Punkten p,, g,, 2 von 
S, die Punkte p,, g,, 3° von S, zu. Da aber p,, q, auf S, zu 2, 2’ 
und p,, g, auf S, zu 3,3’, oder, was dasselbe ist, zu 3’, 3 harmonisch 
sind, so werden auch 2’,3 durch die Regelschaar zugeordnet werden. 
Dem linearen Complexe gehirt also auch die Gerade 2’, 3 an. Dasselbe 
beweist man in ihnlicher Weise von den Geraden 3’, 4; 4’, 2. ¢ 

Unter den geraden Linien, die durch den Punkt 2 hindurchgehen, 
kenut man jetzt zwei als dem linearen Complexe angehiérig, nimlich 
2,3’ und 2, 4°. Dem Punkte 2 ist also im Complexe die Ebene 2, 
3',4', d. h. nach der oben festgesetzten Bezeichnung die Ebene I/ 
zugeordnet. Dieselbe geht ausser durch 2, 3’, 4’ noch durch 1 hin- 
durch; die Gerade 1, 2 gehért also ebenfalls dem Complexe an. In 
gleicher Weise zeigt man, dass den Punkten 3 und 4 die Ebenen III 
und JV entsprechen und also auch 1, 3; 1, 4 dem Complexe ange- 
héren. Hieraus denn endlich folgt, dass dem Punkte 1 die Ebene J 
entspricht. Die Zuordnung von 1’, 2’, 3’, 4’ bez. au I’, IT’, IT’, 
IV’ ergiebt sich auf dieselbe Weise und es ist somit der geforderte 
Beweis erbracht. 

Durch denselben linearen Complex werden einander zugeordnet, 
wie nicht niher ausgefiihrt zu werden braucht: die vier singuliren 
Ebenen E,, E,, E,, EF, bez. den vier singuliren Punkten P,, P,, 
P,, P,; die vier singuliiren Strahlen S,, S,, S,, S, bez. den vier sin- 
guliren Axen A,, A,, A,, A, u.s. w. Wir haben also; 

Das Singularititensystem ist in Bezug auf den construirten linea- 
ren Complex seine eigene conjugirte Polare, 
was die Gleichheit der von den vier singuliiren Punkten und den vier 
singuliiren Ebenen gebildeten Doppelverhiltnisse als einzelne Behaup- 
tung einschliesst. Weiter aber folgt: 
Die Complexfliche selbst ist in Bezug auf den Complex thre 
eigene conjugirte Polare. 
Denn die Polarfliiche derselben ist wieder eine Fliiche vierter Ordnung 
mit derselben Doppellinie, denselben singuliiren Strahlen, denselben 
Beriihrungskegelschnitten in den Doppelebenen, und durch diese Ele- 
mente ist die Fliiche als Fliiche vierter Ordnung mehr als vollstiindig 
bestimmt. 

Hiermit sind die zu Anfang voraufgeschickten Siatze und also auch 

die aus ihnen gezogenen Kolgerungen bewiesen. 


Erlangen, October 1873. 

















Untersuchung tiber den Zusammenhang der Flachen im Sinne 
Riemann’s. 





Von F. Lipricu in Praca. 


Bekanntlich lautet der auf den Zusammenhang der Fliichen beziig- 
liche Fundamentalsatz: 

Wenn ein gegebenes System von (nicht gespaltenen) Flichen durch 
Querschnitte in lauter einfach zusammenhiingende Fliichen zerlegt wird, 
so ist in jedem Falle die Zahl der gefiihrten Querschnitte weniger der 
Zahl der erhaltenen Flichenstiicke constant. 

Aus der Art, wie dieser Satz bewiesen wird, ist jedoch nicht un- 
mittelbar ersichtlich, in welcher Weise die Querschnitte zu fiihren sind, 
damit die Zahl der Flichenstiicke eine beliebige vorgeschriebene, und 
namentlich (wenn das urspriingliche Flichensystem aus einer einzigen 
Flaiche bestand) gleich Eins sei. Desshalb und im Hinblick auf die 
Wichtigkeit des Gegenstandes diirfte es nicht ganz werthlos sein, wenn 
im Folgenden die auf den Zusammenhang der Flichen beziiglichen 
Siitze auf einem von dem Riemann’schen etwas abweichenden und 
zum Theile mehr synthetischen Wege dargestellt werden. 

Beziiglich der nicht ausdriicklich erklirten Benennungen folge ich 
den bekannten ,, Vorlesungen iiber Riemann’s Theorie der Abel’schen 
Integrale“ von C. Neumann. 


I. 


Wir denken uns gegeben eine nicht aus getrennten Stiicken be- 
stehende Fliche F’, d. h. eine Fliche von der Beschaffenheit, dass man 
von irgend einem auf ihr gelegenen Punkte zu jedem ihrer Punkte eine 
ununterbrochene Linie ziehen kann, die nur Punkte der Fliache selbst 
enthilt. 

Von dieser Fliiche setzen wir voraus, dass sie nicht gespalten sei, 
also keine Linien entha!t. “; denen mehr als zwei Fliichenstiicke an- 
einander haftend zu denken :ind. Demgemiiss kinnen im JF’ nur ge- 
schlossene und nicht verzwe:;~ Randeurven vorkommen. 

Einen Schnitt in / denken wir uns vorliufig nur gefiihrt lings einer 
Curve S, die entweder nirgends mit sich selber zusammentrifft oder 
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nur mit ihren Endpunkten. Die Flaiche, welche durch Ausfiihrung 
eines solchen Schnittes S aus der urspriinglichen entsteht, bezeichnen 
wir durch F’(S), die Rinder des Schnittes mit s und s’. 

Wenn ein Schnitt S die gegebene Fliche nicht zerstiickt, so muss 
es méglich sein, von irgend einem Punkte des Randes s zu irgend 
einem Punkte des anderen Randes s’ eine Linie zu ziehen, welche 
ganz in F'(S) liegt und sich selbst nicht schneidet. Wir wollen sie 
eine zu S gehérige Weglinie nennen. Verbindet sie zwei gegeniiber- 
liegende Randpunkte, so ist sie in F’ eine geschlossene Linie, welche 
mit der Linie S nur einen einzigen Punkt gemein hat. 

Kin Schnitt kann eine Fliche niemals zerstiicken, wenn derselbe 
in einem inmnern Punkt der Fliiche anfingt, oder in einem solechen 
endigt; denn in diesem Falle kann man immer von der einen Seite 
des Schnittes unendlich nahe dem Rande s um jenen innern Punkt 
herum nach dem anderen Rande s’ gelangen. Es werden daher nur 
Quer. oder Riickkehrschnitte eine Flaiche zerstiicken kénnen. Denkt 
man sich den Schnitt allmilig weiter gefiihrt, so kann das Zerstiicken 
erst in dem Momente eintreten, in welchem der Schnitt den Randpunkt 
erreicht und weil sodann nur zwei Punkte getrennt werden, so zerfallt 
die Fliche auch nur in zwei Theile. 

Ist (8) zerstiickt in die beiden Theile A und B, und man zieht 
von einem Punkte a in A eine Linie, welche S iiberschreitet, also 
nach P fiihrt, so muss man S mindestens noch ein zweites mal iiber- 
schreiten, um wieder nach a zuriickzugelangen, im Allgemeinen wird 
die hiezu néthige Zahl der Ueberschreitungen gerade sein miissen. 

Wird demnach in F eine Linie S verzeichnet, so dass I’(S) zer- 
stiickt ist, so kann eine in F gezogene geschlossene Linie die Linie S 
nur in einer geraden Zahl von Punkten schneiden. Ist hingegen F'(S) 
nicht zerstiickt, so kann die Zahl der Durchschnittspunkte eine be- 
liebige sein. 

Im letzteren Falle ist es nimlich méglich, von jedem Rande von 
S nach a zu gelangen ohne S iiberschreiten zu miissen. 

Es seien in J’ zwei Linien S, und S, verzeichnet, die sich nicht 
gegenseitig treffen und es sei sowohl F'(S,) als auch F'(S,) nicht 
zerstiickt; hingegen sollen beide Schnitte gleichzeitig gefiihrt die 
Fliche zerstiicken in die Theile A und B. Denkt man sich in F'(S,) 
den Schnitt S, ausgefiihrt, so erkennt man, dass ein Rand von S, dem 
Theil A, der andere dem Theil B angehort. Dasselbe zeigt sich be- 
ziiglich der Rinder von S,, wenn man in J’(S,) den Schnitt S, fiihrt. 
Um daher in F'(S,) von einem Punkte 6, auf s, zu einem Punkte 6,’ 
auf s,° zu gelangen, muss S, wenigstens einmal, allgemein eine un- ' 
gerade Anzahl von Malen iiberschritten werden, da man schliesslich 
aus dem einen Theile A von /'(S,, S,) in den anderen B gelangen 
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soll. Ziehen wir dann in F noch eine Linie von 6, nach o,’, welche 
S, nicht trifft, die aber S, in einer ungeraden Zahl von Punkten 
schneiden muss, so haben wir eine geschlossene Linie, die S, und 8S, 
in einer ungeraden Zahl von Punkten trifft. Ziehen wir aber von 
einem Punkte a in A eine Linie, welche S, in einer geraden Anzahl 
von Punkten schneidet, so dass man sich schliesslich wieder in A befindet, 
so muss sodann, wenn S, im weiteren Verlaufe geschnitten wird, dieses 
ebenfalls eine gerade Anzahl von Maleu geschehen, um wieder nach 
a wuriickkehren zu kiénnen. Dieselben Betrachtungen gelten auch dann 
noch, wenn das Durchschneiden von S, und S, beliebig oft abwechselt. 
Wir erweitern sie noch fiir den Fall, dass sich die Linien S, und 
S, gegenseitig schneiden. Indem wir S, von seinem Anfangspunkte p 
bis zu seinem Endpunkte q durchlaufen, seien 1, 2, 5 -- +m die Schnitt- 
punkte auf S, in der Reihenfolge numerirt, in welcher sie passirt wer- 
den. Jeder der Theile p--1, 1--2,2--3 us. f. von S, bildet fiir 
sich genommen in /’(S,) einen Schnitt und wir nehmen an, alle diese 
Schnitte kénnen so in Gruppen zusammengefasst werden, dass jede 
Gruppe fiir sich in J’(S,) ein zerstiickendes Schnittsystem bildet. Es 
zerfaillt dann J’(S,, S,) in Theile, von denen jeder theils von Stiicken 
der Linie S,, theils von Stiicken der Linie S, begrenzt erscheint, wobei 
natiirlich noch Theile der urspriinglichen Begrenzung von J’ hinzutre- 
ten kénnen. Da man also aus keinem dieser Theile nach einem an- 
stossenden gelangen kann, oline die entsprechenden begrenzenden Stiicke 
von S, oder S, zu iiberschreiten, so bilden diese Stiicke zusammen- 
genommen in I’ selbst einen zerstiickenden Schnitt und irgend eine 
in I’ gezogene geschlossene Linie muss denselben in einer geraden 
Zahl von Punkten treffen. Daraus erkennt man aber sofort, dass die 
Gesammtzahl aller Schnittpunkte auf S, und S, fiir jede geschlossene 
Linie in J’ gerade sein muss, und daher sind die Zahlen der Schnitt- 
punkte auf S, und der auf S, gleichzeitig entweder gerade oder un- 
gerade. 
Wir sprechen daher folgenden Satz aus: 
(1)... Wenn in F zwei Linien S, und 8, von der Beschaffen- 
heit verzeichnet werden, dass sie sich gegenseitig nicht treffen, F(S,) 
sowohl wie auch F'(S,) nicht zerstiickt ist, wohl aber F'(S,, S,); so 
muss jede in F gezogene geschlossene Linie die beiden Linien S, und 
S, entweder gleichzeitig in einer geraden Anzahl von Punkten (Null 
mil einbegriffen), oder gleichzeitig in einer ungeraden Anzahl von 
Punkten (Null ausgeschlossen) durchschneiden. Dies gilt auch dann 
noch, wenn S, und S, sich gegenseitig durchschneiden, sobald nur dic 
stimmtlichen Stiicke, in welche eine dieser Linien 2. B. S, durch die 
andere 8, zerlegt wird, so in Gruppen zusammengefasst werden kin- 
nen, dass jede Gruppe fiir sich in F'(S,) ein zerstiickendes Schnitt- 
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system vorstellt. Jede Weglinie von S, schneidet also S, und um- 
gekehrt. —- 

Wir wollen jetzt annehmen, dass eine der beiden Linien etwa S, 
so beschaffen sei, dass F'(S,) zerstiickt ist. Treffen sich diese Linien 
nicht, so wird S, ganz in dem einen der beiden Theile A oder B, 
etwa in A verlaufen. Eine zu S, gehérige Weglinie kann demnach 
S, nur in einer geraden Zahl von Punkten schneiden, Null natiirlich mit 
einbegriffen, da der Theil A durch S, nicht zerstiickt ist. Das Vor- 
handensein einer Weglinie von S,, welche S, gar nicht trifft, hort 
selbst dann nicht auf, wenn sich S, und 8, durchschneiden. Um dieses 
nachzuweisen setzen wir fest, es werde S, in einem bestimmten Sinne 
durchlaufen von seinem Anfangspunkte p aus bis zu seinem Endpunkte 
q und es seien 1,2,3.--+-+m die Schnittpunkte auf S, in der Reihen- 
folge numerirt, in der sie passirt werden. Die Theile von /’(S,) mégen 
wieder A und B heissen, und es sei p etwa in A gelegen. Sodann 
ist sofort ersichtlich, dass die Stiicke p--1, 2--3,4--5u.s. w. 
von S, siimmtlich in A, die Stiicke 1--2, 3--4,5--6u.s, f. hin- 
gegen siimmtlich in B liegen. Wird der Schnitt S, ausgefiihrt, so 
sind diese Stiicke siimmtlich Schnitte, die entweder ganz in A oder 
ganz in B verlaufen. Aber man kann zeigen, dass nicht simmtliche 
dieser Schnitte zerstiicken werden. Denn nehmen wir an, dies sei der 
Fall, und es wiren (p, 1), (2,3), (4,5) --- die an S, grenzenden 
Stiicke, welche durch die Schnitte p--1, 2--3,4--5 u. s. f. aus A 
herausfallen, ebenso (1,2), (3, 4), (5,6) die Stiicke des Theiles B. 
Wenn man nun die Riinder von S, wieder schliesst, so fiigt man da- 
durch die aus A herausgefallenen Theilé an den Theil L, wodureh er 
iibergehe in J’ und dafiir die aus B’ herausgefallenen Theile an A, 
wodurch dieser Theil iibergehe in A’. Aus keinem der Stiicke (p, 1), 
(2,3) u. s. w. konnte man der Annahme nach heraus und nach dem 
iibrigen Theil von A gelangen ohne p--1, 2--3 u.s. f. zu iiber- 
schreiten und iihnliches gilt von den Stiicken, die aus B herausgeschnit- 
ten wurden. Demnach kann man auch jetzt von B’ nicht nach 4 
gelangen ohne irgendwelche Stiicke von S, zu iiberschreiten, d. h. /’(S,) 
erscheint in die Theile A’ und D’ zerlegt, was gegen die Voraussetzung 
ist. Es muss daher wenigstens eines der Stiicke p--1, 1--2, 2--3 
u. s. f. von S, beziiglich der Fliche J’'(S,) ein nicht zerstiickender 
Schunitt sein. Ist dieses aber der Fall, so giebt es fiir das entsprechende 
Stiick von S, eine Weglinie, die ganz in der Fliiche F'(S,, S,) liegt, alse 
keine der Linien S, und S, schneidet. Daher ergiebt sich der Satz: 

(2)... Wenn in der Fliiche I’ zwei Linien verzeichnet werden 

S, und 8, von der Beschaffenheit, dass F (S,) nicht zerstiickt ist, wohl 
aber F'(S.) und die beiden Linien schneiden sich nicht, so werden 
die zu S, gehdrigen Weglinicn, wenn sie so gewdhlt sind, dass sie S, 
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schneiden, dieses nur in einer geraden Zahl von Punkten thun kinnen. 
Schneiden sich S, und S, gegenseitig, so giebt es auch in diesem Falle 
ebenso wie im vorhergehenden Weglinien von S,, die S, nicht treffen, 
die also ganz in dem einen oder dem anderen Theile verlaufen, aus 
welchen I°(S,) besteht. 


Einen Querschnitt, dessen Anfangs- und Endpunkt auf verschiede- 
nen Riindern der Fliche liegt, nennen wir einen A-Schnitt und die 
Linie auf 7’, nach, welcher er gefiihrt erscheint, eine A-Linie. 

Sei nun in F' ein A-Schnitt A gefiihrt. Damit dieses ausfiihrbar 
ist, muss J’ wenigstens zwei Randcurven lesitzen; es mag R eine 
dieser Curven sein, in welcher der Schnitt A mit seinen Riindern a 
und «@’ einmiindet. Von irgend eimem Punkte des Randes a kann man 
lings « bis R gelangen, und indem man an Ft weitergeht, muss man 
nach dem in Ft liegenden Punkte des Kandes a gelangen kénnen, da 
R nur in einem Punkte von A getroffen wird. Sodann kann man aber 
lings a’ zu jedem beliebigen Punkte von a kommen, daher ist F'(A) 
nicht zerstiickt. Da man ferner ebenso den anderen Rand von F, in 
welchem A miindet, umlaufend nach den Ausgangspunkte in A wieder 
zuriickkommt, so sieht man, dass in der Fliiche F(A) die Riinder von 
A mit den beiden Riindern der Fliiche, in welche A miindet, zu einem 
einzigen Rande verbunden wird. 

(3)... Kin A-Schnitt kann eine Fliche niemals zerstiicken; die 
Fiche F(A) hat um einen Rand weniger als die Fliiche F. 

In der Fliche F’ sei nun ein bestimmter A-Schnitt mdglich, d. h. 
die Fliche habe wenigstens zwei Rainder R und R’. Jede ganz in F' 
liegende und sich selbst nicht schneidende Linie, die von einem Punkte 
auf R gezogen wird nach einem Punkte auf f’, ist eine A-Linie. Aus 
dem Vorhandensein eines bestimmten A-Schnittes schliesst man also 
auf unendlich viele A-Linien in F’, die aber simmtlich zwischen den- 
selben beiden LRiandern gezogen erscheinen. Sobald man aber nach 
einer dieser Linien einen Schnitt 4 gefiihrt hat, so sind in J’(A) alle 
iibrigen der betrachteten A-Linien von J’ keine A-Linien mehr, weil 
ihre Endpunkte nunmehr in einem und demselben Rande liegen, also: 

(4)... Zwischen zwei Réindern einer Fliche kann nur ein ein- 
ziger A-Schnitt gezogen werden; und wenn in der Fliiche I cin be- 
stimmter A-Schnitt miglich ist, so schliesst man hieraus auf das 
Vorhandensein einer Gruppe von unendlich vielen A-Linien in F, die 
aber stimmtlich so miteinander zusammenhiingen, dass, wenn nach 
einer dieser Linien A ein Schnitt gefiihrt ist, alle tibrigen aufhoren 
in F(A) A-Linien zu sein. 

Hat die Fliche F im Ganzen o@ Riinder, und fiihrt man zwischen 
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zweien derselben einen Schnitt A,, so hat ¥’(4A,) wegen (3) nur mehr 
og — 1 Riander und ein weiterer A-Schnitt A, muss wegen (4) zwischen 
zweien der @ — 1 Riinder verlaufen, Sodann ist F (A,A,) @ — 2-ran- 
dig und wenn man so fortfihrt, so kommt man nack Ausfihrung von 
o — 1 A-Schnitten zu einer einrandigen Fliiche. Da dieses immer ein- 
treten muss, wie man auch die A-Schnitte aufeinander folgen lisst, 
aber immer erst nach e@ — 1 Schnitten, so hat man den Satz: 
(5)... Die Zahl der A-Schnitte, welche man ausgehend von 
einer gegebenen Fliche F nach einander ausfiihren kann, ist constant, 
d. h. unabhiingig von der Anordnung dieser Schnitte, und zwar um’ 
Eins kleiner als die Zahl der Rénder in F. Nach Ausfiihrung aller 
A-Schnitte ist I’ in eine einrandige Fliche verwandelt. 


Ill. 


Wir betrachten nunmehr solche Querschnitte, deren Endpunkte 
entweder auf der Curve des Schnittes selbst, oder mit den Anfangs- 
punkten zugleich auf demselben Rande liegen. Einen derartigen Quer- 
schnitt nennen wir einen B-Schnitt und die ihm entsprechende Curve 
eine B-Linie. 

(6)... Die Fliche F'(B) hat um einen Rand mehr als die 
Fliche F. 

Denn wenn man von dem Punkte des Randes b von B ausgeht, 
welcher in dem Rande F der Fliiche liegt und den Rand b durchliuft, 
sodann wieder zu FR zuriickkehrt, so hat man entweder nur einen Theil 
des anderen Randes b’ beschrieben, falls der Endpunkt des B-Schnittes 
auf B selbst liegt, oder gar keinen Theil von )’, falls der Endpunkt 
des Schnittes auf R sich befindet. Durch Fortgehen im Rande R kann 
man aber nur wieder zum Ausgangspunkte zuriickkehren, also gehért 
der nicht durchlaufene Randtheil von 6° einem neuen Rande der Flaiche 
F’(B) an. 

Ein B-Schuitt kann eine Fliche zerstiicken oder auch nicht, Neh- 
men wir an, es sei /'(B) nicht zerstiickt; dann kann man zwei gegen- 
iiberliegende Randpunkte von B durch eine Weglinie verbinden, lings 
welcher wir einen Schnitt C gefiihrt denken. In der Fiche F’(B) ist 
nun C ein A-Schnitt, somit ist /’(B,C) nicht zerstiickt und wenn 
man die Rander von B schliesst, so erkennt man, dass auch F'(C) 
nicht zerstiickt sein kann, also in J’ ein nicht zerstiickender Riickkehr- 
schnitt méglich ist. Da ferner in J’(B, C) fiir die Curve C eine Weg- 
linie C, gezogen werden kann zwischen zwei gegeniiberliegenden Rand- 
punkten von C, so ist C, in F (d. h. wenn die Rander der Schnitte 
B und C geschlossen werden) eine Riickkehrlinie, welche B gar nicht 
und C nur in einem Punkte schneidet. Daraus folgt aber, dass auch 
F(C,) nicht zerstiickt ist, denn wiire dieses der Fall, so miisste ja 
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nach (2) C, von der in sich zuriicklaufenden Linie C in einer geraden 
Anzahl von Punkten getroffen werden. Verfolgt man die Construction, 
durch welche C aus B erhalten wurde, von C ausgehend, so sieht man, 
dass auch umgekehrt aus dem Vorhandensein eines nicht zerstiickenden 
Riickkehrschnittes die Existenz eines nicht zerstiickenden B-Schnittes 
gefolgert wird. Eine speciellere Form des letzteren erhalt man iibrigens 
einfach dadurch, wenn man in /’(C) einen A-Sehnitt fiihrt, der in 
emem Rande von C beginnt. 

(7)... Ist daher die Fiche IF (B) nicht zerstiickt, so giebt es 
in der Fliche F' immer einen nicht zerstiickenden Riickkehrschunitt, 
der, wenn man will, immer so gewihlt werden kann, dass er die ur- 
spriingliche B-Lainie nicht trifft. Umgekehrt, wenn ein nicht zer- 
stiickender Riickkehrschnitt miglich ist, so gicbt es auch immer cinen 
nicht zerstiickenden B-Schnitt, falls nur die Fliéche einen Rand besitet. 

(8)... Wenn in einer Fliiche F' nur ein nichtzerstiickender 
B-Schnitt miglich ist, so dass also F (B) durch jeden weiteren B- 
Schnitt zerstiickt wird, so ist in F auch nur ein einziger nichtzer- 
stiickender Riickkehrschnitt miglich und umgekehrt. 

Ist nimlich in /'(B) ein Riickkehrschnitt C’ modglich, so dass 
I (B, C’) nicht zerstiickt ist, so kiéunte aus C’ auch ein B-Schnitt LD’ 
abgeleitet werden, ohne dass F’'(B, LB’) zerstiickt wiire, was gegen die 
Voraussetzung ist. . 

In Folge dieses Zusammenhanges der nichtzerstiickenden /-Schnitte 
und Riickkehrschnitte wollen wir die weiteren Betrachtungen zuniichst 
auf die letztere Schnittart als die einfachere beschriinken. 


IV. 


Kinen Riickkehrschnitt, welcher die gegebene Fliche nicht zer- 
stiickt, nennen wir einen (-Schnitt und die ihm entsprechende Curve 
eine C-Linie. Es erhellt sofort: 

(9) . . . deder Riickkehrschnitt verwandelt die gegebene Fliiche in 
ee andere, die um zwei Rénder mehr besitzt als die urspriingliche. 

In der Fliche F sei ein bestimmter C-Schnitt C, méglich; fiir zwei 
gegeniiberliegende Randpunkte von C, ziehen wir eine Weglinie C’ und 
fiihren langs derselben einen Schnitt. Da dieser in der Fliiche J’'(C,) 
ein A-Schnitt ist, so ist /'(C,C’) nicht zerstiickt und folglich auch 
I (C’) nicht, da man diese Fliiche erhiilt, wenn man in I'(C,C’) die 
Rander des Schnittes C, wieder schliesst. Nun kann man von C’ aus- 
gehend in derselben Weise einen anderen C-Schnitt C” ableiten, der 
aus einer Weglinie fiir C’ entstanden ist u. s. f. Man sieht also: 

(10)... Wenn in einer Fliche F ein bestimmter C-Schnitt mig- 
lich ist, so liisst sich aus diesem cine Gruppe unendlich vieler C-Linien 
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der Fliiche F ableiten, die gegen die Linie C, eine villig beliebige 
Lage haben kinnen. 


Ueber den Zusammenhang der Flichen. 


Wir machen nun die Voraussetzung, dass F’(C,) durch jeden 
weiteren Riickkehrschnitt zerstiickt werde, also auch durch einen Riick- 
kehrschnitt lings einer der unendlich vielen aus C, ableitbaren C- 
Linien, die C, nicht treffen. Dann treten die siimmtlichen C-Linien in 
F’, also auch jene, welche C, treffen (die somit in I’(C,) keine Riick- 
kehrlinien sind) in eine eigenthiimliche Beziehung zu einander, die wir 
aufsuchen wollen. 


Zu diesem Zweck bemerken wir zunichst, dass simmtliche C- 
Linien in F' in zwei Gruppen zusammengefasst werden kénnen, von 
denen die eine alle C-Linien C, enthilt, die C, in einer geraden Zahl 
von Punkten inclusive Null, die andere hingegen jene C-Linien C,, 
die C; in einer ungeraden Zahl von Punkten schneiden. 


Wir betrachten eine beliebige von den C-Linien der ersteren Art, 
etwa C,, und nehmen an, sie treffe C, in den Punkten 1,2,---n, 
die wieder in der Reihenfolge numerirt vorausgesetzt, sind in welcher 
sie passirt werden, wenn man C, in bestimmtem Sinne durchliuft. 
Die Stiicke 1--2, 2--3,3--4,--+-n—1--m, m--+1 von C, sind 
in I'(C,) entweder B-Schnitte, wenn die Endpunkte des Stiickes in 
demselben Rande von C, liegen, oder A-Schnitte, wenn dies nicht 
der Fali ist. Jeder dieser B-Schnitte muss nun F'(C,) zerstiicken; 
denn wiire dieses nicht der Fall, so wiire nach (7) in F’(C,) ein nicht- 
zerstiickender Riickkehrschnitt méglich, was gegen die Voraussetzung 
ist. Was ferner diejenigen Stiicke von C, anbelangt, die in F’ (C,) 
A-Schnitte vorstellen, so ist zuerst zu bemerken, dass sie in gerader 
Anzahl vorhanden sein miissen, wenn die (iesammtzahl der Schnitt- 
punkte auf C,, wie vorausgesetzt, gerade scin soll. In der That, die 
Zahl der Schnittpunkte auf C, ist ebenso gross als die Zahl der in 
einem und demselben Rande von C, liegenden Endpunkte der Stiicke 
von C,, und jeder B-Schnitt fiihrt zwei, jeder A-Schnitt aber nur 
einen solechen Punkt in dem einen Rande von C, mit sich. Fassen 
wir nun irgend zwei dieser A-Schnitte, etwa A’ und A” niher in’s 
Auge, und denken wir z. B. A’ in F'(C,) zuerst gefiihrt, so ist A” 
in F(C, A’) kein A-Schnitt mehr, sondern ein B-Schnitt und zwar 
ein zerstiickender. Wire nimlich letzteres nicht der Fall, so miisste 
in F'(C, A’) ein C-Schnitt méglich sein, also auch in F'(C,), was wieder 
gegen die Voraussetzung. Wenn wir daher die simmtlichen A-Schnitte, 
welche unter den Stiicken von C, vorkommen, beliebig in Gruppen zu 
je zweien zusammen fassen, so wird F'(C,) durch jede solche Gruppe 
zerstiickt. Mithin ergiebt sich, dass alle Stiicke von C, so beschaffen 
sind, dass sie entweder einzeln oder zu zweien F'(C,) zerstiicken. Der 
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Satz (1) ist daher auf simmtliche Linien C, anwendbar und wir kén- 
nen sagen: 

(11) . . . Wenn in einer Fliiche ein bestimmter C-Schnitt C, még- 
lich ist, EF’ (C,) aber durch jeden weiteren Riickkehrschnitt zerstiickt 
wird, so stehen die stimmtlichen C-Linien der Fliche F in einer sol- 
chen Bezichung zu einander, dass jede C-Linie, welche C, in einer 
geraden Zahl von Punkten inclusive Null schneidet, von jeder C-Linie, 
welche C, in einer ungeraden Zahl von Punkten schneidet, ebenfalls 
geschnitten wird, und zwar auch wieder in einer ungeraden Zahl von 
Punkten. Diese Beziehung gilt auch dann noch, wenn man statt C, 
irgend cine andere C-Linie substituirt. 

Hiemit iasst sich leicht die Frage beantworten, ob in der betrach- 
teten Fliche F’;, wenn man statt C, irgend einen anderen C-Schnitt 
C’ fiihrt, noch ein zweiter C-Schnitt C” moéglich wird oder nicht. Es 
muss C” so gewihlt sein, dass er C’ nicht trifft, denn sonst wiire er 
in F’(C’) kein C-Schnitt; C’ und C” miissen daher beide der Gruppe 
C, oder der Gruppe C,, angehéren. Eine Weglinie von C’, welche zwei 
gegeniiberliegende Randpunkte verbindet, ist in J’ eine C-Linie und 
zwar eine solche, welche C’ in einem Punkte schneidet; sie muss daher 
auch C” schneiden, folglich ist F'(C’, C”) zerstiickt. 

(12) . . . Wenn daher in einer Fliche F ein bestimmter C-Schnitt 


C, méglich ist, ausser diesem aber kein zweiter, so bleibt in dieser 
Fliiche immer nur cin C-Schnitt méglich, wie man denselben auch 
wihlen mag. : 


In derselben Fliche F’ soll nur ein A-Schuitt moéglich sein, d. h. 
F besitze nur zwei Randeurven. Wir denken uns eine bestimmte A- 
Linie A, und eine bestimmte C-Linie C, verzeichnet, die sich durch- 
schneiden mégen. Wird zuerst ein Schnitt nach C, gefiihrt, so ist 
zwar in J°(C,) der Schnitt A, kein A-Schnitt mehr, allein, da F’(C;) 
nicht zerstiickt ist, so kann man in dieser Kliiche immer eine A-Linie 
ziehen, also ist auch in F’(C,) ein A-Schnitt méglich. Wird hingegen 
zuerst A, gefiihrt, so ist in F’(A,) C, kein C-Schnitt mehr, allein ein 
anderer C-Schnitt ist immer ausfiihrbar. Um dieses zu zeigen, fiihren 
wir zuerst einen A-Schnitt A’, welcher (, nicht trifft. In der Fliche 
F(A’) ist nunmehr A, ein B-Schnitt und, wenn dieser nicht zerstiickt, 
in F(A’) und folglich auch in F' nach (7) ein C-Schnitt méglich, der 
A, nicht schneidet. Wiirde aber A, zerstiicken, so giebt es nach (2) 
fiir C, irgend eine Weglinie, die A, nicht schneidet, nach welcher somit 
ein C-Schnitt méglich ist, auch wenn A, gezogen ist. Man kann daher 
ganz allgemein sagen: 

(13) . . . Ist im einer Fliiche ein A-Schnitt fiir sich und ein C- 
Schnitt fiir sich méglich, so ist ein C-Schnitt auch dann noch aus- 
fiihrbar, wenn vorerst ein beliebig vor geschriebener A-Schnitt, und ein 
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A-Schnitt immer ausfiihrbar, wenn bercits ein beliebig vorgeschriebener 
C-Schnitt gefiihrt wurde. 

Ks kann nunmehr der Satz (12) verallgemeinert werden fiir eine 
Fliiche, in welcher nach einander mehrere C-Schnitte ausfiihrbar sind. 
Seien also C,, C,--- C, bestimmte, nach einander ausgefiihrte C- 
Schnitte, durch welche die Fliche F in eine Fliche F(C, C, - - C,) 
verwandelt wird, in der kein weiterer C-Schnitt mdglich ist. Um zu 
zeigen, dass bei irgend einer anderen Wahl und Anordnung der C- 
Schnitte immer y néthig sind, um die Verwandlung in eine Fliche 
ohne C-Schnitt zu bewirken, verfahren wir wie folgt. 

Wir denken uns in F eine ganz beliebige C-Linie C,’ gezogen, 
welche die Linien C,, (’, - - C, irgendwie durchschneiden mag und so- 
dann die Schnitte C, C,-- C,—1 gefiihrt. Hiedurch entsteht die Fli- 
che F'(C,C,++C,—1), in welcher noch ein bestimmter C-Schnitt C, 
und daher nach (12) statt C, auch irgend ein anderer, aber nur einer, 
gefiihrt werden kann. In der Fliiche F' (C,C,--C,-1) werden die 
Stiicke von C,’, in welche diese Linie durch die urspriinglichen Schnitte 
zerfallt, A- oder B-Schnitte bilden. Denkt man sich nach und nach 
simmtliche A-Schnitte gefiihrt, so erkennt man durch Anwendung des 
Satzes (13), dass statt C, eine andere C-Linie [ verzeichnet werden 
kann, welche diese A-Schnitte nicht trifft. Nun denken wir uns noch 
nach den B-Linien Schnitte gefiihrt. Von diesen wird nach (8) einer 
nicht zerstiicken, die iibrigen zerstiicken. Durch Anwendung von (7) 
und (2) nach jedem neuen Schnitt erkennt man, dass zu [ eine Weg- 
linie angegeben werden kann, welche keinen der B-Schnitte trifft und 
nach welcher statt [ ein C-Schnitt gefiihrt werden kann, der somit 
keines der Stiicke von C,’ schneidet; diesen Schnitt nennen wir C,” 
und substituiren ihn fiir C,. In der Fliche F'(C,C,-~-C,—,C,’) ist 
nun kein weiterer C-Schnitt méglich und C,’ liegt ganz in der Flache 
F'(C,’), 4. h. iiberschreitet nirgends die Linie C,”. Nun kénnen wir 
aber mit dieser Fliiche ebenso verfahren wie mit F’ und fiir C,_, einen 
Schnitt Cy, substituiren, welcher ebenfalls C,’ nicht trifft u. s. f. 
Statt der urspriinglich gegebenen Schnitte C,C,---C, werden hie- 
durch y andere (,”C,” --- C,” substituirt, die siimmtlich C,’ nicht 
treffen. 

Hieraus geht hervor, dass die Linie C,) ganz in der Fliche 
I (0, 0,” -- C,/’) liegt, in welcher noch der Sehnitt C,” méglich ist, 
aber kein weiterer C-Schnitt. In dieser Fliiche ist C,’ eine C-Linie; 
denn wiire sie dies nicht, wire sie also ein zerstiickender Riickkehr- 
schnitt, durch welchen I’ (C,’C,’--C,") in zwei Theile M und N 
zerfallt, so miissten von den simmtlichen Linien C,’C,’--C, einige 
ganz in M, die anderen ganz in N liegen und es blieben die Theile 
M und N getrennt, auch wenn man die Riinder dieser Schnitte wie- 
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der aneinander fiigt und die urspriingliche Fliiche herstellt. In dieser 
war aber C,’ als C-Linie angenommen. Da somit in F'(C,’C,’ - - C,") 
C, eine C-Linie ist, so kann man durch dieselbe den Schnitt C,” er- 
setzen und es wird dann nach (12) in F'(C,’C,"C,” - -- C,") kein wei- 
terer C-Schnitt mehr mdglich sein. Die gegenwirtige Betrachtung hat 
also gezeigt, dass man den Schnitt C, ersetzen kann durch einen be- 
liebig gewihlten anderen C-Schnitt C,. Mit der Fliche F'(C,’) kann 
man nun beziiglich des Schnittes C,” ebenso verfahren und diesen er- 
setzen durch einen in I’ (C,’) beliebig gewiihlten C-Schnitt C, u. s. f. 
bis C,” ersetzt ist durch C,. Wir haben also an Stelle der y ur- 
spriinglich gegebenen Schnitte, beliebig gewiihlte andere, deren Zahl 
wieder y ist und aus der Darstellung geht hervor, dass die Zahl dieser 
neuen Schnitte wegen (12) niemals grésser, aber auch niemals kleiner 
als y sein kann. Der letztere Fall wire nimlich nur dadurch mig- 
lich, dass eine beliebig gewihlte C-Linie, wie etwa C,’, aufhdért eine 
C-Linie zu sein in der Fliiche F'(C,"C,’ --C,"). Somit ist der zu (5) 
analoge Satz bewiesen: 

(14) ... Die Zahl der C-Schnitte, welche man, ausgehend von 
einer gegebenen Fliiche F, nach einander ausfiihren kann, ist con- 
stant, d. h. unabhiingig von der Anordnung dieser Schnitte. 

3 

Die urspriingliche Zahl der in einer gegebenen Fliche ausfiihrbaren 
A-Schnitte (5) und die Zahl der méglichen C-Schnitte sind fiir diese 
Fliche zwei charakteristische Constante, die beziehungsweise « und y 
heissen mégen. Man kann aus diesen beiden Constanten eine andere ab- 
leiten, welche eine wichtige Bedeutung hat. Nehmen wir an, die Fliiche 
besitze wenigstens eine Randcurve; irgend ein C-Schnitt verwandelt die- 
selbe in eine andere, die um zwei Riinder mehr besitzt als die urspriing- 
liche, in welcher daher zwei weitere A-Schnitte médglich sind. Da alsdann 
in der neuen Fliiche nach (13) und (14) noch immer die iibrigen A- und 
“Sehnitte ausfiiirbar sind, so folgt, dass, wenn man in ganz beliebi- 
ger Ordnung A- und C-Schnitte fiihrt, bis keine dieser Schnittarten 
mehr modglich ist, im Ganzen « + 2 y A-Schnitte gezogen werden 
mussten und sodann eine Fliiche erhalten wird, welche keinen A- und 
keinen C-Schnitt mehr zuliisst. Die Zahl « + 2 y ist aber noch einer 
anderen Auffassung fihig. Da niimlich die Zahl der nicht zerstiicken- 
den B-Schnitte wegen (8) ebenfalls y ist, jeder B-Schnitt die Zahl der 
Riinder um Eins vermehrt, also auch die Zahl der A-Schnitte, so ist 
a+ 2¥y die Zahl simmtlicher méglichen A- und nicht zerstiickenden 
B-Schnitte, also die Zahl siimmtlicher nicht zerstiickenden Querschnitte 

zusammengenommen. 

Definition. Eine Fliiche soll einfach zusammenhiingend heissen, 
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wenn sie weder cinen A- noch einen C-Schnitt zuldsst, sonst mehrfach 
zusammenhiingend. 
Sodann lisst sich folgender Satz aussprechen: 
(15) ... Jede (nicht gespaltene) mehrfach zusammenhingende 
Fliiche kann mit Hinzufiigung aller zuléssigen C-Schnitte durch eine 
bestimmte Zahl von A-Schnitten oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
durch eben dieselbe Zahl von Querschnitten (A- und B-Schnitte) in 
eine einfach zusammenhiingende Fliche verwandelt werden. Ist die 
Zahl dieser A-Schnitte oder der Querschnitte n, so heisse die Fliiche 
n+ 1-fach zusammenhiingend und N=n-+ 1 die Grundzahl der- 
selben. 
Setzt man in n= « + 2 » fiir @ seinen aus der Zahl o der Riin- 
der der Fliiche folgenden Werth, d. h. «a = @ — 1, so wird 


n=o+2y7—1; 
doch ist zu bemerken, dass dieser Ausdruck nur dann mit « + 2 y 
iibereinstimmt, wenn @ nicht Null ist; denn q@ ist sowohl Null, wenn 
die Fliche nur einen, als auch wenn sie keinen Rand besitzt. Um 
diese Nichtiibereinstimmung zu umgehen, supponiren wir bei einer 
vollstiindig geschlossenen Fliiche irgendwo einen Rand, indem wir 
einen Punkt ausscheiden oder einen Einschnitt machen lings einer 
beliebig angenommenen, nicht in sich zuriicklaufenden und mit sich 
selbst nicht zusammentreffenden Linie. Hiedurch wird zugleich die in 
(15) angegebene Art, die Grundzahl einer Fliche aus der Zahl der 
Querschnitte zu berechnen, durch welche die Fliche in eine einfach 
zusammenhiingende tibergeht, auch auf geschlossene Fliichen anwendbar. 
Aus dem Ausdruck fiir die Grundzahl einer Fliiche 


N=e+2y 
ergiebt sich sofort die folgende Bemerkung. 

(16) .. . Die Grundzahl einer Fiche ist immer fn eine gerade 
Zahl grésser als die Zahl der Rénder der Fliche. Die Zahl der 
Riinder ist wm eine gerade Zahl kleiner als die Grundzahl der Fliche. 
Kine geschlossene Fliche (@ =1) kann nur ungeradzahligfach zu- 
sammenhiingend sein. Die Grundzahl einer Fliache, die keinen C- 
Schnitt zuliisst, ist gleich der Zahl ihrer Rénder. 

Mit Hiilfe der vorangegangenen Betrachtungen liisst sich leicht 
die Frage beantworten, unter welchen Bedingungen eine Fliche #' in 
eine andere gegebene F'liiche F', durch blosse Biégungen und Deh- 
nungen ohne Hiilfe von Zerschneidungen oder Zusammenheftungen, 
also durch stetige Umformung sich verwandeln lisst. Hiebei sollen die 
Gréssen der Biegungen und Dehnungen unbeschriinkt bleiben und 
gegenseitige Durchdringungen der Fliichentheile, wie sie bei Rie- 
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mann’schen Flichen lings der Uebergangslinien zu denken sind, zu- 
gelassen werden. Indem wir zur Erleichterung der Vorstellung eine 
einfach zusammenhiingende Fliiche in einer Ebene ausgebreitet denken, 
gehen wir aus von folgenden, aus der Natur einer stetigen Umformung 
sich ergebenden Siitzen : 

(a) ... Eime einfach zusammenhiingende Fliiche F kann immer 
durch stetige Umformung in eine andere gegebene einfach zusammen- 
hiingende Fliche F’, verwandelt werden. Ist also F’’ die aus F ent- 
standene Fliiche, so werden F” und F,, so iibereinander gelegt werden 
kénnen, dass sie sich vollstiindig decken. Wenn man den Rand von 
F in irgend eine Anzahl von Theilen zerlegt denkt, die der Reihe 
nach, in welcher sie von einem Punkte, der sich im Rande von IF 
bewegt, passirt werden, mit r7@7© ... 7 bezeichnet sein moégen, 
und wenn man in gleicher Weise mit dem Rande von F verfihrt, 
dessen » Theile in der Reihe ihrer Aufeinanderfolge r,“) r,) 7, - - - 7, 
seien; so kann man immer die stetige Umformung der Fiche F in die 
Form fF, so einrichten, dass schliesslich alle Punkte von + mit jenen 
von r,, alle Punkte von +® mit jenen von 7, u. s. f., endlich die 
Punkte von + mit jenen von r,™ sich decken. 

(b) . .. Wird ferner eine Fliche F' durch beliebige stetige Um- 
formungen und Zerschneidungen in eine einfach zusammenhiingende, 
sodann durch Zusammenheftungen in eine Fliiche I” verwandelt, 
und zeigt es sich, dass in Ff” nirgends Punkte getrennt erscheinen, 
die in F nicht getrennt, aber auch keine neuen Verbindungen zwi- 
schen Punkten vorhanden sind, die in F’ getrennt waren, so kann J’ 
in die Form F” durch eine stetige Umformung allein iibergefiihrt 
werden. 

(c) . . . Es ist iiberdies sofort klar, dass eine Fliiche F nur dann 
in eine andere vorgeschriebene Fliiche /’, durch stetige Umformung 
allein verwandelt werden kann, wenn F' und fF’, dieselbe Zahl von 
Randeurven “besitzen; denn durch stetige Umformung kénnen weder 
neue Riinder entstehen, noch vorhandene Rinder verschwinden. Im 
Allgemeinen ist zwar diese Bedingung der gleichen Rinderzahl nicht 
hinreichend, wir wollen aber zuniichst zeigen, dass sie es allemal ist, 
wenn die beiden Flichen keine C-Schnitte zulassen. 

Ks seien RO, RO, RO... - RM die Rander von F, RM, R,%, 
R, --+ Ry” die Rinder von F’,, in irgend einer Reihenfolge nu- 
merirt. Wir kénnen durch Anwendung von A-Schnitten allein F so- 
wohl als auch F,, ‘in einfach zusammenhiingende Flichen verwandeln, 
da wir annehmen, dass F und F’, keine C-Schnitte zulassen. Diese 
A-Sehnitte wiihlen wir in beiden Flichen so, dass der erste Sehnitt 
A® fiihrt von RY zu R® in F, A, von L,Y zu KR, in Fy; der 
zweite Schnitt A® fiihrt von R® zu R© in FY, A, von R,? zo 
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R,® in Fy us. f. A» fiihrt sehliesslich in F von RO—) zu Rw 
und A,@-» von R,-9 zo Ry. 


Denken wir uns nun die erhaltenen einfach zusammenhiingenden 
lichen in einer Ebene ausgebreitet und betrachten wir etwa den 
Rand von F(A!) A®)... AM), so besteht er aus folgenden Theilen: 
aus dem Rande Jt), an diesen schliessen sich rechts und links an die 
Riinder des Schnittes A", an diese schliessen sich an, nach rechts 
und links weiter fortschreitend, die beiden Theile des Randes R®, 
welche liegen zwischen dem Endpunkte von A™ und dem Anfangs- 
punkte von A®), hierauf folgen wieder die beiden Riinder von A® 
u. s. f. Durch den Rand RL” werden endlich die links und reechts 
von RM gelegenen Stiicke vereinigt. Genau dieselbe Anordnung der 


Stiicke von fF, R,©)--- und der Riinder von A,“ A,® --- zeigt der 
i 8 

Rand von F, (A,{) A,@ +--+ A,™). Wir kénnen jetzt (AM -. A) 

so umformen in J”, dass dieses, auf L’, (A, --- A,™) gelegt, letz- 


tere Fliiche deckt, zugleich aber die Punkte von R zu liegen kom- 
men auf F,"), die Punkte des rechten Randes von A") auf dem rech- 
ten Rande, die des linken auf dem linken Rande von A,“ ausgebreiet 
erscheinen u. s. f. Jetzt wollen wir, wihrend I” auf F; (A,™ - - A,™) 
bleibt, letztere Fliiche in ihre friihere Form zuriickbringen, so dass die 
Riinder von A,“) A, -- wieder zusammenstossen. Dasselbe geschieht 
dann auch mit den Rindern von A” A®).--, und wenn wir sie zu- 
sammenheften, so hat nunmehr J’ die Form von £'; angenommen. 
Da wir hierbei nur néthig hatten, solche Punxte wieder zu vereini- 
gen, die durch die A-Schnitte getrennt wurden, so muss nach (b) 
in F, durch: stetige Umformung allein verwandelt werden kénnen. 

Der allgemeine Fall ist leicht auf den eben betrachteten zuriick 
zu fiihren, indem man in J’ und F’, zuerst die siimmtlichen-C-Schnitte 
ausfiihrt, welche méglich sind. Dadurch werden F’ und J’, in Fliichen 
verwandelt, die keine C-Schnitte zulassen; damit aber die obigen Be- 
trachtungen anwendbar seien*), miissen nach Ausfiihrung der C-Schnitte 
die Riinder in gleicher Zahl vorhanden sein, und da auch die Zahlen 
der urspriinglichen Riinder wegen (c) gleich sein miissen, so haben 
wir folgenden Satz: 

(17)... Von zwei Elichen kann die eme in die andere immer 
und nur dann durch stetige Umformung allein in die andere verwandelt 
werden, wenn in beiden die Itinder und die nichtzerstiickenden Riich- 
kehrschnitte in gleicher Anzahl vorhanden sind. Die beiden Fliichen 
miissen daher auch gleiche Grundzahlen besitzen. 


*) Selbstverstiindlich sind nach Verbindung der Rinder der A-Schnitte auch 
die Rinder der C-Schnitte wieder zu vereinigen. 
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VI. 

Es eriibrigt rioch einige Folgerungen zu erwiihnen, die auf Filii- 
chen oder Fliichensysteme sich beziehen, aus denen durch irgend welche 
nichtzerstiickende oder zerstiickende Schnitte andere Fliichen abgeleitet. 
werden. 

Die urspriinglich gegebene Fliiche J’ besitze A A-Schnitte und [ 
/-Schnitte und wir setzen 

P=N—1=A+2P. 

Wenn wir in J’ irgend welchen nichtzerstiickenden Schnitt fiih- 
ren und dadurch die Fliiche in eine andere verwandeln, der auch eine 
andere Zahl P zukommen wird, so ist beziiglich der A-, B-, und C- 
Schnitte die Frage nach der Aenderung von P durch das Vorherge- 
gangene als erledigt zu betrachten. Von nichtzerstiickenden Schnitten 
bleibt daher nur zu erwiihnen ein Einschnitt, der in einem Randpunkte 
beginnt und in einem Punkte der Fliiche endigt, und jener, der seinen 
Anfangs- und Endpunkt in Fliichenpunkten liegend hat. Ersterer iin- 
dert an der Zahl P Nichts, letzterer vermehrt die Zahl der Riinder 
um Eins, also auch A, 

(18) ... Wird eine Fliche, deren Grundzahl P + 1 ist, ver- 
wandelt in eine andere Fliche durch cinen A-Schnitt oder einen 
nichtzerstiickenden B-Schnitt, so vermindert sich die Zahl P wm Eins, 
sie bleibt ungedindert, wenn der Schnitt ein C-Schnitt oder ein Ein- 
schnitt ist, der in einem Randpunkte beginnt oder endet, sie vermelhrt 
sich um Eins durch einen Einschnitt, dessen Anfangs- und Endpunkte 
nicht Randpunkte sind. 

Zerstiickt kann eine Fliiche nur durch B-Schnitte und Riickkehr- 
schnitte werden. In den beiden Fliichenstiicken werden sodann noch 
gewisse A- und C-Schnitte méglich sein, deren Summe mit A, respec- 
tive mit [ verglichen werden soll. 

Was nun ‘ingend einen der C-Schnitte we langt, so kann nach 
(2) immer eine Weglinie gezogen werden, welche rs Linie des zer- 
stiickenden Schnittes nicht schneidet; nach dieser ist also ein C-Schnitt 
ausfiihrbar, der fiir den urspriinglichen substituirt werden kann. Die 
Summe aller in den beiden durch den Schnitt entstandenen Fliichen- 
theilen ausfiihrbaren C-Schnitte bleibt also [. Ein zerstiickender B- 
Schnitt vermehrt die Zahl der Riinder um Eins; da aber siimmtliche 
Riinder, die nach Fiihrung des Schnittes vorhanden sind, sich auf zwei 
getrennte Fliichenstiicke vertheilen, so ist ein A-Schnitt weniger aus- 
fiihrbar als im Falle eines nichtzerstiickenden B-Schnittes, somit bleibt 
die Summe aller A-Schnitte noch immer A. Ein Riickkehrschnitt aber 
fiihrt zwei neue Riinder ein, und da durch das Zerstiicktsein nur ein 
A-Schnitt ausfiillt, so folgt eine Vermehrung von A um Kins. 
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(19)... Wird eine Fliche F’ durch einen Schnitt zerstiickt und 
bildet man fiir die beiden Theile die Summe der in ihnen noch mig- 
lichen A- und C-Schnitte, so bleibt die Summe der C-Schnitte immer 
gleich der Zahl der in EF ausfiihrbaren C-Schnitte; hingegen bleibt 
die Summe dev A-Schnitte nur dann gleich der Zahl der A-Schnitte 
in I’, wenn der Schnitt ein B-Schnitt, sie wird aber um Eins grisser 
als diese Zahl, wenn der Schnitt ein Riickkehrschnitt war. 

An der Fliiche 7’ sollen nun ganz beliebige Schnitte ausgefiihrt 
werden, und es sei « die Anzahl aller A-Schnitte, 6 und fp’ die An- 
zahl der nichtzerstiickenden und der zerstiickenden -Schnitte, ebenso 
y und y’ die Zahlen der ausgefiihrten C-Schnitte und zerstiickender 
Riickkehrschnitte, endlich ¢ und e«’ die Zahlen fiir die Einschnitte, die 
am Rande beginnen oder endigen, und beziehungsweise derjenigen, 
die ihre beiden Endpunkte auf der Fiiiche haben. 

Nach (18) und (19) erhilt man ein Fliichensystem, in welechem 
die Summe aus den noch ausfiihrbaren A-Schnitten und der doppelten 
Zahl der noch midglichen C-Schnitte 


P—a—6+7'4+e2=P 


sein wird. Ist ferner die Zahl der entstandenen Fliichenstiicke @, so 


ist zugleich 
gp=h +7 +1. - 
Die Zahi P’ lisst sich auch durch die Grundzahlen N,, N,, N, 
-++ Ny der  Flichenstiicke darstellen, denn es ist 
T rT T Nv T T = , 
N,—1+N,—1+-:-+N,—1=N,+N,+ +--+ N,—p=P 
ebenfalls die Summe aus allen in den siimmtlichen Flichenstiicken 
noch ausfiihrbaren A-Schnitten und der doppelten Zahl der noch még- 
lichen C-Schnitte. ‘ 
Setzt man noch 
Ni,+N+ oe @ + N,= WN’ 
und eliminirt y’ aus den beiden ersterhaltenen Gleichungen, so erhiilt 
man 


N—2=N +a+6+6'—29- 8. 


(20) ... Wenn man an einer Fliche ganz beliebige Schnitte 
ausfiihrt, durch welche dieselbe in irgend welche Stiicke zerfallt, so ist 
die Summe aus den Grundzahlen aller entstandenen EF lichenstiicke 
und der stimmtlichen gefiihrten A- und B-Schnitte vermindert wn die 
Summe dev doppelten Zahl der Fliichenstiicke und derjenigen Ein- 
schnitte, die ihre beiden-Endpunkte auf der jeweiligen Fliiche haben, 
eine constante Zahl und zwar die um Zwei verminderte Grundzahl 
der urspriinglichen Fiche. 

15* 
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PF. Lrerren. 


Dieser Satz kann in sehr mannigfaltiger Weise specialisirt wer- 
den. Sind z. B. die entstandenen Fliichenstiicke siimmtlich einfach zu- 
sammenhiingend , also 

° N, = N,=---=N,=—1, 


so wird N’ = q und wenn wir noch annehmen, dass keine Kinschnitie 


vorkommen, daher ¢ = zu setzen ist, giebt die dem Satz (20) ent- 
sprechende Gleichung: 


gi 
N—2=a+B+6'—9; 

a+ 6+ £p’ ist die Anzahl aller gefiihrten Querschnitte und die Glei- 

chung enthilt den Eingangs erwiihnten Fundamentalsatz, der gewohn- 

lich den Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen iiber den Zusammen- 

hang der Flichen bildet. 

In der gegenwiirtigen Fassung ist er etwas allgemeiner, da auch 
beliebige Riickkehrschnitte ausgefiihrt werden diirfen. Wir wollen ihn 
beniitzen, um den Ausdruck fiir die Grundzahl einer beliebigen n- 
blittrigen Riemann’schen Kugelfliiche mit Windungspunkten herzu- 


leiten. Sei die Zahl der Windungspunkte @ und m, m, m, - ++ me 
die Zahlen der Bliitter, die beziehungsweise im 1'", 2'", 3tee ..~ gter 


Windungspunkte zusammenhiingen. Um jeden Windungspunkt herum 
fiihrep wir einen Riickkehrschnitt, der alle » Biliitter durchdringt und 
eigentlich iiquivalent ist mehreren Riickkehrschnitten, die wir aber nicht 
abzuziihlen brauchen. Die Zahl der einfach zusammenhiingenden Flii- 
chenstiicke, die auf diese Weise abgetrennt werden, ist 


(nm —m,+1)+ (n—m,+1) + (n—m,+ 1) +--+ (n—m,41)=an—w, 
wenn , 

w==(m,—1) + (m,-—1) + --- + (m,—1]) 
die Summe der Ordnungszahlen aller Windungspunkte ist. 

In der iibrig bleibenden Fliche ziehen wir Schnitte, die ebenfalls 
alle Bliitter durchdringen, und von denen der erste so gefiihrt ist, 
dass er ausgeht vom Rande des um den ersten Windungspunkt ge- 
zogenen Riickkehrschnittes und endigt in dem Rande des Riickkehr- 
schnittes um den zweiten Windungspunkt, der zweite, von diesem 
ausgehend, fiihrt zum Rande des Riickkehrschnittes um den dritten 
Windungspunkt u. s. f. bis man wieder zum ersten Riickkehrschnitt 
zuriickgelangt. Die friiher zusammenhiingende Fliiche zerfillt durch 
diese Schnitte, die theils A-Schnitte, theils B-Schnitte sein kénnen, 
in 2 Theile und die Zahl aller dieser Schnitte ist on, daher 

g=2xn+ on —w 
die Gesammtzahl aller entstandenen Fliichenstiicke. Von diesen ist 
eines zweifach zusammenhiingend, niimlich jenes, welches den willkiir- 
lich anzunehmenden Einschnitt enthiilt, der die Riemann’sche Kugel- 












































Ueber den Zusammenhang der Fliichen, 





fiche einrandig macht. Verwandeln wir dieses Flichenstiick noch in 
ein einfach zusammenhiingendes, so haben wir 


ae+6+p'=on+1 
N=w—2n+3. 3 


und daher: 


Der Satz (20) kann leicht erweitert werden fiir den Fall, dass 
ausgegangen wird von einem System von Fliichen. Bedeutet N die 
Summe aller Grundzahlen der gegebenen Fliichen und ® die Zahl der- 
selben, versteht man ferner unter N’, @, B, B’, &', m noch immer 
dieselben Zahlen wie friiher, so lautet die Gleichung: 


N—20=N—2gp+e+ 64+ pf’ —&’. 


Von den vorhergehenden Untersuchungen haben wir ausdriicklich 
gespaltene Fliichen ausgeschlossen, In solchen Fliichen sind nicht- ; 
geschlossene und verzweigte Randcurven méglich; es kann daher auch 
nicht ohne Weiteres von einer bestimmten Zahl der Riinder gespro- 
chen und die Unterscheidung zwischen A- und £-Schnitten in der 
angegebenen Weise nicht mehr festgehalten werden. Aber selbst wenn 
q z. B. ein A-Schnitt zwischen wirklich getrennten Rindern vorhanden 
ist, wird derselbe nicht immer die bei ungespaltenen Flichen zutreffen- 
den Kigenschaften besitzen, denn wenn beide Rinder, die er verbindet, 
nicht geschlossen sind, so miissen sie durch ihn nicht zu einem ein- 
zigen Rande verbunden werden und der A-Schnitt kann zerstiicken. 
Desgleichen gelten die fiir C-Schnitte aufgestellten Sitze nicht aus- 
nahmslos fiir eine gespaltene Fliiche. 

Denuoch wiire es unrichtig, einer solchen Fliiche einen unend- 
lichen Zusammenhang zuzuschreiben*) in dem Siune, dass fiir sie die 
Verwandlung in eine einfach zusammenhiingende durch eine endliche 
Zahl von Querschnitten nicht méglich sei. Hine soleche Verwandlung 
kann immer durch eine endliche Zahl von Querschnitten ausgefiihrt 
werden, und diese Zahl kann zwar beliebig gross sein, es lasst sich 
aber fiir sie ein ganz bestimmtes endliches Minimum angeben. Die 
hierauf beziiglichen Untersuchungen mégen einer spiiteren Mittheilung 
vorbehalten bleiben. 


im April 1875. 





, 
Prag, 


*) Vgl. Thomae’s Aufsatz: Hinige Siitze aus der Analysis situs Kiemann’- 
scher Flichen, in Schlémilch’s Zeitschrift Bd. 12, 8. 367, 








Sur quelques théoremes fondamentaux de l’algebre moderne. 


Par J. P. Gram a CorennAGuE. 


Dans un mémoire inséré au volume 62 du journal de Crelle*), 
M. Aronhold a cherché de déduire directement de la théorie des 
transformations linéaires les principes fondamentaux de la théorie des 
invariants, en montrant, comment ces fonctions se présentent naturel- 
lement, quand on cherche les conditions pour la transformation d’une 
forme donnée en une autre. Cette méthode a des avantages essentiel- 
les sur celle de commencer par une définition des invariants, sans 
montrer A priori |’existence des fonctions en question. Clebsch 
a fait usage du méme procédé**) et quoiqu’il lait simplifié en quel- 
ques parties, la méthode n’a pas encore été rendue assez simple et 
élémentaire pour qu’on puisse s’en servir pour donner le fondament 
générale d’un développement élémentaire de la théorie des invariants et 
covariants. 

C’est pour cette raison que j’ai essayé, dans ce qui va suivre, de 
pousser & fin la méthode de Aronthold, en appliquant seulement des 
considérations élémentaires. — La premiére partie se rattache done 
assez pres au mémoire cité de Aronhold, dans la seconde partie 
jintroduis les covariants, dont ensuite je démontre les propriétés les 
plus importantes par rapport aux transformations linéaires. 

Quoique done la plupart des théoremes démontrés ne soient pas 
nouveaux, j’espere que dans les démonstrations de ceuxei il y aura 
quelque chose digne d’intérét. 


Bs : 


Soit proposée une forme générale de Vordre p et de n variables 
%y, %,*** &. — Dans la notation symbolique***) cette forme sera 
représentée par 


*) Ueber eine fundamentale Begriindung der Invariantentheorie. Crelle 62, 
p. 281. 
**) Clebsch, Theorie der biniiren Formen, §§ 79., 80., p. 300. 
***) Voir Clebsch, Ueber symbolische Darstellung algebraischer Formen, 
Crelle Bd. 59, et Biniire Formen p. 28. 
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aP = (A, 2, 4 Ay%, +++ + AnLn)?, 
cest & dire par la puissance p*”’ dune forme linéaire ot, pour toutes 
les valeurs des indices 4, %, 4+-++-+, on pose 


wae ya... (Uf Hp A+++ =p). 
Si l’on transforme les variables (2) *) par les formules 
« 
x; = ce; 1 1 a lj2 52 aL eee Ginkn 


la forme a® sera transformée en une autre de méme ordre et, pourvu 
que le déterminant de transformation ne s’annulle pas, aussi du méme 
nombre de variables. Cette forme, la forme transformée, sera repré- 
sentée par a, de sorte quon aura 


a? =a’, 
s zx 


Soit encore b”? une forme quelconque de l’ordre p des variables (&). 
Si par une transformation linéaire il sera possible de transformer 
a? en bi, il faut et il suffit que, pour toutes les valeurs des indices 
txA-+++, On puisse avoir 
(1) Gin... == Vind .:. P. 
n(n -- 1) (2 4+ 2)--- (n+ p—1) 
1-2-3----p ? 
tiennent dans les premiers membres les coefficients (a) et les coeffi- 
cients (@), encore indéterminés. Par Jlélimination de ces derniers, 
dont le nombre est »?, on obtient « — n? équations finales dans les- 
quelles entrent seulement les (a) et les (b), et qui en général seront 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que la transformation soit 


Ces équations, en nombre uw = con- 


possible. 

Pour pouvoir mieux ¢tudier les équations de-condition, on forme 
des équations (1) un systeme nouveau équivalent de la forme 
(2) Dina rae Moor... i Doar... Uzi. .¢ 

Ces équations seront homogenes par rapport 4 tous les coefficients 
(a), tous les (b) et tous les («). Ils donnent comme le systeme pri- 
mitif encore u — n? résultants indépendentes, qui seront homogenes, 
soit par rapport A tous les (a), soit & tous les (0). 

Chacun de ces résultants peut ¢Gtre mis sous la forme 
(3) = Ay By + Ay B, > ini A, B, = 0, 
les (A’) désignant des fonctions entieres et homogenes de méme degré 
seulement des (a), les (J3) des fontions ayant les mémes propriétés 
par rapport aux (0). 


*) En général, je dénote par (a) tout le systéme des variables x; marqués des 
indices différents, également par («) tous les coefficients de transformation a;,, ete. 
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Le résultant R peut étre supposé irreductible, de sorte qu'il n’existe 
aucune relation linéaire plus simple entre les mémes fonctions (A’), 
dont les coefficients dépendent des (b). 


De chaque résultant R on peut alors dériver au moins un autre 
plus simple. 


Soit ¢? une troisieme forme, qui par une transformation linéaire 
peut se transformer en a?. Entre les coefficients (c) et (a) il sub- 
siste alors une relation analogue a R= 0, savoir 
(4) R’ = AJC, + A/C, +--+ 4G, = 
les fonctions (C) étant semblables aux (/3). Du méme, entre les coef- 
ficients (b) et (c) on a la relation 
(5) R” = B/C,+ B/C, +--- BC, =0, 
ot (B') sont analogues aux (A’) dans Rh. 

En résolvant les égalités (3) et (4) par rapport a A,’ et en égalant 
les deux valeurs, on obtient 





: B, Bs, _B, Cy a: 
(6) A,’ aes A, B, + ‘Eh A, Bo = 1,’ o 14 A, C, oo A, Cy 
Cette relation doit étre identique. -—- Car par une transformation li- 
néaire, dont les coefficients soient (8), on peut transformer b” en Cy 


supposé que a” puisse se transformer en b!, ce qui doit étre le cas 
selon les relations (5). Si done on exprime les (c) par (b) et (8), on 
obtient de (6) une relation entre les (a), les (b) et les coefficients (A) 
parfaitement arbitraires. Cette relation qui ne contient que v fonc- 
tions (A‘) ne peut done avoir lieu, 4 moins quelle ne soit identique. 
C’est a dire, il faut que 

a. & . * 

Za: era ™- 


pour qu’on puisse transformer b: en Cre Du méme on aura entre les 


coefficients de a’ et de b? des égalités semblables , savoir 


7) Aa Ame te, 
les (A) étant les mémes fonctions des (a) que les (2) des (b). 

C'est évident, que ces égalités seront les conditions arpa et 
suffisantes pour la possibilité de la transformation de a? en b?, car 
leur nombre est au moins égal au nombre des résultants primitifs 


R= 0. 


' ; A; ; 
Les quotients rationels i ont done la propricté caractéristique de 
40 


rester invariables,. soit quon les forme de coefficients dune forme quel- 
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conque a® , soit de coefficients @une forme qui, par une transformation 
linéaire, peut étre dérivée de a?. 

Par cette raison on les nomme les invariants absolus de la forme a?. 

Liégalité des invariants absolus est donc la condition nécessaire 
et suffisante pour que, par une transformation linéaire, deux formes 
générales se puissent réduire l'une a l'autre. , 

De 1a il suit aussi, que tous les invariants absolus seront des 
fonctions de w — n® entre elles. 

Si de la méme manitre on cherchait les conditions de Ja trans- 
formation d'un systeme de formes en une autre par la méme trans- 
formation linéaire, on trouverait aussi des équations de la forme (7), 
cest i dire l’égalité des invariants absolus. 

Soit ota un invariant absolu d’un systeme de formes, done je dé- 
signe les coefficients par (a). Si l'on désigne par (a’) les coefficients 
transformés, c-a@-d- les coefficients des formes transformées, on a 
légalité 

Pia’) Pied P(a)y 
Q(@’) — @@’ 
dot il suit que *) 


(8) Pwa)=e:Pa); Oa')=—e:- a. 


Par, une transformation linéaire queleonque le numérateur et le 
dénominateur des invariants absolus ne sont par conséquent altérés que 
par un facteur, qui évidemment ne peut dépendre des coefficients (a), 
mais seulement des coefficients de transformation. 

Toutes les fonctions des coefficients d'un systeme de formes, qui 
ont cette propriété, sont nommées invariants. 

Le facteur @ étant une fonction des (@), nous le représenterons 
par g(@) ou par m (ax). — Les invariants pouvant étre supposés homo- 
genes, g(a) doit ’étre aussi par rapport a tous les coefficients (a). 
On a done 


P(a’) = (a) - Pla). 


Si l’on transforme de nouveau les formes une fois transformées, et 
désigne par (a”) les nouveaux coefficients transformés, par (f) les 
coefficients de la derniére transformation, on obtient 


P(a") = 9 (B) P(a’) = 9 (8) y(@) P@ - 


Supposons que la derniére transformation soit la réciproque de la pre- 
miére, P(a”) est done égal a P(a) et l’on aura 


(9) p(B) p(a) = 1. 


*) Voir Clebsch, Binire Formen p. 306. 
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Mais pour la transformation réciproque on a 


Bix = "ki ° 


r ’ 
en posant le déterminant 2 -++- @,,@,. +++ @a,»—=1r, et 7; désignant le 
sous-déterminant de «,; dans r. 


L’égalité (9) peut done s’écrire ainsi 


‘plen) 9 (C)=1, 


ou, en dénotant par v le degré de la fonction homogéne 


(10) (ex) P(e) =F". 
D’ou il suit, que m(@) doit étre un facteur rationel du degré v 
de +”, Yautre facteur est du degré (n — 1)- v. 


Les éléments du déterminant r ¢tant supposés indépendents entre 
elles, r nest pas résoluble en facteurs rationels. Les deux facteurs 
de +” doivent done étre des puissances entitres de +, multipliées par 
un méme constant numérique, qui pourtant ne peut étre que lunité 


positive. — Done il faut que vy = md, A étant un nombre entier, et 
Yon aura 
(11) P(@)="3 p(ru) = re—. 


D’ot résulte le théoreme suivant *). 

Quand une fonction des coefficients Cun systeme de formes par une 
transformation linéaire des formes west alterce que par la multiplication 
par un facteur constant, alors ce facteur est nécessairement une pris- 
sance du déterminant de la transformation. 

La définition complete des invariants est done donnée par lidentité 
(12) J(a’) = - S(a), 

J(a) étant un invariant quelconque. 

Le théoreme subsiste encore quand P contient, non seulement des 
coefficients, mais aussi des variables. On peut directement appliquer 
la méme démonstration. 


2 


Une transformation linéaire des variables d'une forme comporte 
également une transformation linéaire des coefficients, les coefficients 
transformés (a’) étant des fonctions, linéaires par rapport aux (a), 
homogeénes du degré » par rapport aux (@). Pour déterminer la forme 


*) Voir la mémoire citée de Aronhold, le théoreme V; Clebsch: Biniire 
Formen p. 306. 














_ 





Théorémes fondamentaux de l’algébre moderne. 235 


générale de ces fonctions, nous considérons en premier lieu des formes 
linéaires. 

Soit (a,) un systeme de formes linéaires contenant des variables 
(a) ou (y), (2) +--+, cogrédients avec ceux-la. Les coefficients trans- 
formés seront alors déterminés par ce que pour toutes les formes on 
doit avoir identiquement 


Si l'on écrit les formules de transformation des (x) ainsi 


(13) aj = a8, + Bib. + v8 +++ ME, (C= 1,2--+- mn) 
on trouve pour les coefficients transformés les expressions suivantes 


, 


, ’ , 
@) =e, Ay = Mp, Ay = Ay +++? -* dn = a,. 


En résolvant ces équations par rapport aux (a), on obtient les (a) 
exprimés par (a@’). Le déterminant de la transformation dite est 
p= Et eByyy ++ Me = (aby +++ 9). 

Les coefficients symboliques d’une forme de l’ordre p étant trans- 
formés par les mémes formules que ceux de la puissance pi” d’une 
forme linéaire a,, on trouvera pour les coefficients transformés de 
a” les expressions symboliques suivantes 


(14) a.‘ a," a, coos aaa, snes (etutdat.---=—p). 


Si done dans l’identité : 
J(a) = 7G - 
J(a) désignant un invariant quelconque d’un systeme de formes, on 
remplace les coefficients de transformation (a), (B), (y) - +» respective- 
ment par les » systemes différents (x), (y), (2) ---+ de variables co- 
erédients, le déterminant («By +--+) devient (wyz---) et les coefficients 
transformés deviendront toutes les polaires des formes primitives par 
rapport aux  systemes de variables. 

De la suit le théoréme suivant: 

On peut exprimer rationellement tous les invariants d'un systéme de 
formes par toutes les polaires des formes données par rapport aux n 
systémes de variables (x), (y), (2) +++, en remplacant pour chaque forme 
le coefficient symbolique a’, axa. -++ par la polaire corréspondante a’, a7 G++, 
et en divisant ensuite par une puissance du déterminant (ayz--+). Reé- 
ciproquement toute fonction rationelle entire, obtenue en divisant par une 
puissance de (xyz---+) un aggrégat de polaires, aura toujours la pro- 
pricté caractéristique des invariants: savoir que la fonction, formée des 
éléments transformes, ne differe que par un facteur, qui est une puissance 
du déterminant de transformation r, de celle formée des éléments pri- 
mitifs. 


Wis. a da Aaliectbet 
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Si une telle fonction ne contient que des coefficients elle est done 
un invariant, si elle contient des variables elle s’appelle un covariant. 

Le théoreme énoncé se démontre facilement. Soit J’ une fonction 
rationelle entitre des polaires, divisible par (wyz---), K le quotient 
de division, K’ la transformée de celle-ci. Par uae transformation 
quelconque J’ reste invariable, toutes les polaires restant invariables, 
tandisque, selon la régle de la multiplication des déterminants, 
(xyz---)=r(EnE---), (&) (m) (E)--- tant les variables transformés, 


corréspondents aux (x), (y), (2)---. On aura done 
EP an i 7;= = I . ao Fr ; ma. K, 
(Eng---) r (CY Z-+*) (wy z-) 


ee qui fut & démoutrer. 

Parmi les covariants il faut compter, soit les formes elles mémes 
et leurs polaires, pour lesquelles 2 =, soit le déterminant (#yz-- -), 
qu’on nomme le covariant identique. 

Tous les covariants, qui ne contiennent plus de » systemes de 
variables cogrédients, peuvent étre obtenus par la méthode développée, 
ce quon peut vérifier eu remplagant dans un covariant quelconque 
comme ci-dessus (a), (6), (y) --+ réspectivement par (x), (y), (2) «--. 
Les coefficients (a’) deviennent alors des polaires, les variables (&) (y) (§)---, 
qu'on obtient en résolvant les équations de transformation (15), devien- 
nent égaux & lunité ou s’'annullent, et le covariant transformé se ré- 
duit & une fonction des polaires, qui divisée par (wyz---) donne le 
covariant primitif. 

Pour les covariants qui contiennent un nombre quelconque de sy- 
stemes de variables, on peut appliquer la méme représentation, ce qui 
est évident selon le théoreme de Clebsch sur la réprésentation sym- 
bolique des covariants et invariants*). — Je ninsisterai pas sur ce 
sujet. 

La représentation développée & quelque interét comme se ratta- 
chant immédiatement a la définition des fonctions en question; j’en 
donnerai ensuite une application importante. 


3. 
Jusqu’ici nous avons supposé que toutes les formes considérées 
soient des formes générales, considérons i présent des formes spéciales. 
Si entre les coefficients Tune forme ou dun systeme de formes il 
existe une seule relation homogene, p(a) = 0, invariable par une trans- 


*) Crelle’s Journal Bd. 59. Une démonstration élémentaire de ce théoreme 
important est donnée par M. Zeuthen dans le ,,Tidesskrift for Mathematik“ 
Copenhague 1872. 
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formation linéaire, il faut nécessairement que g(a) doit étre un in- 
variant, 


Car (a) = 0 devant entrainer g(a’) = 0 on aura 


g(a’) =c- g(a), 
done g(a) est wn invariant. 

S'il-y-avait une relation homogéne g(a) = 0, g(a) n’étant pas un 
invariant, il-y-aura nécessairement d'autres relations analogues, afin que 
la méme relation puisse subsister pour une forme quelconque trans- 
formée, 

Car on aura pour toute transformation g(a’) == 0. Si pour (a’) 
nous substituous leurs expressions en (a@) et en les coefficients de trans- 
formation («), nous obtiendrens g(a’) sous la forme 


yp (a ) — CP, + CoP» + Le, ae Cn Pm» 
les (c) étant fonctions des (@), les (gm) des (a). 
La transformation ¢tant complétement arbitraire,’ les (¢) sont des 
constants arbitraires. Afin que g(a’) soit done égal & zéro il faut 
nécessairement que simultanément 


9, (a) = 0, 9, (a) = 0 oe eee Pn (a) = 0. 

Remplacons, comme nous l'avons fait plus haut, les coefficients de 
transformation par » systemes de variables (x) (y) (¢)---, alors m(a’) 
devient une fonction invariable composée des polaires, conséquemment 
un covariant, dont les coefficients évidemment seront g,(a), g,(a) 
-+++@,(a). On voit ainsi que ce covariant doit s’évanouir identique- 
ment si la relation g(a) = aura lieu pour toute transformation li- 
néaire. 

(a) est du reste elle-méme un des coefficients du covariant ob- 
tenu, ou au moins une fonction linéaire 4 coefficients numériques de 
ceux-ci. Car on lobtient de g(a’) en posant 


{ 1 pouri=k 
= 


0, ith, 
ce qui est le méme que dans le covariant trouvé de poser 
L, = = 4, Sl. 
en égalant tous les autres variables a zéro. 

Si la fonction proposée g(a) n’était pas homogene, on verrait fa- 
cilement en la résolvant en des parties homogenes que chacune de 
celles-ci donnerait naissance 4 un covariant, qui devrait s’annuller sé- 
parément. 

Ordinairement un covariant ainsi obtenu contient comme facteur 
une puissance du covariant identique (wyz-- -); en divisant par celle-ci 


a oe 
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on obtient un covariant plus simple, dont les coefficients sont les 
mémes que ceux du covariant obtenu en premier lieu. 

Du développement précédent suit immédiatement le théoréine sui- 
vant bien connu*), mais tant que je sais pas encore démontié. 

Toutes les relations entre les coefficients Wun systéme de formes, 
qui sont invariables par des transformations linéaires seront exprimées 
par Ueévanouissement identique dun certain nombre de covariants, qui 
ne contiennent plus de n systémes de variables cogrédients. — Particu- 
liérement ces covariants peuvent devenir des invariants. 

Réeiproquement, si un covariant dun systéme de formes sannulle 
identiquement, le méme sera le cas pour le covariant corréspondant dun 
systéme transforme. 

Cela suit immédiatement de lidentité A’ = +*K, les coefficients 
de K’ étant des fonctions linéaires des coefficients de A, ce que l'on 
voit en introduisant pour les variables (#) (y) (2) leurs expressions 
en (&) (m) (§), et en comparant ensuite les coefficients des mémes com- 
binaisons des variables transformés. 

Le théoreme ¢noncé montre aussi, que c'est une condition xces- 
saire, afin qu'on puisse transformer deux systemes de formes speciales 
Yune dans l'autre, que pour les deux syste#mes les mémes covariants 
s'annullent identiquement. 

Cette condition sera du reste en méme temps que I égalité des in- 
variants absolus la condition suffisante. 

Soit effectivement proposé un syst¢me de formes dont les coeffi- 
cients soient au nombre a, et un autre systeme de formes réspective- 
ment des mémes ordres. Les mémes covariants (invariants) sont sup- 
posés de s’annuller pour tous les deux systemes, ce qui corréspond pour 
chacun deux a vy relations indépendentes entre les coefficients. Con- 
séquemment on doit avoir « — v — n® conditions pour la possibilité 
de la transformation. 

Kn méme temps, entre les « — n* invariants absolus de chaque 
systeme de formes il subsistera v relations en conséquence des v re- 
lations entre les coefficients; il n’y-a done pour chaque systeme que 
u — v —n* indépendents entre les invariants absolus. L’égalité des 
invariants absolus indépendents, qui seront formés de la méme ma- 
niere des coefficients de chaque systeme, sera done la condition né- 
cessaire et suffisante pour la transformation en question. — D’ov le 
théoreme suivant**): 


*) Voir par exemple Clebsch: Biniire Formen p. 91. 

**) Cfr. Clebsch: Biniire Formen p. 365. Il faut remarquer, que I’ égalité 
des invariants absolus renferme que les mémes invariants s’annullent, mais point 
toujours que les mémes covariants s’évanouissent identiquement. De 1i viennent 
les cas spéciales par la théoréme comme I'a énoncé Clebsch. 
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Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'on puisse transfor- 
mer Tun a Vautre deux systémes de formes quelconques, sont 1°, que les 
mémes covariants (et invariants) s’annullent identiquement pour tous les 
deux systémes et 2°, que les invariants absolus soient (gaux. 

Ce théoréme montre comment la théorie des covariants et inva- 
riants suffit pour diseuter complétement la théorie des transformations 
linéaires. 

Toutes les formes, qui ont les mémes covariants et invariants zéro, 
auront toutes les mémes propriétés caractéristiques, indépendentes des 
transformations linéaires. On peut done sur cette cireonstanee fonder 
une classification naturelle des formes de méme ordre suivant leurs 
covariants et invariants zéro; ce qui au fond revient au méme prin- 
cipe que la classification des courbes suivant leurs singularités. 

Si lon connait pour une forme proposée les relations invariables 
gy, = 0, », =0--- qui doivent subsister entre les coefficients, la 
méthode indiquée plus haut donne le moyen de déterminer directement 
les covariants ou invariants, qui doivent s’annuller. 

Dans une des fonctions m on n’a qu’ substituer des polaires pour 
les coefficients (a) et i reduire par division par (xyz---) tant que 
possible. On obtient par Ji un covariant, qui corréspond a& un certain 
nombre de relations. — Des relations non contenues dans le covariant 
trouvé, on prend une nouvelle et la traite de la méme maniere, ce qui 
donne un deuxiéme covariant qui corréspond également a plusieurs 
relations; et ainsi de suite, jusqu’d ce que toutes les relations soient 
consommées, — Par la on verra aussi, si quelqu’une des fonctions 
serait un invariant. 

Quand le nombre » des variables surpasse deux, il peut étre avan- 
iageux pour les sous-déterminants d’ordres différents de (ayz-- -) d'in- 
troduire des variables cogrédients de différents classes, ainsi comme 
Clebsch l’a indiqué*), Il faut alors, que tous les coefficients de 
la forme intermédiaire, ainsi obtenue, s'annullent. On peut ensuite, si 
cette forme contiendrait plusieurs systemes de variables de méme classe, 
égaler tous ces systemes, pourvu que l’évanouissement de la derniére 
forme entraine nécessairement que la premiere sévanouisse aussi. 

Pour illustrer la méthode expliquée par un simple exemple connu, 
nous cherchons le covariant qui doit s'annuller identiquement, afin 
qu'une forme ternaire cubique soit un cube parfait**). 

On aura entre les coefficients d’un cube de la forme linéaire ter- 
naire a, des relations suivantes de second degré 


*. Clebsch: Ueber ein Fundamentalproblem der Invariantentheorie, Schrif- 
ten der k. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, 1872. 
**) Voir Gundelfinger: Mathematische Annalen Bd. IV, p. 571. 
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(4,a,a;)* =a,a,-a,a", a,-a,*=a,a,-a,a,’, 
et les autres analogues 4 celle-ci. Si done la forme symbolique a,* 
soit un cube parfait, on doit avoir les relations symboliques suivantes 

a,a,4, - bbb, = aPa,- bb; a>. b = aa, - bb," ete. 


La premiére donne le covariant 
a, aya;b,b,b, — a,2a,b,b2 = a,a,b,b, \a.b, — a,b: 


En posant (zy) —2,u, -+-2,u,-+- 2,0, on al identité a,b,—a,b,=(abu), 
et on peut done reduire le covariant trouvé a 





(abu) a,a,b,b., 
qui est égal a 
§ (abu) a,b, (arb, — azb,| = 4 (abu) (abv) a,b, , 
(v) étant cogrédient & (w). Ce covariant est la polaire de (abu)*a,b, 
par rapport & v, done il s’annulle avec ce-ci, et la relation proposée 
donne ainsi la forme intermédiaire 
0 = (abu)ta,b. , 


qui doit s’évanouir identiquement. 


De méme la relation a,°b,* — a,?a,b,b,2 = 0 donne le covariant 
a,” b> — a, a,b,b, = a,? b? (a,b, — ayby\| = (abu) a,2b,/ 
=} (abu) [a,?b,2?—a,/ bz") = 4 (abu)? [a,b,+ a,b.) , 


qui est une polaire par rapport a (y) de la forme © obtenue en pre- 
mier lieu. Toutes les autres relations étant tout a fait analogues aux 
deux relations considérées, elles ne peuvent donner quelque forme nou- 
velle. — La condition nécessaire et suffisante, afin qu'une forme ter- 
naire cubique soit un cube parfait, est donc que la forme intermé- 
diaire 0 = (abu)?a,b, soit identiquement égale i zéro. 


Copenhague, Mai 1873. 














Ueber die sprungweisen Werthinderungen analytischer 
Functionen. 


Von Paut pu Bors-Reymonp in FrerpurG i. Br. 


Lejeune-Dirichlet’s Resultat, dass die Fourier’sche Reihe 
fiir einen Werth 2, von 2, an dessen beiden Seiten die darzustellende 
Function um ein Endliches verschiedene Werthe 


lim {(@, — #) =f(%,—9), — lim f(@, + &) = f(x, + 9) 
besitzt, deren. Mittelwerth 


4 (f(@, — 9) + f(a, + 9) 


annehme, ist einige Mal Gegenstand kritischer Bemerkungen gewesen*). 
Kine etwas eingehendere Untersuchung der sprungweisen Werthiinde- 
rungen aualytisch dargestellter Functionen wird daher nicht iiberfliissig 
erscheinen. Sie fiihrt zu einem allgemeinen Satze iiber die Spriinge will- 
kiirliche Functionen darstellender Integrale und Reihen. 


I. Allgemeine Bemerkungen iiber sprungweise Werthinderungen der 
Functionen. 


i 


Die im Endlichen sprungweise sich indernden expliciten Functionen 
einer reellen Veriinderlichen sind Grenzwerthe analytischer Ausdriicke, 
z. B. Reihen mit in’s Unendliche wachsender Gliederzahl oder Inte- 
grale, bei denen ein Parameter oder eine Grenze einen numerischen 
Grenzwerth annimmt. Bei unstetigen Functionen wie: 





fiat =!, 10—-GQa-1; 10+Guae; 
e= +1 


ist die unendliche Operation nur durch die Bezeichung verdeckt. Denn 
f (x) ist der Limes (x = oo) der fiir « = 0 stetigen Function: 


*) Siehe u. A. H. Schlifli, Borchardt’s Journal, Bd. 72, S. 284. 
Mathematische Annalen, VII. 16 
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n—zZ 
a—1,2 4, 41 
vot ae 





n—1 1 


oe or os 


n! 
Wir kénnen also allgemein die unstetige Function mit 
f(x) = lim, —.« f(a, h) 

bezeichnen, wo im Falle z. B. einer Reihe h die unendlich werdende 
Gliederzah] vorstellt. Von der Function /(#) werden wir annehmen, 
dass sie vor und nach der Sprungstelle stetig ist und nicht unendlich 
viele Maxima hat. Es wird zweckmiissig sein, unsere Betrachtungen 
an ein einfaches Beispiel zu kniipfen und wir wihlen dazu die bekannte 
Function : 


{ (x, h) = aretg h(x, — 2). 


2 


_ 


Um die Unstetigkeit von lim f(z, h) = lim aretg h (a, — 2) fiir 
x“ =x, wohl zu verstehen, haben wir zu beachten, in welcher Weise 
die unbestimmten Gréssen x und h die bestimmten Werthe 2, und co 
annehmen. Wir kénnen x den Werth 2, ertheilen: 

1) nachdem h =o gesetzt worden, 

2) bevor dies geschehen , 

3) kénnen wir gleichzeitig h unendlich und 2, — x Null werden 
lassen. 

Diese drei Operationen schreiben wir in Formeln, wie folgt: 

lim ,—o lim,—.f(a,+e,h), + lim, lim.—of(#, + 8,4), 

lim ,=0, sw f (@, + €, h). 

Sie fiihren zu folgenden drei Werthbestimmungen des lim arctg h(x, — 2) 
fir 7 = 2,. 

1) Beschriinkt man die unbestimmte Grésse x dahin, dass sie 
kleiner oder dass sie grésser als x, ist, so ergeben sich fiir den 


lim f(a, h) die Werthe + 7 und — ; . 


lich (also nachdem lim f (x, h) einen der Werthe +- = angenom- 


Wenn man jetzt nachtriig- 


men) # von seinem unbestimmt gelassenen Werthe aus, den wir z. B. 


als 2 uns denken kénnen, bis 2, wachsen lisst, so wird der lim f(z, h), 


welcher gleich * ist und x gar nicht mehr enthilt, auch nur *- bleiben 
kénnen. Daher fallen nach dem ersten Verfahren auf x = 2x, nur die 


Werthe + > ,— $ von lim f(x, h). Noch evidenter wird dies, wenn 


wir dafiir sorgen, dass der Limes nicht unabhiingig von x wird, indem 
wir z. B. f(x, h) = aretg h (x, — x) + 2? setzen. 
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2) Nach dem zweiten Verfahren setzen wir zuerst « = 2,, wo- 
durch f(x,h) Null wird. Setzt man darauf h = oo, so bleibt fir 
«% =x, der Werth Null bestehen. Es kommen aber auf die nimliche 


Weise wie unter 1) die Werthe — ; , + hinzu, so dass lim f(a, h) 


fiir x = x, jetet die drei Werthe + = ,9, — oa reprdsentirt. 

3) Nach dem dritten Verfahren endlich setzt man gleichzeitig 
”%=%,, h=oo. Wird dabei keine besondere Beziehung zwischen 
dem Wachsthum von / und der Abnahme von x, — x angenommen, 
so kann das Produkt h(x, — x) an der Grenze jeden beliebigen Werth 
zwischen — oo und + co erhalten, und lim f(x, h) stellt fiir « = 2, 
alle Werthe zwischen — = und +5 vor. 

Den eben entwickelten drei Auffassungen entsprechen die drei 
Darstellungen: 


Fig. 1. Fig. 2. 














Fig. 3. 





2 
ov. 


Falls der lim f(v,h) in einem bestimmtem Problem auftritt, so 


wird dieses dariiber entscheiden, wie man ihn aufzufassen hat. Tritt 
16* 
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aber die Frage an uns heran, was man sich, ganz allgemein zu reden, 
darunter zu denken habe, so ist dies Sache individuellen Beliebens. 
Mir persénlich sagt es am meisten zu, Fig. 3 als Darstellung des 
lim arctg h(z,— 2) mir zu denken. Ich kann meine Wahl durch 
folgende Griinde rechtfertigen. 

Die gebrochene Linie ist offenbar die Grenzgestalt der stetigen 
Curve y = aretg h(x, — x), wenn h noch nicht wnendlich ist, wie 
dies Fig. 4 andeutet: 

Fig. 4, 








Dann liisst sich nach der dritten Auflassung die Gleichung 
y = f (x) = lim aretg h (x, — x) 

umkehren. D. i. man kann daraus « =  (y) darstellen, was nach den 
beiden ersten Auffassungen nicht méglich ist. Denn, wie die Figur 3 
zeigt, ist «= a, im Intervall — > <y< +4 =: Nun ist auch 
tgy 
ny? 
welches im nimlichen Intervalle den nimlichen lim « ergiebt. 

Die dritte Auffassung erschépft den ganzen in lim f(z,h) enthaltenen 
Werthevorrath*), und wahrt die Stetigkeit der Reihenfolge dieser Werthe. 

Diese Stetigkeit betreffend fallt noch Folgendes ins Gewicht. Die 
Unstetigkeiten der Fourier’schen Darstellungen willkiirlicher Functio- 
uen (Reihen und Integral) sind, worauf bald des Genaueren eingegangen 
werden soll, ganz von derselben Beschaffenheit, wie die des lim arctg 
h(x,— 2). Hier lisst sich aber die dritte Auffassung besser den 
physikalischen Anschauungen anpassen als die beiden anderen. Denn 
wenn z. B. eine plotzliche Dichtigkeitsinderung eines Mediums dar- 
zustellen ist, so wird die erste Vorstellungsweise der Idee entsprechen, 
dass absolut ohne Uebergang zwei verschiedene Dichtigkeiten aneinander 
stossen. Die zweite wird in der Trennungsfliiche ohne physikalischen 
Grund das Mittel der angrenzenden Dichtigkeiten setzen. Die dritte 


L= 2, — 


*) Wie sich Hr. C. Neumann treffend ausdriickt, 
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wird einem in einer unendlich diinnen Schicht stattfindenden continuir- 
lichen Uebergang der einen Dichtigkeit in die andere mathematisch 
sich anschliessen, und so dem ,,natura non facit saltum“ in der analy- 
tischen Darstellung zu seinem Recht verhelfen. Hiernach ist die ersie 
zur Noth, die dritte Vorstellung durchaus, die zweite gar nicht physi- 
kalisch gerechtfertigt. Aehnliches gilt von dem durch Fourier’sche 
Darstellungen auszudriickenden Anfangszustand einer Saite, der Grenz- 
linie einer elastischen Membran, u. s. w. 

Aus allen diesen Griinden halte ich den Dirichlet’schen Mittel- 
werth an der Unstetigkeitsstelle — so lange man in der allgemeinen 
Theorie bleibt — fiir eine weniger natiirliche Auffassung, als die gerad- 
linige Verbindung der an die Unstetigkeitsstelle angrenzenden Werthe. 

Ganz Aehnliches gilt auch von der sprungweisen Werthinderung 
des Differentialquotienten einer stetigen Function, wie im folgenden 
Artikel erértert wird. 


4, . 

Es mége bis zum Punkte x, der Differentialquotient sf =f’ (x) 
stetig sein und von da ab wieder, aber die Grosse f’ (x, + 0) sei nicht 
gleich /’ (x, — 0): die Curve y=/(x) hat alsdann an der Stelle z, 
einen Knick. Eine kleine Veriinderung der gewéhnlichen Definition 
des Differentialquotienten fiihrt dazu, auch diese Unstetigkeit nach den 
obigen Principien behandeln zu kénnen. 

Statt unter der Ableitung f (x) den Limes (¢ = 0) einer der 


Grodssen : 
[(@ + 8) — f(x) f(x) — f(@ — ®) 
€ > 


é 
zu verstehen, wollen wir sie symmetrisch als: 
a A De A) 

cx —z 
auffassen, wo der Limes bedeutet, dass die unbestimmten Grdssen 
xv und 2” auf beliebige Weise in den Werth « iibergehen. Oder, was 
damit gleichbedeutend ist, wir setzen: 
f(% + #) — F(@ — &) 

é -4- & 

wo die Gréssen ¢ und ¢, (die auch in Bezug auf ihre Zeichen beliebig 
sind) auf alle erdenklichen Weisen gleichzeitig oder nacheinander Null 
werden. Dies ist offenbar der allgemeinste, jeden anderen als speciel- 
len Fall enthaltende Begriff vom Differentialquotienten, 

Bilden wir nach dieser Definition den Differentialquotienten fiir 
eine Ecke x,, so wird er, ¢ und ¢, positiv vorausgesetzt: 
ef (a + 0) + af (& — 0») 

e+e 


f (%) = lim,=o, «.=0 


lim 
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wo die Mittelwerthe » und y, den Bedingungen 0O<y<e, O<y, <a, 
geniigen, oder unter Vernachlassigung von Gréssen héherer Ordnung 
in Bezug auf ¢ und «, wird er: 


lim ef (a, + ” + nf (a— 0) ; 

stellt also, wenn iiber das Nullwerden von ¢.und ¢, gar nichts voraus- 
gesetzt wird, jeden Werth zwischen /’ (x, — ) und f (x, + 0), diese 
incl., vor. Daher diese Darstellung des Differentialquotienten der Vor- 
stellung entspricht, dass die Ecke einen Uebergang der einen Tangen- 
tenneigung in die andere bei unendlich kleiner Kriimmung vermittelt. 
Fiir «=, geht der Differentialquotient an der Ecke in das Mittel 
4 (f (a, + 0) + f’ (x, — 0)) tiber, indessen ist die Annahme ¢ = «, 
eine ganz willkiirliche Beschrinkung. 

Es mag sich z. B. um die zweiten Differentialquotienten des 


Potentials V einer homogenen Kugel an deren Oberfliiche handeln. 
Man hat: 


- y A2 

im Innern der Kugel 44 =—ijaxDz, a =—iazD 

: av Rx @V h3 (3.22 — 1?) 

im Aeusseren = = — 4 aD"? a3 = $93 =: 


An der Oberfliiche entsprechen / (x, + 0): 


und f (a, — 0): 


—42D 
. . . . c 2 a . . y . . . . 
Der Differentialquotient — in seiner allgemeinsten Auffassung ist somit: 
‘ 3 x? — R? ‘ 
rT 
4 
3 aD ete , 


Wenn «, = 0 gesetzt wird, ist sein Werth: 
3a, — R* 
4 xD a ? 
so dass dieSumme A V0 wird. Dies ist der aussere Differentialquotient. 
Setzt man erst «0, so wird ad =—4a2Dund A V=—4a2D. Es sind 


das also die extremen Fille. Durch alle iibrigen Annahmen iiber das Null- 
werden von ¢ und ¢, erhilt man alle Uebergiinge von AV = — 42D 
in AV =O. Die Annahme «= é, ergiebt wieder den Mittelwerth 
AV=4(—2zD+0)=— 22D, ist indessen, wie bemerkt, eine 
willkiirliche Beschrinkung. Wenn also Gauss den Mittelwerth —22D 
in der Oberfliche der Kugel offenbar mit Recht verwirft, so vermag 
ich doch nicht die der ersten Auffassung der vorigen Artikel ent- 








yn 
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sprechende unvermittelte Folge der Werthe A V = — 42D und A V=0 
fiir die richtige oder doch die allein richtige Vorstellung zu halten. 
Sondern die unendlich rasche aber stetige Verwandlung von AV aus 
—42xD in Null, wie sie der dritten Auffassung entspricht, erscheint 
gleichberechtigt und ist mir die angenehmere Vorstellung. 


Ich habe nun noch zu zeigen, inwiefern diese Betrachtungen auf 
alle Integrale und Reihen Anwendung finden, welche willkiirliche 
Functionen darstellen. 


II. Ueber die sprungweisen Werthanderungen der willkirliche Functionen 
darstellenden Integrale und Reihen. 


° 5. 


Die Formel, um welche es sich handeln wird, lautet: 
oo B 
DQ GAGs) — fate fap ole, B—2)” 
0 4 
Sie setzt voraus, dass 


om — fae fase 6), @ ~ fie fare p) 


a 


von @ und b unabhingig sind, und dass A<a<B. Ist x ausserhalb 
des Intervalls A---B gelegen, so ist das Integral rechts in (I) Null. 
Man kann die Formel auch schreiben: 


B 


(II) (G_ + G4) f(x) = lim jf dBf(B) (b— =, h) 


wo der lim bedeutet, dass im vollzogenen Integral h = oo zu setzen 
ist und wo: 


h 
2 


© (8, h) = fdeg(a, 8). 
0 
6. 
An ein paar Beispielen werde ich zunichst die Beziehungen dieser 


Formeln zum Gegenstand dieses Aufsatzes erliutern. 
Man hat: 


*) Borchardt's Journal, Bd. 69, 8. 65 und diese Annalen Bd, IV, 8, 362. 
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1 — af? 
arctg pom fae fase rer 


aretg ha — fie fares, 


Beide Integrale werden also * x fiir h = co und von a und b unabhingig. 
Nach (I) hat man mithin: 


af(2) = - fa da fia aB/(B) GS hs 


Die Unstetigkeiten des Integrals sind also yur die der Function f(2), 
wenn man diese ausserhalb des Integrals 4--- B Null annimmt. Falls 
z. B. f(~) im Intervall A---B Eins ist, hat man: 


B 
i > 1 — 2 _ 2 : 
J de J dp tT ba 2k, = arctg h(B — 2) — aretg h(A — 2) 
0 


h(B — A) 
= aretg . 1+ h?(B— xz)(A— 2) 


woraus sofort klar ist, dass bei dieser besonderen Annahme iiber /() 
die Spriinge von f(x) fiir «= A und w == B ganz wie im Art. I. be- 
handelt werden kénnen. 


Das zweite Beispiel sei eine jener Unstetigkeiten, die ,,durch Ab- 
imderung eines Functionalwerthes hebbare“ genannt worden sind. 
Durch geeignete Specialisirung von Formel (II) findet man: 


f(0) fre da = lims—« J daf(a) 22% . 
v v 


Setzen wir g(a) = sin «? und schreiben /(# +- «) statt /(«), so ergiebt 
sich voraus: 


lim f fin Me" f(a + e)da = * f(e+0). 
Ferner . 


tim /Seee f(a + ada = — > f(a —0). 
Also: Re 


,* ; 2 2 
lim fdafie + «) @EO — * {fe +0) —f@—0)} 


woraus : 





t 





+ 


t 
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s + 
= {/e-+0)—fe—0)} = fide fap f(B)a(6—2) cos «(Ba 


Diese Formel hat folgende eigenthiimliche Beschaffenheit. Das Integral 
rechter Hand ist Null iiberall, wo f(x) stetig ist, und hat einen Werth 
nur, wo f(x) springt. Setzen wir f(x) Null von — ov bis a, und gleich 
= von a bis oo, so kann der Limes von 


Dn 


[(@,h)=— + fa fapeis—=) cos e(p—at at (tae, 


h?(a—2z) 





wie aus der zweiten f(x, h) gegebenen Form ohne Weiteres zu ersehen, 
auf folgende drei Weisen aufgefasst werden. Setzt man f(a) = lim,—, 
lim,;=« f(x, h) so ist f(x) fiir alle Werthe von z incl. x =a Null. 
Setzt man f(a) = lim,—. lim,—, f (x, h) so ist f(x) sonst iiberall Null 
nur fiir «=a ist f(v)—=1. Setzt man endlich f(a) = limz=a,1=2 
f(a, h), so ist f(x) sonst Null, nur fiir « =a reprisentirt f(a) alle 
Werthe von Null bis Eins. 

Es sei z. B. a = 0, ferner sei ¢ = f(a? + y’) die Gleichung einer 

Flache, also: 

e=lim= ({™*q 
a 
1? (x? +-y*) 

so ist diese Fliiche nach der ersten Auffassung des Limes die xy- Ebene, 
nach der zweiten die zy-Ebene mit dem Punkt «=0, y=0, z= 1, 
nach der dritten die xy-Ebene mit einem Loth von der Linge 1 im 
Punkt « = 0, y = 0 errichtet. 

Was wir bei besondern willkiirliche Functionen darstellenden In- 
tegralen und besonderen Annahmen iiber die willkiirlichen Functionen 
oben gesehen, niimlich die Giiltigkeit der drei Auffassungen des Art. 1. 
ist bei den allgemeinen Formeln (1) und (II) weiter zu verfolgen, wobei 
sich die Aufgabe stellt, wie folgt: 


Wir schreiben statt I’: 
G_+ Gs)f@, b) = fae fap/@o(«,6—2), 


wo lim f (vz, h) =f (x), und statt A und B — oo und + oo gesetzt 
wurde, unter der Voraussetzung, dass das Integral nach 6 dann ver- 
moége der Beschaffenheit von f(8) convergirt, was z. B. der Fall sein 
wird, wenn /(8), ausser'in einem im Endlichen gelegenen Intervall, 
Null ist. Nun sei /(x, — 0) fiir einen Werth «=z, nicht gleich 
f(a, +0). Es ist der Limes von f(a,h) eu finden, wenn die un- 








250 P. pu Bors-Reyrmonp. 


bestimmten Grissen x, — x und h auf irgend eine vorgeschriebene Weise 
die bestimmten Werthe 0 und cc annehmen. 
7. 


Wir setzen, um die Aufgabe des vorigen Artikels zu lésen: 


bbe te + 
[de fap/(B)9(a,6—2)— | ap f(A) (6—x,h)—= f a6 /(-+2) 06, h) 


und schreiben y() statt f(6 + 2,), so dass w(A) fiir 6 — 0 springt. 
Wir haben dann den Limes des Integrals: 


+o 


[abv6 + 2066, h) 


—@ 


zu untersuchen, wenn ¢ und h Null und Unendlich werden. 
Es sei zunichst « > 0, und wir untersuchen einzeln die Integrale: 


J, = fapvG+G,m, J,= fapvG+eo(,h), 


a 


auf ihre Grenzwerthe. Das erste lisst sich auf die Form 


[26(8)008,») + faplo(6-+)—¥@) 0, h) 


bringen, deren erster Theil fiir k = oo 

¥ (+ 0) Gy 
wird, wahrend der zweite fiir « = 0, h = co, wie mit Hiilfe des zweiten 
Mittelwerthsatzes leicht festzustellen , Null wird. So dass also: 


lim J, = ¥(+ 0)G,. 


Um nun das Integral: 


J, = fapuG+so(6, b) 


an der Grenze ¢=0, hoo zu bestimmen, schreiben wir es zu- 
nichst so: 


[28% (6, h) {o6-+2) + eB) (w(—9)—¥(+0)} 


+ (W(40—v(—-0) fapo@, 2). 


Hierin stellt 9(8) eine unstetige Function vor, die Null ist fir 








—hK 











—K— 





Ueber die Unstetigkeiten analytischer Functionen. 251 


—oo<f <e und Eins fiir «<< 6<0. Dann ist die Function 


¥(6 + &) + 0(6) {¥(— 9 — (+ 0}, 
vorausgesetzt, dass (8) nur fiir 6 — 0 unstetig wird, im ganzen In- 
tervall — oo bis 0 stetig. Denn wenn (8 + «) fiir B = — ¢ plotzlich 
den Zuwachs »(+ 0) — »(— 0) erhalt, so wird dieser Zuwachs durch 
das zweite Glied gerade aufgehoben. Der Limes von 


[2868, b) {¥(6 + 8) + 0(6)(¥(— 0) — v4 0))} 


ist hiernach unabhiingig von der Art des Nullwerdens von ¢ und x . 
wie dies bei dem Integral J, schon gezeigt wurde, und wird: 


v(—0)G_. 


Ks ist also 


lim fap (B-+£)0(B, l) = ¥(—0)G_+ (W(+0)—o(—0)) lim fapo(s,n). 


Setzen wir die urspriinglichen Bezeichnungen zuriick, so ergiebt sich 
fiir ein positives é: 


b te 
tim fda fapfie)o(a,6—2—8) 


=f, +0) G+ (eG (+0) — fe —0)} him f def dB.9(4, 6). 


Ganz ebenso wiirde man fiir ein negatives < erhalten haben: 
. as 
lim fae [aprile B—x +8) 
0 —@ 


h . 
=[ (2,40) G4 +/(«,—0) G_— {f(%,++0)— {(«,—0)} lim ae {aoe B). 
Beide Formeln vereinigt geben den Satz: : 

Wenn f(x) fiir x = x, den Zuwachs f (x, + 0) — f(x, — 0) erhdilt, 
und Lim einen ganz beliebigen Grenziibergang der unbestimmten Grossen 
2, — x, h in die Werthe 0, co bezeichnet, so ist: 

: "iag 
Lima J da | dB/(B)p(«, 6 — 2) 


—@ 


(111) 


4—2« 


fle +0) G4-+ (04-0) G_— {f@+0)— f(a —0)} Lim f def aBp(@,6), 


welcher die am Schlusse des vorigen Artikels gestellte Aufgabe lést. 
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8. 


Es ist zunichst leicht den Satz des vorigen Artikels im Falle 
eines successiven Grenziibergangs zu bestitigen. Setzt man erst 2 = 2, 
und dann h = oo, so wird das Integral rechts Null und der Werth 
des Integrals links ist: 

((@, + 9) Gy + fe, —9)G_, 
welcher, falls G4 — G_ ist, in das Dirichlet’sche Mittel: 


StF 174, + 0) + fe, — 0} 


iibergeht. Ist «<2, und man setzt zuerst h = oo, so wird das Integral 

rechts hierdurch schon von vornherein G, und die rechte Seite wird: 
(G+ G_) f(a, — 9), 

welches also der Werth des Integrals links ist, wenn x bis x, wiichst. 


Fir z,<a# und h=oo ist das Integral rechts — G_, so dass das 
Integral links, wenn x bis x, abnimmt, gleich: 
(G4 + G) f(a, +0) 
wird, wie dies Alles mit der bisherigen Theorie iibereinstimmt. 
Zu den drei Auffassungen des Art. 2. verhilt sich also die all- 
gemeine Formel (III) so. Setzt man: 


i so 
((a,t) = fae fap7e)o(@, 6—=) 
so ist apiey P 
PAE ge (Gs + G)f(z,—0), «<a, 
=a tmi=e lO) =) 6,46 )fe,4+0), 2>2, 
lim,=« limz—2, [(@, h) = G4 (x, + 0) + G_ f(a, — 9) 


lim ,—z,, =» f(#, h) repriisentirt eine ae Folge von Werthen, die 


a? 


je nach der Beschaffenheit des Integrals fi da J dBg(a,B) die Werthe 
(G4 + G_)f(a, — 9), (44+ G_) f(a, 4 0) ‘ebaeie nur verbinden, 


oder noch ausserhalb des Intervalls, welche diese Werthe einschliessen, 
sich erstrecken kénnen. Denn das in der Formel (IT) rechts auf- 


tretende Integral: 
h e 
Jaafasote, 6), 
0 


wie wir es kurz schreiben wollen, kann auf die Form 


i - . er 
lim,—olim yo { F(¢,h)—F(é,4 y)—F (wh) + F (x,y) f, wo (x,y) = indy’ 
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gebracht werden*). Hierin kann die Grésse F'(¢,h) wenn ¢ und + 


gleichzeitig verschwinden, vermége geeigneter Beschaffenheit der Func- 
tion F jeden beliebigen Werth erhalten, der durchaus nicht an das 
Intervall 


fae fapote, B)--- _ fue ‘ab o(«, B) 


gebunden ist, wie ich dies in einer Abhandlung, deren Gegenstand 
die Stetigvieldeutigkeit der Functionen ist, an mehreren Beispielen gezeigt 
und erklirt habe. **) 


9. 


Im Falle der gemeinen F ourier’schen Forme! lautet die Formel (II) 


h Bo 

Lim fae f dB f'(B) cos « (8 — 2) 
ee Gai—a)h 
=* {f(e,+0)+f(e,—0)} — {f(a +0)—F(@,—O)} Lim f “ae 
0 

und im Falle der Sinus-Cosinus-Reihe: 

+2 

My « sin" F1(g — 2) 
Lim | dp f(6) —*,—> 
in ——— 


—a 
2—2 


F : sin(2n-+1) 5 
=a {f(x,+0)+/(e,—0)} — (f(a, +0) —/(@,—0)} Lim - < da, 


sin 2 





e 
v0 


wo der Lim den beliebigen Grenziibergang 2, — « = 0, n = oo be- 
deutet. Das in dieser Formel auftretende Integral rechter Hand schrei- 
ben wir: 


$(x,—2) 


g fB antic a 
0 


in 4(a,—«) 


d(a—2) }(—2) 
= 2f meetie da 4. “4 (@,— 2) <a 1) ° 2 fm Get! ge, O0<E<4}(4,—2), 
0 £ 


> 


*) Borchardt’s Journal, Bd. 69, S. 70. 
**) Borchardt’s Journal, Bd, 70, 8. 10, 


» . 
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nach dem zweiten Mittelwerthsatz. 
fir z,—ax=0. Also ist: 


—2z 4(2n+1)(2,- 2) n(x,—2) 


sin (2”-+ 1) 3 3 : 
Lim {/ —— = daa Lim? J ™“de=—Lim?2 | ™* de. 
sin z = _ ” 7 


0 0 0 





























Das zweite Glied wird stets Null 





Mithin findet man: 

+2 a 2 

Lim + fr) da + cos x frreemede +---cosna J f(a) cosna da 
_ _Y _y 

n (%—2,) 


=F {Ae 49+ 1-9} +{e+0) —f(e,—0)| Lim f™* ae 


Diese Formel enthiilt das Eingangs dieses Aufsatzes angefiihrte 
Dirichlet’sche Resultat vom Mittel der an die Sprungstelle angren- 
zenden Werthe als speciellen Fall, und muss als die eigentliche Werth- 
bestimmung der Fourier’schen Reihe fiir Sprungstellen der darzu- 
stellenden Function angesehen werden, da sie jeden Werth des Limes 
der Reihe liefert, wie man auch der Sprungstelle sich niihern und 
dazu die Gliederzahl unendlich werden lassen mige. 

Die in den Formeln fiir Sprungstellen der Fourier’schen Dar- 
stellungen auftretenden Integrale 





h(a,—2) ® (%,—2) 


sin « sin « 
[eae fee 
a ce 
0 0 


kénnen je nach der gegenseitigen Beziehung, gemiiss welcher h und 
“, — x oder » und x, — x unendlich und Null werden, jeden Werth 


von — = bis + > annehmen. Also sind alle Werthe, welche die 


Fourier’sche Formel und die Fourier’sche Reihe an der Sprung- 
stelle repriisentirt, eingeschlossen zwischen den Grenzen af (x, — 0) 
und af (x, + 0), ein Intervall, das sie continuirlich ausfiillen, und kein 
Werth liegt ausserhalb. Diese Eigenschaft kommt, wie im vorigen 
Artikel betont wurde, nicht allen darstellenden Formeln zu. 


Die allgemeine Formel (III) hat eine gewisse Bedeutung in der " 
Theorie der lineiiren partiellen Differentialgleichungen, die ich zum 
Abschluss dieser Betrachtungen im folgenden Capitel entwickeln will. 
Es wird mir dadurch Gelegenheit gegeben, zunichst mit einigen Wor- 
ten den Zusammenhang der Lehre von den darstellenden Integralen 
(I) und (II) Art. 5 mit jener Theorie anzudeuten. 














— 


aes, co 
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III. Bemerkungen iiber Spriinge der Randfunctionen bei partiellen 
Differentialgleichungen. 


10. 
Die Auflésungen partieller ee ee der Form: 
RON +2 S way + TS “+ Pe +O 4 Zu—0, 


wo die Coefficienten « nicht enthalten, pflegen bestimmt zu sein durch 


willktirlich gegebene Werthe von « und in auf einer gegebenen 


Curve s, deren Normale mit N bezeichnet sei. Es ist dann die Form 
der Lésung: 


w= f asf(so (2, 9) +f ashi(s)%, (x 9), 


die Integrale lings der Curve s genommen. Durch Stetigkeitsbe- 
dingungen etc. kann eines der Integrale in Wegfall kommen. Wenn 
die unbestimmten Veriinderlichen x, y Werthe x,, y, erhalten, welche 
einem Punkte s, der Curve s entsprechen, so muss das erste Integral 
sich auf f(s,), das zweite auf Null reduciren, wiihrend in: 


af on oe = f ast 35 + fast 3% o%. 


das erste r= fir « = 2,, y = y, Null wird und das zweite 
gleich 7; (s). 

Statt x, y wollen wir andere Coordinaten einfiihren, naimlich Cur- 
ven v, die senkrecht durch die Curve s hindurchgehen, und Curven 6, 
die senkrecht durch die v gehen. Zu diesen wird s gehéren und wir 
betrachten nur das erste Integral, welches werden mége: 


fas f(s) ¥ (s, 6, v) . 
Wir wollen die v so rechnen, dass sie in der Curve s gleich Null 
seien, wihrend die Curven s von einer Curve v an gerechnet werden. 
Giebt man dem 6 im vorstehenden Integral einen Werth 6, und 
macht dann v = 0, so wird, wie bemerkt: 
(IV) f(6,) = lim,=o J dsf(s) ¥ (s, 6,, v) - 
Aus der Formel (II) folgt: 


f(a) = limyaa J apr a) S858) 


Ein Blick auf beide Formeln zeigt, dass sie ganz dasselbe sind. Denn 


P 1 . ~ 
es entsprechen sich 6, v,s und x, i? B. Wenn ¥ die Gréssen s und 
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6, in allgemeinerer Form enthilt, so ist dies nur scheinbar, da ® die 
Grosse x ausser in 6 — «x noch als Parameter enthalten darf. Es ist 
iiberdies nicht schwer nachzuweisen, dass, wenn eine Formel, wie 
(IV) bestehen soll, ¥ ganz denselben Bedingungen zu unterwerfen ist 
wie ®. Die Unmiglichkeit, mit den bekannten Methoden Ausdriicke 
wie den obigen (IV) zu beherrschen, die Schwierigkeit sie nur zu 
verificiren (wovon neuere Abhandlungen Zeugniss ablegen), hat mich 
seiner Zeit bestimmt, die Analogie zwischen Formel (IV) und der Um- 
formung der Fourier’schen Formel: 


+o 


af (x) = lime f d6/() SS 


welche mich sehr iiberraschte, bis zu Aufstellung der Formeln (1) und 
(II) zu verfolgen. Diese Art der Auffassung der Fourier’schen For- 
mel und der ihr nachgebildeten ist, beiliufig bemerkt, verschieden 
von den Anwendungen, die Fourier selbst gemacht, und deren 
Princip darin bestand, dass er seinem Doppelintegral einen Factor 
4 (B, x, y) gab: 

— a 

L faa f dps (8) x (6, x,y) 08 « (6—2), 

0 


—@® 


° 


der an der Grenze 1 wird, so dass das Integral dort in f(x) iibergeht, 
und dass x (f, x, y) cos «(6 — x) der Differentialgleichung geniigte, 


11. 


Um nun zum Gegenstand dieses Aufsatzes zuriickzukehren, wol- 
len wir den Fall ins Auge fassen, wo die in der Grenzcurve will- 
kiirlich gegebene Function f(s) fiir s = 6, springt. Deshalb wird die 
Function 


“= f asp (s) ¥ (s, 6, v) 


nicht unstetig zu sein brauchen. Fiir die vollstindige Erledigung des 
Problems der partiellen Differentialgleichung ist es aber néthig fest- 
zustellen, zu welchem Werth man gelangt, wenn man auf irgend einem 
Wege 4(6,v) = das Integral « zum Punkte 6 =6,, v=0O der 
Grenzcurve fiihrt. Diesen Werth findet man auf Grund der allgemei- 
nen Formel (III) zu: 


a 


(V) f(6+ 0) Gs + f(a, —G_-— {f(6,+0) — f(6,—0)} Lim f ds¥(s,9,»), 


0 
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o,—¢ 


Jasvo+e, ~~ fasw(esn. 





Es bedeutet in (V): 
0 


b 
G+ —lim,o f ds¥(s+6,6,v), — G_=lim,—o | ds¥ (s + 6, 6, v), 
0 -% 
| 
welche Gréssen von a und 6 abhiingig sind, und ausserdem ist ja die 
Formel (V) so geschrieben, dass G, + G_ = 1 angenommen. 
Als Beispiel wollen wir die schon 6fter behandelte Lésung von 


atu eu 


i jae + ay = 0 fiir die Kreisfliche betrachten. 
| 12. 
Die = me Se Stetigkeitsbedingungen der Differential- 


gleichung @ oat ee oa = 0 geniigende Function u, welche in der Peri- 


pherie des Kreises x? + y? = 1 willkiihrlich gegeben ist, lautet: 


(1 — 9°) f(y) dp = 
ewe fone @) +r? ; 


woxz=rcosg, y=r sing. Hierin entspricht 1 — 7 der Variabeln 
v in (IV), rg der Variabeln 6, p dem s. 

Um den Werth dieses Integrals fiir = 1 zu finden, betrachten 
wir das einfachere: 





a 


i. —_ 
. } The arctg - 


re 
| 0 -sotr 





Es ist also nur der Werth des arctg fiir r = 1 festzustellen, ob er 
Null oder welches Vielfache von a er sei. Null ist er wahrscheinlich 


; nicht, weil fiir p= 0 das Argument des Integrals dp ite wird, also 
n fiir r = 1 einen unendlichen Werth annimmt*). Da ausserdem r < ], 
r muss der arctg positiv sein. 


*) In einer Abhandlung, Borchardt’s Journal Bd. 73, S, 357, stellt Herr 

Prym die Behauptung auf, dass das Eingangs des Artikels verzeichnete In- 

6,v), tegral ,auf dem Rande (fiir r= 1) versagt, indem es dort allenthalben den 
Werth Null liefert‘‘:. Wenn man unter jenem Integral, unter dem doch r noch 

Mathematische Annalen. VII. 17 
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Es sind die Werthe zu untersuchen, welche das Argument des 
arctg: 


PU egw SoBe 
1 


durchliutt, wenn a von Null bis zu einem davon verschiedenen Werthe 
a, geht und r von einem von Eins verschiedenen Werth r, < 1 bis 1 


steht, sich das denkt, was das Zeichen bedeutet, niimlich das Resultat des voll- 
zogenen, Integration genannten Grenziibergangs, so wird das Integral fiir r= 1 
nicht versagen, sondern ist, wie im ‘l'exte gezeigt wird, gleich 2 2f(p). Wollte 
man einwenden, unter Integral auf dem Rande sei das zu verstehen, was aus 
dem Integral wird, wenn vor der Integration, also in der noch endlich zu den. 
kenden Summe, r = 1 gesetzt wird, so wiirde jenes Integral dann doch nicht Null, 
sondern unbestimmt, weil der Nenner eines seiner Elemente Null ist. 

Ich glaube jedoch nicht, dass es dem iiblichen Sinne unserer mathematischen 
Bezeichnungen entspriiche, wenn man sagte, das in Rede stehende Integral sei 
auf dem Rande unbestimmt. Genau mit demselben Rechte kénnte man von dem 
Ausdruck : 


behaupten, duss er fiir » = © versage, indem er dort fiir jeden Werth von x 
einen unbestimmten Werth liefere, und dies ist auch wirklich von Hrn, From- 
beck in Wien aufgestellt worden. 

Wenn in dem Integral einer Function f(#,h) der Parameter h einen Grenz- 
werth, z. B. den Werth h = o erhiilt, so kann man, da hier zwei Grenziiberginge 
vorliegen (der von der Summe zum Integral, und der Grenziibergang h =), wie 
im Art, 2. dreierlei Auffassungen mit diesen beiden Grenziibergiingen verbinden 
und unterscheiden: 


1. limy—, lim,—, =, f(pd,h), 2% lim,_, limj_, = 2, (ps, h) 
3. limy—o ,—» =) f(pd,h). 


Nach der ersten Auffassung wird vorstehendes Integral (h fiir n gesetzt) unbestimmt, 
nach der zweiten af(x), nach der dritten wird es verschiedener bestimmter und 
unbestimmter Werthe fihig sein. 

Gebréuchlich ist wohl bis jetzt, dass ein Autor, der ohne genauere Augaben 


das Zeichen f vor einen Ausdruck setzt, dem Leser damit anzeigen will, er denke 
sich den Grenziibergang, der Integration genannt wird, bereits vollzogen. Das 
Resultat dieses Grenziibergangs fiir ein unbestimmtes r im Integral des Textes, 
oder fiir ein solches m im Integral dieser Anmerkung, erhilt aber keinen un- 
bestimmten Werth, wenn man r=1, n= @ setzt. 


Will man jedoch mit dem him f fe, h)da eimen von dem gebriiuchlichen 
(dem zweiten) abweichenden jener drei Begriffe verbinden, so ist dagegen nichts 
einzuwenden, und rein analytisch gedacht, wiirde ich der dritten Auffassung con- 
sequenter Weise den Vorzug geben. Nur muss man dann sich und dem Leser zum 
Bewusstsein bringen, dass dem alten Zeichen eine neue Bedeutung beigelegt wird. 
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geht. Diese Werthefolge muss mit a= 0, r=, anfangen, weil man 
das Integral bildet, bevor r = 1 gesetzt wird. 


Die Werthefolge von F'(r, a) beginnt also und endigt mit Null. 
Statt sie von lim,—oF(r,, a) bis lim,» F(r,a,) gehen zu lassen, kén- 
nen wir sie nur von 


lim r=o(limq=o0F(r, a)) bis lim,—o(lim,—: F(r, a)) 


gehen lassen, weil durch diese neue Begrenzung nur Nullwerthe aus- 
geschlossen sind. Um die zwischenliegenden Werthe zu finden, habe 
ich in der Art. 8. citirten Abhandlung iiber Stetigvieldeutigkeit Metho- 
den angegeben, welche hier vollstindig geniigen. Fir ihre Anwendung 
ist es bequemer F’(r, a) algebraisch zu machen, Setzen wir cos a=1—y, 
o = 1—a@, so folgt: 
D a » a 
F (9, a) = F(a, y) = meee ee , 

Um jetzt alle zwischen , erst y= 0 dann « = 0“ und ,erst z = 0 
dann y = 0“ liegenden Werthe zu finden, hat man in F' nach den 
Vorschriften jener Abhandlung (§ 6.) fiir y eine Function der Form: 


a, gi! + aa" + eee: 


einzufiihren, wo uw, < #, <---, und hat alsdann alle Werthe aufzu- 
suchen, die /’ aunimmt fiir = 0 und fiir alle méglichen Annahmen 
iiber @,, @, +++ My, Mo, +++. Man itibersieht aber in allen solchen 
Fiillen sehr schnell, welche Functionen y von x neue Werthe liefern. 
Hier ist es y= ax*, welche den ganzen Werthevorrath von F(z, y) 
erschépft. Man findet: 


(2— a) V2a—a®a* 


"(my . ie Bos tat sion a 
F(a, @%?) = 1—2@ + 2axr— ax? 
und fiir =0, mithin y= 0: 
2V2e@ 
y" eas kA 
Wi (2, ax )e=0 <i 


Um die stetige Reihenfolge der Werthe F'(0,0) zu erhalten, hat man 
« von 0 bis oo gehen zu lassen. Man erhilt also die Werthe: 


Substitution F (0, 0) 
1. erst y= 0, dann 2 = 0 0 
2. y=ax*, dann x = 0 ergiebt: 
fiir «a= 0 0 
fiir « von Null bis 4 von 0 bis + co 
fiir « von 4 bis co von — oo bis 0 
3. erst x = 0, dann y = 0 | 0 


17* 
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In dem in Rede stehenden arctg F'(r,a) durchlauft also von a = 0 
bis a = a fiir r—1 F(r,a) die Werthe von 0 bis + 00, von — oo 
bis Null, mithin ist 


(1— r*) dp 








lim, =1 1—2rceosp+r on tom Gy. 
Ebenso findet man: 
0 
‘ (1—?r*)dp beacol AEs 
liars f So ae —a1=—G_. 


=—@ 


Nach Forme! (I) und (II) folgt, weil G_ und G, von a und b unab- 
hangig sind: 


B 


2af(9) = lims=s (1—1*) f(p) dp 





1 — 2r cos (p — +r’ 


falls A< gm < B. Also ist in der That die Auflisung 


(1 — 1°) f(p) dp 
ss -fr fare p= 9) FF 


nichts weiter als ein darstellendes Integral von der in Formel (I) Art. 5. 
enthaltenen Art. 

Bestimmen wir noch den Grenzwerth von u, falls r und sich 
einem Punkte 1, m, der Grenze nihern, in dem f(p) springt. 


13. 


Formel (V) wird in unserem Falle: 
-9 


—— 2) 
2a Limu=z {f(,+0)+/(9:—9)} — {f(@.+0) —f(p,—9) f Lim | een 
wo der Limes sich auf die Relation 4 (r, m) = 0 bezieht, der gemiiss 
r=1, p= 9g, werden. 
Den namlichen Werth hat Hr. Prym in der Art. 12. citirten Ab- 
handlung 8. 351 unter einer anderen Form erhalten, die wir noch aus 
der obigen ableiten wollen. Wir setzen », — » = Ag, so dass das 
Integral rechts wird: 
a- 2 Ns Ag _ 


+r r 








arctg 
ae cos ke Q 


Das Argument dieses arctg geht vermége der Substitutionen: 


r=Y1—2oesint+ @, 69 am 


1—esinr’ 


may = Vi- —2e Qesint+e’ 





—_—-- 


—— i 
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die einfache in der citirten Abhandlung des Hrn. Prym angegebene 
Bedeutungen haben, iiber in: 


2 sin t cos tr — QCOsTt 
C (9, t) = 2sin?s—1i-+esintz 





und fir 9 = 0 in 
tg (— 21) = tg (na — 21). 


Der arctg muss, wie die Discussion des vorigen Artikels lehrt, als 
a —2t aufgefasst werden, Denn lassen wir in [ (9, t), ohne Ap 
zu veraindern, ry = 1 werden, so ist wie oben lim aretg [ (9, tr) = a. 
Lassen wir darauf @ = 0 werden, so wird noch t = 0, und der 
arctg, der schon = z ist, bleibt bei diesem Werth. Also muss in 
arctg [ (0,7) = na — 2t, n=1 sein. Somit ergiebt sich 


QaLimu=x {fiy,+%+f,—9} 
— {fm + %) —f(%, — )} @ — 20) 
=2af(9,—9)+ 2t {f (9, + 0) — f(y, — O)} ’ 


welches die von Hrn. Prym gefundene Form ist. 

Das in den beiden letzten Artikeln behandelte Beispiel gestattet, 
wie Hr, Christophel gezeigt hat*), eine allgemeinere andere Lé- 
sungen der Differentialgleichung Aw =O umfassende Behandlung, die 
sich auf die Eigenschaften dieser Differentialgleichung stiitzt. Ich habe 
mich indesseu an ein Beispiel halten wollen, das zu einer rein analy- 
tischen, gerade von der Betrachtung der Differentialgleichung unab- 
hangigen Durchfiihrung geeignet ist. 


Freiburg, September 1873. 


*) Nachrichten der K, Gesellschaft in Géttingen, 1871, 8. 438 sqq. 











Ueber die allgemeine Auflésung von Gleichungen durch 
Kettenbriiche. 


Von Sreqmunp Ginruer in ERLANGEN. 


Von simmtlichen Methoden, welche, besonders in neuester Zeit, 
fiir die naherungsweise Auflésung einer algebraischen Gleichung in 
Vorschlag gebracht wurden, diirfte sich vom rein wissenschaftlichen 
Standpunkte aus die Fiirstenau’sche als die beste empfehlen. Sie 
ist die einzige, welche eine véllig bestimmte Wurzel jeder beliebigen 
literalen Gleichung sofort in deren Coefficienten auszudriicken gestattet, 
wihrend alle iibrigen Berechnungsweisen lediglich auf numerische Glei- 
chungen sich anwenden lassen. Konnte man vielleicht auch mit der 
Begriindung dieser Methode in der Form, wie sie der Verfasser giebt, 
nicht vollig einverstanden sein, indem es nicht hinreichend sicher er- 
scheint, die fiir die Auflésung eines Systems von » linearen Gleichun- 
gen bestehenden Regeln ohne Weiteres auch auf den Fall eines unend- 
lich grossen » anzuwenden, so ist jeder derartige Zweifel doch end- 
giiltig gehoben durch die Untersuchungen Schréder’s*), welcher auf 
ganz andrem Wege zu einer allgemeinen Auflésungsformel gelangte, 
in welcher die von Fiirstenau angegebene als specieller Fall ent- 
halten ist. Das Einzige, was einer ausgebreiteteren Anwendung dieser 
Methode etwa noch im Wege stehen kénnte, ist die allerdings un- 
gewohnliche Form, in welcher die Wurzel dargestellt wird; der Begriff 
unendlicher Determinanten tritt hier, wie Baltzer**) hervorhebt, zum 
erstenmale uns entgegen, und es miissen diese Ausdriicke ebenso, wie 
diess in friiherer Zeit beziiglich der unendlichen Producte und Ketten- 
briiche der Fall war, sich ihr Biirgerrecht in der Wissenschaft erst 
erringen. Ein wesentlicher Schritt hiezu ist gethan, wenn es gelingt, 
ihre Verwandtschaft mit den uns bereits geliufigen analytischen Formen 
nachzuweisen; wahrend bis jetzt nur auf die nahen Beziehungen hin- 
gewiesen wurde, in welchen diese Ausdriicke zu den recurrirenden 


*) Schréder, diese Annalen, Bd. II., S. 347. 
**) Baltzer in Schlémilch’s Zeitschrift, Bd. 6, Lit, Bericht, S. 11. 
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Reihen stehen, soll hier vorziiglich ihr Verhiltniss zu den Ketten- 
briichen discutirt, resp. ihre Identitit mit diesen dargethan werden. 
Die absolut kleinste Wurzel der Gleichung 
“* + a,-1""-!4.---- +a,2+a,27+a,=—0 


ist gleich folgendem Ausdruck naiherungsweise 





P 
— a 
wo 
| % ly Ay MyM, ++ * An-gGn-1 1 0 
Ay A, Ay Ay Ay > + + An—3 An—2 An-1 1 
| 0 Ay A, Ag as ° * * @g4¢ Gyg—3 Guu 9 Gai ° * * 
R= | 
| 0 0 Ay a, ay © * * @g. 5 G@n—§ Gu—3 Gan-9 ° * ° 
| 0 0 0 My ay + + * An—6 On-5 An—-A G@n,-g° °° 
Py ; . ° . ‘ ‘ . ° ° 


ist, wahrend man unter P eine auf die naimliche Weise gebildete, nur 
um einen Grad niedrigere Determinante zu verstehen hat. 

Der n“ Niherungsbruch des allgemeinen Kettenbruches 

by 

bs t 
a + re Se ’n 
lisst sich, wie man auf dem Wege der Induction leicht findet, dar- 
stellen durch folgenden Quotienten*): 


i oe Oo - - + @lileamwe @ 0 
1 | 
\0 a, N, 0 - 0 | (Ma, N, 0 0 | 
OMaN - - + «+O | | 0 M, a, N, 0 | 
00 Ma 000 Ma 0 }» 
| . . . . . . . . | | . . . . . . ° . | 
\0 0 . ‘ M,~3 An-1 N,-2| 0 0 ’ : M,,—s An-1 Nn-2 
0 O- - - Mane @ | |0 0 + + + ieee 
wobei folgende Gleichungen erfiillt sein miissen: 
M,N, =— by, 
M,N, =-— B,, 
M,-3 Nn-s = — ba, 
M,-:Nz-2=— b,. 


Es kommt nun nur darauf an, die Determinanten P und FR in die 


*) Ich habe seitdem den Charakter dieser Umformung in einer besonderen 
Schrift (Erlangen, Besold 1873) niher dargelegt. {Januar 1874.] 
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S. Ginrner. 


hier vorliegende Form iiberzufiihren, um sofort die Identitait jener 
Determinanten-Quotienten mit den Niherungswerthen eines gewissen 
Kettenbruches hervortreten zu sehen. 

Wir bedienen uns zu diesem Zwecke lediglich der beiden Siatze: 
Eine Determinante wird dadurch mit einer Zah] multiplicirt, dass man 
eine ihrer Horizontal- oder Verticalreihen mit dieser Zahl multiplicirt; 
der Werth jeder Determinante bleibt ungeindert, wenn man eine be- 
liebige Colonne von einer andren subtrahirt. Der Kiirze halber wollen 
wir ferner jede Zahlenreihe der Determinante, deren Verhindungslinie 
der Diagonale parallel lauft, als 1', 2'*, - - n* Diagonalreihe bezeichnen, 
die gewohulich so geuannte eigentliche Diagonalreihe als erste genom- 
men. Auch ist es vortheilhaft, die Determinanten P und R auf einen 
gleichen Grad zu bringen; wir erreichen diess, indem wir 


| —@y Gy Ay a, 


OQ a,a,a,--- | 
oer 0 aja,a,--- | 
| O Oaga,--:| 

Es seien die beiden Determinanten zuniichst vom (n — 1)'" Grade. 
Wir multipliciren die nn Verticalreihe mit a@,—, und subtrahiren als- 
dann von ihr die (n —1)'*; ebenso verfahren wir hierauf mit der 
(nw + 1)" und subtrahiren von ihr die mn, und fahren so fort, bis wir 
jedes der n‘" Diagonalreihe angehérige Glied beriicksichtigt haben. 

Wir sehen so, dass schliesslich in dieser n* Diagonalreihe nur 
mehr Nullen vorkommen kénnen, .und anstatt (n + 1) mit Zahlen aus- 
gefiillter Diagonalreihen haben wir deren nur noch n. Es kénnte 
allerdings scheinen, als ob auch auf den Factor a,_1, mit welchem 
in Folge der Multiplication jeder Term behaftet ist, Riicksicht genom- 
men werden miisste; es steht jedoch nichts im Wege, jedesmal nach 
vollzogener Subtraction diesen allen Gliedern derselben Verticalreihe 
gemeinsamen Factor wieder vor die Determinante zu setzen. Wir 
bekommen so dieselbe multiplicirt mit 


1 





An—1° 


und ‘hr Werth bleibt ungeandert. 

Die namliche Operation, welche wir hier mit der »” Diagonal- 
reihe ausgefiihrt haben, kénnen wir nunmehr fortsetzen fiir die (n —1)*. 
Indem wir successive jeden dieser Reihe angehérigen Term mit dem 
links von ihm stehenden und jeden der (n — 2)'*" angehdérigen mit 
dem rechts von ihm stehenden multipliciren und hierauf in der be- 
sprochenen Weise je zwei Verticalreihen von einander abziehen, werden 
schliesslich auch in der (» — 1)" Diagonalreihe ausschliesslich Nullen 


Gn—1 
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enthalten sein. Auch lisst sich leicht zeigen, dass eine Werthinde- 
rung des in Frage kommenden Quotienten durch diese Multiplicationen 
nicht eintreten kann. Denn wihrend von den Factoren, mit welchen 
in Folge derselben je zwei benachbarte Verticalreihen behaftet erschei- 
nen, diejenigen, mit welchen die linksstehende dieser beiden Reihen 
multiplicirt wurde, sich auf die nimliche Weise herausheben, wie diess 
oben von dem Factor a,_, gezeigt wurde, treten die andren allerdings 
zunichst vor; da aber im Nenner die nimlichen Operationen aus- 
gefiihrt werden, wie im Ziahler, und da es erlaubt ist, Zahler und 
Nenner eines Bruches mit der nimlichen Zahl zu multipliciren, so 
bleibt das Resultat gleichwohl dasselbe. 

Fahrt man in der hier erérterten Weise fort, so wird man schliess- 
lich dahin gelangen, dass simmtliche Diagonalreihen, von der n‘ bis 
zur 3'" inclusive aus Nullen bestehen, und da bei dem nach demselben 
Gesetze gebildeten Nenner sich Alles entsprechend verhalt, so erkennen 
wir, dass jeder nach der Fiirstenau’schen Regel angebbare Niahe- 
rungswerth der gesuchten Wurzel sich als Naiherungsbruch eines ge- 
wissen Kettenbruches darstellen lisst. 

Es bleibt uns nun noch iibrig zu zeigen, dass die beiden Naherungs- 
briiche, welche wir fiir ==. erhalten, je nachdem —a,P und R 
resp. vom (nm — 1)" und mn" Grade sind, auch ein und demselben 
Kettenbruche angehéren; es muss also bewiesen werden, dass wenn 








| ™ ee a 
Om gq 9 0 
—aP.-1= Opmda i :-:--: O 
00 pm --: 0 
00 0 0. . pas Mp1 


ist, dass alsdann 








ares = 
0 m, q, 0 0 
SASS *.* * B® 
—%Fa=| 0 0 Po ™% 0 
00 0 0 * Pn—3 Mn—1 JUn-2 
10000 - + pans ms 


sein muss. Der Beweis hiefiir ergiebt sich aber sofort, wenn man be- 
denkt, dass bei der zur Transformirung unsrer Ausdriicke angewandten 
Subtraction nie eine Verticalreihe von derjenigen abgezogen wurde, 
welche links, sondern stets von derjenigen, welche rechts von ihr 
stand. Der Umstand, dass zu den (m — 1) Verticalreihen der Deter- 
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minante fiir —a,P,-; noch eine weitere nach rechts hinzugefiigt 
wurde, kann also durchaus keinen Einfluss iiben; die Unterdetermi- 
nante des Terms m, in der fiir — a, P, gefundenen Determinante ist 
= — a, P,_-1, und es sind somit 


—a,P,-1 wid — a,P, 


zwei aufeinanderfolgende Niherungszihler eines Kettenbruches, dessen 
Bildungsgesetz allerdings nicht niher bekannt ist. 

Das ganze Verfahren wird sofort iibersichtlich werden, wenn wir 
es an einem Beispiele vollstindig durchfiihren. Die biquadratische 
Gleichung 

a +a,e+ av +a,x+a,=—0 
ergiebt als Niherungswerth fiir ihre kleinste Wurzel folgenden Aus- 
druck : 


|—ay 0 0 0 — Gy) dy a, 1 | 
| 0 a aZ—a,a, 0 QO @ GQ, a; 
| 0 =) @4@,—Goa3 4,4,—a — (@y @g — Ay Az) (32 — ag) O @, & ay 
» A, 4g— Gaz A2G 1 142 — Ay 3) (G3 2 1 M2 

0 0 Gg Ay A, — Ay Ag (a5? — Ag) 0 O @ a, 

-—- — - - — _ - aoa => -— — ; 

a a 0 0 | @ 4, a; 1 
Gy @ as*—a,a; 0 | Ay Gy Ag Ag 

0 Gy @dg—A,4, AgA,— A, — (A, Ag— My 43) (4,2 — ag) 0 daa 

0 %4g—4,a, A243 1 1 Fg— Ug Ag) (Ag jo 4% Ag 
| eg Ay My Gy M3 — Ay Ay (ay — ag) 0 O a @, | 


und dieser Ausdruck ist wiederum, zufolge dem Obigen, gleich dem 
vierten Niherungswerthe des Kettenbruches 


-_ 
ay 


. 





> By Gy 


Mo (A2® — a, 4) 
a — 


- Ag [ Ag A, — a, — (A, Ag — Ag 3) (A,2— ag)| 
@,;g—A,a; — a a __ 


Gy My — ty Ag(As2 — ay) —::: 
Baltzer (s. o.) hat als zwei wesentliche Punkte fiir die wissenschaft- 
liche Sicherstellung der Fiirstenau’schen Methode die folgenden be- 
zeichnet: Discussion derselben fiir den Fall complexer Wurzeln, und 
Nachweis, dass von je zwei aufeinanderfolgenden Determinanten- 
Quotienten der eine kleiner, der andre grésser als der wahre Wurzel- 
werth sein miisse. ‘Das Erste ist seitdem von dem Erfinder selbst ge- 
leistet worden*); der Beweis fiir jene zweite Eigenschaft ergiebt sich 
uns unmittelbar, indem wir die Identitiit jenes Quotienten zweier un- 
endlich fortlaufender Determinanten mit einem unendlichen Ketten- 
bruche dargethan haben. Wir haben so folgende beide Sitze erhalten, 
deren Beweis auf andrem Wege wohl wesentliche Schwierigkeiten dar- 
bieten diirfte: 


*) Fiirstenau: Newe Methode zur Darstellung und Berechnung imaginérer 
Wurzeln der Gleichungen. Marburg 1867. 


—_ 











Gl 
so 
den 


sicl 
une 


Co 
dex 
vol 
der 
bic 
sti 
ste 


wn 
Es 
de 


fiil 
ch 
eil 
Ay 
de 


SC 


— 











Ueber die allgemeine Auflésung von Gleichungen durch Kettenbriiche. 267 


1) Driickt man die absolut kleinste Wurzel einer algebraischen 
Gleichung durch den Quotienten zweier unendlichen Determinanten aus, 
so ist der wahre Werth der Wurzel zwischen je zwei aufeinanderfolgen- 
den Néherungswerthen dieses (uotienten enthalten. 

2) Die absolut kleinste Wurzel einer algebraischen Gleichung lésst 
sich darstellen durch einen aus den Coéfficienten der Gleichung gebildeten 
unendlichen aber convergirenden Kettenbruch. 

Es ist bei unsrer Transformation vorausgesetzt, dass simmtliche 
Coéfficienten der Gleichung von 0 verschieden sind; wiire diess nicht 
der Fall, so wiirde dieselbe in der hier durchgefiihrten Weise nicht 
vor sich gehen kénnen, indem natiirlich die Multiplication einer Colonne 
der Determinante mit 0 unzuliissig wiire. Wiirde z. B. in der obigen 
biquadratischen Gleichung a, = 0 sein, so wiirde der nach der Fiir- 
stenau’schen Vorschrift gebildete Niiherungswerth nachstehende Ge- 
stalt annehmen 





|—a V0 a, 1 (a, Oa, 1 

| 0 a, 0 a, | a my 0 as | 
0 a,a, 0!|' 10a a, 0 

| 0 Oaa| |9 0 a a, | 


und eine Reduction auf Kettenbruch-Determinanten wiire unméglich. 
Es wiirde auch in diesem Falle der oben entwickelte Kettenbruch zu 
dem unbrauchbaren Niherungswerthe 
oy 
_ * 
fiihren. Wihrend man also sonst, ehe man die Auflésung einer Glei- 
chung in Angriff nimmt, dieselbe durch passende Substitutionen auf 
eine reducirte Form zu bringen bemiiht ist, muss man dieselbe bei 
Anwendung dieser Methode in eine andre Gleichung transformiren, 
deren Coéfficienten siimmtlich von 0 verschieden sind. 

Es kénnte sich die Frage aufwerfen lassen, in welechem Zusammen- 
hang diese Auflésungsmethode mit der von Lagrange gegebenen 
steht, welche sich bekanntlich ebenfalls der Kettenbriiche bedient. 
Kin eigentlicher Zusammenhang zwischen denselben besteht nicht; ihr 
Unterschied lisst sich dahin pricisiren: Die hier vorgetragne Methode 
lisst sich ohne Unterschied auf Buchstaben-, wie auf Zahlen-Gleichun- 
gen anwendeii und liefert eine véllig bestimmte Wurzel; die Lagrange’- 
sche dagegen beschriinkt sich auf numerische Gleichungen, und dient 
nur zur genaueren Bestimmung einer Wurzel, deren Werth schon 
obenhin bekannt ist. Gelingt es also noch, das Bildungsgesetz des die 
Wurzel ausdriickenden Kettenbruches genau festzustellen, so ist in unse- 
rem Falle die independente Darstellung jedes beliebigen Niherungs- 
werthes dieser Wurzel sofort gegeben, wihrend bei Lagrange’s Ver- 
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fahren zur Berechnung eines folgenden Niaherungswerthes die Kennt- 
niss aller vorhergehenden erforderlich ist. 

Am deutlichsten charakterisirt sich der Unterschied beider Metho- 
den, wenn wir die Auflésung einer reinen quadratischen Gleichung, 
d. h. die Ausziehung der Quadratwurzel, vermittelst jeder derselben 
durchfihren. Ist 


vax A, 
so findet sich bekanntlich nach Lagrange 
L= Ay 2 — 
“at 7, ae -+ a+! 
- + c— aM, 
WO @», a, +--+ recurrirend berechnet werden miissen. Berechnet man 


hingegen fiir die Gleichung 
x? — 2a,4 = a 
nach der gewohnlichen Methode den kleinsten Wurzelwerth, so erhilt 
man 
=a, —Ya,?+ a. 
Fiir diesen Werth stellen die Fiirstenau’schen Determinanten sich 
sofort als Kettenbruchdeterminanten dar; wir finden 


4 1 0 0 tf ie 1 0 QO ---| 

0 —2a, 1 Pas —a, —2a, 1 0 
t='0 —a, —2a, 1 ---/?} O -—a —2a, 1 

i 2 am, ae 6 + —_/, — 2a, ---| 


und eiation so in der That die anderweitig bekannte Retheahenshent- 
wickelung 
VarFamant+® , % 
- > = 
2a, +-:--- 
Erlangen, Anfang Marz 1873. 
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Ueber die algebraischen Functionen und ihre Anwendung in 
der Geometrie. 


Von A. Britt und M. Néruer*). 


Die Riemann’sche Theorie der Abel’schen Functionen und das 
Werk von Clebsch und Gordan iiber denselben Gegenstand bieten 
eine reiche und fiir die Geometrie theilweise noch unbenutzte Quelle 
werthvoller algebraischer Siitze und Begriffe. Indem dieser Theorie der 
Begriff der algebraischen Function zu Grunde liegt, geht die Unter- 
suchung auf solche Beziehungen zwischen algebraischen Gebilden, deren 
wesentliche Eigenschaft die Unabhingigkeit von rationalen Transfor- 
mationen ist. Es ist aber die Aufgabe der Algebra, diese interessanten 
Beziehungen direct und vhne die in den genannten Theorien angewandte 
Beihilfe transcendenter Sitze zu beweisen, um dieselben einerseits fiir 
ihr eigenes Gebiet zu erwerben, andererseits auch der Geometrie leichter 
zugiinglich zu machen. 

Indem die Verfasser sich die Aufgabe stellten, fiir die wichtigsten 
jener Siitze die algebraische Form und den algebraischen Beweis zu 
finden, war es ihre Absicht, einen Ausgangspunkt fiir die Entwicklung 
jenes theilweise einem fremden Gebiete entwachsenen Zweiges der 
Algebra zu finden**). Es geniigte in dieser Beziehung, den bekannten 
Hilfsmitteln der Algebra einige wenige Begriffe hinzuzufiigen. Um 
aber der Darstellung eine gréssere Uebersichtlichkeit und Kiirze zu 
verleihen, war es néthig, auch einige neue Bezeichnungen einzufiihren, 
welche man in den §§. 1. 2. 5. definirt finden wird. 


*) Der vorliegende Aufsatz ist die Ausfiihrung einer in den Géttinger Nach- 
richten (Febr. 1873) enthaltenen Note der Verfasser. — Ein Auszug aus dem Fol- 
genden ist von Herrn Fiedler in die soeben erschienene Uebersetzung der 2. 
Ausgabe des Salmon’schen Werkes iiber héhere ebene Curven aufgenommen 
worden. , 

**) Wir bemerken, dass dieser Ausgangspunkt ganz verschieden ist von dem 
ebenfalls algebraischen, welchen Herr Weierstrass zur Aufstellung der Zahl p 
in seinen Vorlesungen nimmt. 
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Britt und Néruer. 


Nach dem Vorgang von Clebsch und Gordan midge im Nach- 
folgenden die Gleichung, durch welche eine algebraische Function y 
der Variabeln x definirt wird, als Gleichung einer Curve, in den 
Cartesischen Coordinaten x, y (oder den homogenen Coordinaten 
Ly, Vy, Ly, WO X,2X,:%,—=2:y:1) geschrieben, aufgefasst werden 
(selbstverstiindlich ohne itiber die Realitiit der Variabeln, oder der in 
der Gleichung auftretenden Coefficienten irgend eine Voraussetzung zu 
machen). Die Vorziige der an ein geometrisches Bild sich anlehnen- 
den Darstellungsweise sind an anderen Orten geniigend hervorgehoben 
worden, weshalb dies hier iibergangen werden kann; ebensowenig 
scheint es nothwenig, an dieser Stelle iiber die mit den elementaren 
geometrischen Begriffen verbundenen Operationen an der Gleichung 
etwas zuzufiigen. Wenn die hier gewiihlte Form der Definitionsglei- 
chung fiir eine algebraische Function — die allgemeine Form der 
Gleichung einer Curve ».Ordnung — von der von Riemann gewihl- 
ten Normalform abweicht, so sei erwihnt, dass nicht nur, vermége 
der Annahme des § 1., diese letztere in unserer Darstellung mit in- 
begriffen ist, sondern dass auch alle Ausartungen der Riemann’schen 
Form, wie z. B. die auf hyperelliptische Functionen fiihrenden Glei- 
chungen, durch den letzten § (§ 7.) des I. Theiles in die Betrachtungen 
desselben mit hereingezogen worden sind. Diese Betrachtungen erfiil- 
len die wesentliche Forderung, vollig unabhiingig von Constantenzih- 
lung und somit auch fiir Curven mit beliebig speciellen Eigenschaften 
giiltig zu sein. 

Der erste Theil handelt von den Eigenschaften der Gruppe von 


Schnittpunkten, welche eine algebraische Curve mit irgend einer ,,ihr- 


adjungirten “, d. h. mit einer solchen Curve, die durch jeden ihrer 
Doppelpunkte einfach, durch einen ¢-fachen Punkt (i—1)-fach u. s. w. 
hindurchgeht, ausser diesen noch besitzt. Betrachtet man die Schaaren 
von Punkt-Gruppen, welche auf der gegebenen Curve durch beweg- 
liche adjungirte Curven ausgeschnitten werden, so gelangt man zu einer 
Geometrie auf der Curve, vermége deren es mdglich wird, die bei 
eindeutiger Transformation der Curve ungeiindert bleibenden Eigen- 
schaften in einfacher Weise zu definiren. — Den Ausgangspunkt fiir 
diese Betrachtungen bildet der ,, Restsatz“ (§ 1.), ein Satz tiber Punkt- 
gruppen auf einer Curve, welcher, dem Abel’schen Theorem nahe 
verwandt, dasselbe in seinen Anwendungen auf Geometrie in vielfacher 
Hinsicht zu vertreten geeignet ist. Sofern sich vermége dieses Satzes 
aus einem vollstandigen Schnittpunktsystem Theile desselben als selb- 
stiindige Punktgruppen ausscheiden lassen, wird eine besondere Be- 
trachtung der Schaaren von Punktgruppen, welche Curven verschiede- 
ner Ordnung aus der gegebenen Curve ausschneiden, nothwendig 
($§ 2. 3.). Von besonderer Bedeutung erscheinen hierbei solche 
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»Special“-Gruppen, welche einer gewissen Ungleichung geniigen (§ 3. 
a. E.). Von diesen wird (§ 4.) gezeigt, dass sie immer durch adjun- 
girte Curven (x — 3). Ordnung (wenn » den Grad der gegebenen Curve 
bedeutet) ausgeschnitten werden kénnen. Hieran ankniipfend wird 
(§ 5.) ein Satz bewiesen, der nach Riemann, von dem er zuerst 
ausgesprochen, und nach Roch, von dem er allgemein bewiesen wurde, 
im Nachstehenden der ,,Riemann-Roch’sche Satz“ genannt wird. 
Dieser Satz, der von hervortretender Wichtigkeit ist, erméglicht den 
algebraischen Beweis aller der bereits aus der Theorie der Abel’schen 
Functionen bekannten Siitze iiber die Anzahl der linear unabhingigen 
adjungirten Curven (x — 3). Ordnung, iiber die bei eindeutiger Trans- 
formation erhaltenen Kigenschaften einer Curve und der ihr adjungir- 
ten Curven (n — 3). Ordnung, die Erhaltung des Geschlechtes u. s. f. 
(§ 6.). 

Im ezweiten Theil, der sich vorzugsweise mit einer allgemeinen 
Curve ihres Geschlechtes beschiiftigt, wird (§ 9.) das Problem der 
Special-Gruppen in algebraischer Form aufgestellt und zur Herstellung 
einer Ungleichung fiir dieselben benutzt. Fiir einen Grenzfall (§ 10.), 
der durch diese Ungleichung bezeichnet ist, lisst sich die Anzahl der 
Lésungen (§ 11.) jenes algebraischen Problems bestimmen und in ein- 
zelnen Fiillen auf indirectem Wege bestiitigen (§ 12.). In den §§ 13—16. 
werden die Moduln fiir eine Klasse von Curven definirt und in mehr- 
facher Weise, je anschliessend an eine der Normalformen (§ 10.), auf 
die man eine allgemeine Curve ihres Geschlechtes eindeutig transfor- 
miren kann, bestimmt und gezihlt. Die gegen die Riemann’sche 
Zahl 3p — 3 fiir die Moduln erhobenen Bedenken werden zerstreut 
und damit diese Frage, wie die Verfasser glauben, endgiltig erledigt. 

Das Vorstehende gestattet noch einen Schluss auf die Anzahl 
der freien Bestimmungsstiicke einer Raumcurve von gegebenem Grad 
und Geschlecht (zwischen denen jedoch eine Ungleichung besteht). 
($ 17.) 

Zum Schluss folgt eine uneingeschriinkt giiltige Anwendung der 
Theorie der Special-Gruppen auf die Definition der besonderen Punkt- 
gruppen in der Ebene, deren Untersuchung durch eine Bemerkung 
von Cayley (Proceed. Math. Soc. Dec. 1870) veranlasst worden war. 


I. Theil. 
§ 1. 
Der Restsatz. 


Die nachfolgenden Betrachtungen handeln von den Eigenschaften 
von Punktsystemen einer ebenen irreducibeln algebraischen Curve mit 
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beliebigen Doppel- und vielfachen Punkten*), die durch ihre Gleichung 
f(x, y) = 0 (in homogenen Coordinaten f (x, , 2, 2) = 0), f =0, oder 
kiirzer durch f bezeichnet werden mégé, und zwar beziehen sich die- 
selben insbesondere auf solche Punktsysteme, welche eine durch die 
Doppelpunkte von f einfach, die i-fachen Punkte (¢ — 1)-fach hin- 
durchgehende, im Uebrigen aber willkiihrliche algebraische Curve (welche 
auch zerfallen kann) ausserdem noch ausschneidet. Curven dieser Art 
wollen wir ,,der Curve / adjungirte“ oder kurzweg ,,adjungirte Curven“ 
nennen**), Wenn wir uns in der Folge ausschliesslich mit den durch 
adjungirte Curven ausgeschnittenen Punktgruppen beschiaftigen (unter 
»Punktgruppe“ ein beliebiges Aggregat von ciner endlichen Anzahl von 
Punkten auf f verstanden), so ist diese Beschrinkung nur eine schein- 
bare; denn man -braucht einer nicht adjungirten Curve nur eine solche 
feste Curve zuzufiigen, welche das Aggregat Beider zu einer (zerfallen- 
den) adjungirten Curve vervollstandigt. 

Man theile das System der Schnittpunkte, welche eine adjungirte 
Curve mit f ausser den (zur Charakterisirung der adjungirten Curve als 
solcher) in die ,,singuldren“ Punkte von f (wir fassen unter dieser Be- 
zeichnung Doppel- und vielfache Punkte zusammen) fallenden Schnitt- 
punkten besitzt, beliebig in zwei Gruppen Gp und Ge von bez. R und 
Q Punkten. Mit Sylvester***) nennen wir dann die Gruppe Ge das 
»Residuum“ von Gp oder die zu Gp residuale Gruppe und umgekehrt, 
indem wir als Residuum einer Gruppe, die von einer adjungirten Curve 
ausgeschnitten wird, jede Gruppe von Punkten bezeichnen, welche 
mit den Punkten jener Gruppe und den singuliren Punkten von / (jeden 
i-fachen Punkt von f als i — 1-fachen der adj. C. gerechnet) ein voll- 
stindiges Schnittpunktsystem bilden. Legt man nun durch Gg irgend eine 
andere adjungirte Curve (was immer méglich ist, wenn man nur den 
Grad hoch genug wiahlt) und nennt die Gruppe Gg von R’ Punkten, 
welche diese noch ausserhalb der singuliren Punkte ausschneidet, der 
Gruppe Gz ,,corresidual“ in Bezug auf die Gruppe Ge (weil sie das- 


*) Wir setzen zunichst noch vielfache Punkte mit getrennten Tangenten 
voraus, werden indess in § 7. zeigen, wie man diese Beschrinkung autheben 
kann. 

**) In unserer Note in den Géttinger Nachrichten werden dieselben ,,Curven 
vom Charakter der pm“ genannt, indem dort unter ,,Curven gp“ adjungirte Curven 
(mn — 3)" Ordnung verstanden werden. 

***) Man vergl. die Vorrede zu der (gleichzeitig mit dem Erscheinen unserer 
Note veréffentlichten) zweiten Ausgabe des Werkes von G. Salmon: Higher plane 
curves, woselbst jene Bezeichnung auf Curven 3. Ordnung angewendet wird; oder 
den Literaturnachweis zu Cap. V. der Uebersetzung dieses Werkes von Fiedler. — 
In Uebereinstimmung mit der hier adoptirten Bezeichnung wahlten wir den Namen 
»Restsatz statt des in unserer Note gebrauchten Wortes: ,,Aequivalenzsatz“. 
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selbe Residuum G, wie jene besitzt), so kann man den folgenden Satz 
aussprechen : 

Sind auf einer algebraischen Curve die Punktgruppen Gr, Gr, + - 
einander corresidual in Bezug auf eine Punktgruppe Ge, so sind sie es 
in Bezug auf jede andere Punktgruppe Ga, welche zu einer von ihnen 
(etwa Gx) residual ist. Mit anderen Worten: ,,corresiduale Gruppen“ 
ist ein Begriff, welcher von einem speciellen Residuum unabhingig ist. 
-— Dabei ist noch zu bemerken, dass es gleichgiltig ist, ob die Gruppen 
Gr, Ge, +++ und ebenso die Gruppen Gag, Ge, --- lauter verschie- 
dene, oder theilweise je dieselben (festen) Punkte enthalten. 

Um jenen Satz zu beweisen, nehmen wir an, die gegebene Curve 
sei f= 0; auf dieser werden ausgeschnitten die Punktgruppen: 


Ge und Gz durch A=0O, 
Ge und Gy , B=O, 
Ge und Gp, 5 a =O, 


wo A=0, B=0, a=0 f adjungirte Curven seien. Wir werden 
nun zeigen, dass auch die Gruppen Gg und Gz auf einer und der- 
selben adjungirten Curve liegen. Zuniichst lassen sich*) immer zwei * 
Curven B = 0, y = 0 finden von der Beschaffenheit, dass man iden- 
tisch hat: 


a- B=B-A+ pf. 


Denn die Gleichung « - B =O repriisentirt eine (zerfallende) Curve, 
welche durch alle nicht in die singuliren Punkte fallenden Schnitt- 
punkte von A =O und /= 0 hindurehgeht. Ausserdem aber erfiillt 
das Produkt « - B auch in den singuliren Punkten von f= 0 die Be- 
dingungen**), an welche noch weiter die Mdglichkeit gekniipft ist, 
dasselbe auf die Form der rechten Seite zu bringen. Dasselbe ver- 
schwindet niimlich in jedem ¢-fachen Punkte von f= 0 (wo 4 = 0 
einen (¢ — 1)-fachen Punkt besitzt) (27 — 2)-fach, und besitzt somit 
alle Kigenschaften, wu in die Form der rechten Seite iibergefiihrt zu 
werden. Die hierbei sich ergebende Curve 6 = 0 ist nun aber noth- 
wendig eine adjungirte. Denn das Verhalten von 6 - A muss, wenn 
die obige IJdentitdt besteht, dem von a- B in jedem 7-fachen Punkte 


*) Diese Schlussweise ist zwar schon lange bekannt (vgl. z. B. Pliicker, 
Theorie der algebr. Curven; Einleitung.); die Grenzen ihrer Berechtigung sind 
indessen erst in jiingerer Zeit angegeben worden. (8. d. folgende Note.) 

**) Nither, Math. Annalen Bd. VI. 8.351, wo gezeigt wird, dass die Curve 
«- B=0, wenn sie auf die Form der rechten Seite soll gebracht werden kiénnen, 
in jedem i-fachen Punkt von f= 0, in welchem A = 0 einen k-fachen Punkt be- 
sitzt, entweder gewisse specielle Singularitiiten oder wenigstens einen k + i — 1- 
fachen Punkt haben muss. 
Mathematische Annalen. Vil, 
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von f= 0 auch den einzelnen Zweigen dieses Punktes gegeniiber das- 
selbe sein. In einem solchen Punkte wird aber jeder Zweig von {= 0 
von der Curve a. B=0 in 21 —2 Punkten getroffen. Die Curve 
6 = 0 muss somit jeden Zweig noch in i — 1 Punkten schneiden, der 
Punkt also ein (i — 1)-facher sein. Denn wiire derselbe etwa ein 
(i — 2)-facher Punkt von 6 = 0, dessen Zweige einzein i — 2 Zweige 
von f = 0 beriihrten, so wiirden 2 Zweige nur in 27 — 3 Punkten ge- 
troffen werden. Noch weniger kénnte der Punkt ein (¢ — 3) - - -facher 
sein. Da nun der Ausdruck # ausser in den singuliiren Punkten bloss 
noch in den Punkten der Gruppen G,- und (rg. verschwindet, so liegen 
diese auf der adjungirten Curve 6B = 0, q. e. d. Tritt an Stelle von 
B= 0 eine Schaar von Curven B =O, welche alle durch Gg gehen 
und f in einer Schaar von Gg residualen Gruppen G, treffen, so liefert 
derselbe Satz an Stelle von 6 = 0 eine Schaar von Curven 6 = 0, die 
alle durch Gg gehen und f= in derselben Schaar von Gruppen Gp: 
schneiden. Diese zweite Schaar hat dieselben willkiihrlichen Parameter, 
wie die erstere, und in derselben Form; sie ist in Bezug auf f= 0 
der ersteren vollstindig ,,dquivalent“. Insbesondere gilt dies fiir die 
linearen Schaaren von Curven B=0 und 6B = 0, die man durch Ge, 
bez. Gq legen kann; die Anzahl der linear von einander unabhiingigen 
Curven B= 0 und 6 = 0 ist somit die gleiche, und charakteristisch 
fiir die Schaar der Gruppen Gp, der wir sie spiiter als Index beifiigen 
werden. 

Zur Aufstellung einer der Schaar der Curven B = 0 iiquivalenten 
Sehaar 6 = 0 kann fiir die Basisgruppe Gy dieser letzteren eine be- 
liebig specielle, der Gruppe Gz» residuale Gruppe gewiihlt werden; in- 
dessen muss, wenn die Schaar 2 =) die allgemeinste lineare Schaar 
durch Gg war, auch fiir 6 = 0 die allgemeinste lineare Schaar gewihlt 
werden, welche f= 0 in der Gruppe Gag schneidet. So sind die all- 
gemeinsten adjungirten Curven 4. Ordnung zu einer Curve 5. Ordnung 
f=0 mit 5-fachem Pankt P, fiir welche im Ganzen 12 Schnittpunkte 
in den letzteren fallen, nicht die in 4 Gerade zerfallenden Curven mit 
4-fachem Punkt in P, denn diese bilden nur eine 4-fach unendliche 
Schaar, sondern diejenigen Curven 4. Ordnung, welche in P einen 
3-fachen Punkt haben, dessen Tangenten mit denen von f = 0 iiber- 
einstimmen. Dieselben bilden noch eine 5-fach unendliche Schaar; 
und somit ist auch die Schaar der zu jenen 12 in P fallenden Schnitt- 
punkten residualen Gruppen G, noch eine 5-fach unendliche. 

Es mag hier noch bemerkt werden, dass, obgleich Irreducibilitiit 
der Gleichung (= vorausgesetzt ist, doch in dem Vorstehenden 
hiervon an keiner Stelle Gebrauch gemacht wurde und demnach der 
Restsatze auch fiir reducibele Curven seine Geltung behdilt. 


SE me 
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§ 2. 
Schaaren von Punktgruppen. 


Durch den im Vorstehenden bewiesenen Restsatz sind Gruppen 
von Punkten, auch wenn dieselben nicht vollstiindige Schnittpunkt- 
systeme bilden, in solecher Weise unabhiingig von der sie ausschnei- 
denden Schaar von Curven definirt, dass eine Betrachtung derselben 
an und fiir sich nicht umgangen werden kann. 

Die beweglichen Schnittpunkte einer durch irgend welche Be- 
dingungen nicht vollstindig festgelegten adjungirten Curve bilden auf 
f eine ein- oder mehrfach unendliche Schaar von Punktgruppen, fiir 
welche sich folgende zuniichstliegenden Unterscheidungsmerkmale auf- 
stellen lassen: 

1. Die Zahl der in jeder Gruppe der Schaar befindlichen Punkte 
(die Zahl der beweglichen Schnittpunkte der adjungirten Curve). 

2. Die Mannigfaltigkeit der Schaar (die Zah) der willkiibrlichen 
Parameter in der Gleichung jener Curve). 

3. Der Grad, bezw. die Form, in welcher diese Parameter in die 
Gileichung eingehen. 

Mit Riicksicht auf den Grad kann man z. B. von_ ,,linearen“, 
quadratischen, -- + Schaaren von Punktgruppen reden. So bilden die 
Gruppen von je 3 Punkten, welche alle Geraden aus einer Curve 3. 
Ordnung ausschneiden, eine lineare 2-fach unendliche (00?-) Schaar 
von je 3 Punkten. Die Punkte, in welchen die Tangenten eines 
Kegelschnitts eine Curve 3. Ordnung treffen, eine quadratische 1-fach 
unendliche (co!-)Schaar von je 3 Punkten; ein einzelner gegebener 
Punkt einer solehen Curve eine lineare oo’-Schaar von 1 Punkt. Da- 
gegen gehért ein Punkt einer Curve 3. Ordnung mit Doppelpunkt einer 
linearen oo'-Schaar von je 1 Punkte an, u. s. w. 

Sei jede der Gruppen von je Q Punkten, welchedie Schaar bilden 
sollen, 6 Bedingungen unterworfen, so wird die Schaar eine (Q@— 6)- 
fach unendliche, da durch @ — 6 beliebig anzunehmende Punkte einer 
Gruppe auf f= 0 die iibrigen 6 Punkte der Gruppe auf eine endliche 
Anzahl von Arten bestimmt sind. 

Mit Hilfe des Restsatzes ist es nun médglich, insbesondere die 
linearen Schaaren, mit denen wir uns in der Folge vorzugsweise zu 
heschiiftigen haben, vor den iibrigen noch weiter auszuzeichnen. Jede 
lineare Schaar ist offenbar zugleich eine Schaar corresidualer Gruppen. 
Irgend eine Gruppe Gg, welche o Bedingungen geniigt, mége durch 
den Restsatz zu einer linearen g-fach (q¢ < @ — 6) unendlichen Schaar 
vou Gruppen von je Q@ Punkten fiihren, die alle Gg corresidual sind 
und zugleich den o Bedingungen geniigen. Jede Gruppe innerhalb 
dieser Schaar ist alsdann durch irgend g Punkte von f= 0 eindeutig 

13* 
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festgelegt. Von den Punkten irgend einer Gruppe, welche den 6 Be- 
dingungen geniigt, waren aber @ — o Punkte ganz willkiihrlich an- 
zunehmen, die daraus hervorgehende oo%—%-Schaar von Gruppen zer- 
fiillt also in cot Systeme von linearen o07-Schaaren, wobei t=(@ — 6) — q 
ist. Fiir t = 0 erhilt man so eine endliche Anzahl von linearen Schaa- 
ren, die im Allgemeinen einander nicht corresidual sind; und zwar 
dieselben, von welchen Q — 6 = q Punkten man auch ausgegangen ist. 

Die ( Punkte einer Gruppe kann man sich demnach in 3 Theile 
zerlegt denken: q Punkte, welche die Gruppe innerhalb der Schaar 
festlegen, t Punkte, welche sodann die Schaar, eindeutig oder mehr- 
deutig, bestimmen, die iibrigen o Punkte, welche durch die o Be- 
dingungen mit bestimmt sind. 

So gehéreii irgend 3 Punkte einer Curve 3. Ordnung einer oo*- 
Schaar von je 3 Punkten an, fiir welche bei beliebiger Lage der 
Punkte 6 = 0, also r= 3 — 2 = 1 ist. Es giebt demnach noch ein 
oo'-System von solchen oo?-Schaaren. Darunter befindet sich auch 
die Schaar der durch die Geraden der Ebene ausgeschnittenen Gruppen, 
fiir welche 6 = 1, tr = 0) ist. 

Der Kiirze halber mége in der Folge eine lineare cot-Schaar von 
Gruppen von je @ Punkten durch yg, yp’, ---, und die einzelne 
Gruppe einer solchen Schaar entsprechend durch Gy), Ti, --+ be- 
zeichnet werden. Auch mége, wenn nicht Anderes ausdriicklich zu- 
gefiigt ist, unter emer co’-Schaar eine lineave co’-Schaar verstanden 
werden. — Die durch die Geraden der Ebene auf einer Curve 3. Ord- 
nung ausgeschnittene Schaar voy Gruppen ist demnach eine Schaar g,. 


§ 3. 
Die linearen Schaaren. 


Sind durch den Restsatz die linearen Schaaren von Punktgruppen 
von den sie ausschneidenden Curvenschaaren unabniingig gemacht, so 
giebt es doch eine gewisse Grenze fiir den Grad derjenigen Curven, 
durch die eine gegebene Schaar ausgeschnitten werden kann. Ehe wir 
indess auf diese Frage eingehen, betrachten wir die durch gegebene 
adjungirte Curve ausschneidbaren Schaaren, um einen Ueberblick iiber 
die einfachsten Punktgruppeu iiberhaupt zu erhalten. 

Die Curve f= sei von der n. Ordnung (” > 3), nicht zerfallend, 
und besitze «, Doppel-, «, dreifache-, --- «; i-fache Punkte je mit 
getrennten Tangenten. Sei die adjungirte Curve g = von der s. 
Ordnung, und setzt man zuniichst s>m voraus, so geht dureh die 
Schnittpunkte derselben mit f= 0 auch noch die Curve: 


v=o+A-f=0 
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hindurch, wo A ein noch unbestimmter Ausdruck (s — n). Ordnung 
ist. Ist es nun méglich, mit Hilfe der 
4(s—n+1) (s—n+2)—2 
Coefficienten von A ebensovielen Coefficienten von ~ specielle Werthe 
zu ertheilen, so kann man an Stelle des Ausdrucks m, welcher wenig- 
— S63) i(@—1) 
SSD Bas es 





=y 
willkiihrliche Coefficienten besitzt, den Ausdruck y (mit iibrigens den- 
selben Eigenschaften gegeniiber f=) mit wenigstens 


bo 


y— “2£=ns — La;-i(i—1)—p 
(m — 1) (m — 2) a(t — 1) 


(wo p= 3 «Sa Zz gesetat wird) 


noch unbestimmten Coefficienten setzen. Im Fall also, dass man iiber 
alle Coefficienten in A = in der gewiinschten Weise verfiigen kann, 
sind von den nicht in die singuliiren Punkte von f= 0 fallenden 
Schnittpunkten von gm = 0 mit f = 0 hochstens p durch die Uebrigen 
bestimmt, sofern diese nicht eine besondere Lage haben. Im Falle 
jedoch, dass jene Voraussetzung beziiglich A —0 nicht eintritt (wo 
dann statt y — s eine gréssere Zahl steht), sowie fiir besondere Lagen 
der y — x ersten Schnittpunkte (wenn eine oder mehrere Gleichungen 
eine Folge der Uebrigen sind) werden jedenfalls weniger als p Punkte 
durch die Uebrigen bestimmt sein. 

Kine Verminderung der Coefficientenanzahl der adjungirten Curve 
wird nicht mehr méglich, wenn s <n ist. Nichtsdestoweniger gelten 
fir die Faille s—=n—1 und s=n-—2 die obigen Betrachtungen 
noch, weil fiir sie die Zahl x verschwindet. 

Fiir s = n — 5 wird die Zahl y = p — 1; und weil dann die An- 
zahl der nicht in die singuliiren Punkte fallenden Schnittpunkte 2p — 2 
wird, so sind héchstens » — 1 Punkte durch die Uebrigen bestimmt**), 
sofern diese Letzteren nicht eine besondere Lage besitzen ***), 





*) Fiir besondere Lage der vielfachen Punkte von f= 0 kénnte z B. die 
Zahl der Bedingungen dafiir, dass mg = 0 eine adjungirte Curve ist, geringer als 
Za; - oft — 1) sein, und alsdann @ mehr als y willkiihrliche Coefficienten besitzen. 

**) Fiir besondere Curven f= 0 kann es eintreten, dass Jeder der p — 1 an- 
genommenen Punkte je noch einen anderen mit bestimmt, wie fiir die (hyper- 
elliptische) Curve 5, Ordnung mit einem dreifachen Punkt, wo die adj. Curven 
(mn — 3). Ordnung zerfallen, fiir eine gewisse (hyperelliptische) Curve 6. Ordnung 
mit 7 Doppelpunkten u. s. w. 

Die nachfolgenden Betrachtungen haben iibrigens fiir Curven, fiir welche die 
Zahl p = 0 oder = 1 ist, keine Bedeutung mehr, weil im 1. Fall iiberhaupt keine, 
im 2. keine Schaaren von adjungirten Curven (n — 3), Ordnung existiren. Es 
gelten dann jedoch analoge Betrachtungen fiir adj, Curven (nm — 2). Ordnung. 


**t) Auf ciner Curve 5. Ordnung mit 2 Doppelpunkten (p = 4) nehme man 
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Man kann das Vorstehende dahin zusammenfassen, dass von den 
nicht in die singuliiren Punkte fallenden Schnittpunkten einer adjungir- 
ten Curve s. Ordnung mit f= 0: 

I. Fiir s>n — 3: héchstens p durch die tibrigen 
ns— 2La;-i(i—1)—p=—=na+p—2 (a=—s—(n—3)) 
Schnittpunkte bestimmt sind; 

Il. fiir sn — 3: héchstens p — 1 durch die tibrigen p— 1 Schnitt- 
punkte bestimmt sind. 

Legt man also durch gewisse Punkte einer Curve f= 0 eine ad- 
jungirte Curvenschaar, so wird fiir die durch diese Curven ausyeschnit- 
tene Schaar g{” 

im Fall L, g>Q—p 
’ im Fall II., g>Q@—p+1 
sein. 

Wir setzen hierbei keineswegs voraus, dass die adjungirten Curven 
nicht zerfallen. Darum ist es aber auch nicht nothwendig, Curven von 
niederer , als der (xn — 3). Ordnung besonders zu betrachten, da man 
solche durch Zufiigen einer festen Curve immer zu einer adjungirten 
Curve der (n — 5). oder héherer Ordnung machen kann. 


§ 4. 
Adjungirte Curven (nm — 3). Ordnung. 


Im vorstehenden § werden Ungleichungen zwischen dem oberen 
und unteren Index einer linearen Schaar hergeleitet, welche den Fall, 
wo die adjungirte Schnittcurve von der (n — 3). Ordnung ist, vor den 
iibrigen Fallen in gewisser Weise auszeichnet. In diese Ungleichungen 
ging eine bloss von den Kigenschaften von / abhiingige Zahl ein, dic 
wir nach dem Vorgang von Riemann, Clebsch u. A. mit dem Buch- 
staben p bezeichnet haben und in der Folge mit Clebsch das Geschlecht 
der Curve f nennen wollen, indem wir wus vorbehalten, an spiiterer 
Stelle die eigentliche Bedeutung dieser Zahl zu erdrtern. 

In diesem § soll nun die Umkehrung des am Ende des vorigen 
entwickelten Satzes bewiesen werden, niamlich: dass eine q-fach un- 
endliche Schaar g{? von Punktgruppen von je Q Punkten (unter welchen 
sich auch solche befinden kénnen die fiir alle Gruppen dieselben sind) 
immer dann durch eine Schaar von adjungirten Curven (n—3). Ordnung 
ausgeschnitten werden kann, wenn: 


q=>Y—p+1, also @—qcp—l1 





p—1=8 Punkte in einer Geraden durch einen der Doppelpunkte an, dann 
bilden die 3 iibrigen Schnittpunkte noch eine gj”). Wegen anderer Beispiele vgl. 
Clebsch und Gordan, Abel'sche Functionen, 8, 213. 
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ist*). Wir werden diesen Satz fiir alle durch Curven von hoherer 
als der (n — 3). Ordnung ausgeschnittenen Gruppen zu beweisen haben. 

Ist zuniichst @ < 2p — 2, so kann man zeigen: 

1. Dass der Satz richtig ist fiir jede Schaar yg, wenn er richtig 
ist fiir Schaaren g{2-", immer vorausgesetzt, dass ¢ > Q — p + 1 iat. 

2. Ist sofort Klar, dass derselbe fiir Q@Q <p — 1 und q = 0 giltig 
ist; denn durch eine vollstindig bestimmte einzelne Gruppe von p — 1 
und weniger Punkten lisst sich immer eine adjungirte Curve (n — 3). 
Ordnung legen. 

Um nun auch die erste Behauptung zu erweisen, bemerken wir 
zuniichst, dass, wenn die Schaar g’- durch Curven (nm — 3). Ord- 
nung ausgeechnitten werden, die Schaar 4 93 durch ein System (n — 2). 
Ordnung ausgeschnitten werden kann. Denn man nehme irgend eine 
Gruppe 7/9) dur letzten Schaar, lege durch einen beweglichen Punkt 
« derselben eine Gerade 4 und durch die tibrigen @ — 1 Punkte, 
welche eine Gruppe [\"-,") bilden, eine adjungirte Curve (n — 3). Ord- 
nung C, 3. Das Residuum R der Gruppe [g, welches aus den wei- 
teren 2p — 2 — (Q — 1) Schnittpunkten von C,—; und den iibrigen 
n— 1 ee he der Geraden A besteht, ist zugleich Residuum 
fiir jede Gruppe der Schaar g@, weil es dies fiir eine derselben ist 
(§ 1.); die Schaar gi? wird somit in der That durch eine Schaar von 
durch F gehenden Curven (n — 2). Ordnung C),2 ausgeschnitten, die 
noch zudem Aile in die Gerade A und eine Curve (n — 3). Ordnung 
zerfallen, weil » — 1 Punkte einer Curve (# — 2), Ordnung nicht auf 
einer Geraden liegen kénnen, ohne dass Zerfallen eintritt. Betrachtet 
man nun statt der Gruppe [{” irgend eine beliebige der corresidualen 
gi, welche den Punkt « nicht enthdlt, die aber gleichfalls durch eine der 
zerfallenden C;,. muss ausgeschnitten werden kénnen, so erkennt man, 
dass, da A unbeweglich ist, dies nur durch eine adjungirte Curve 
(n — 3). Ordnung geschehn kann. Q. e. d. 

Der vorstehende Beweis macht an keiner Stelle Gebrauch von der 
Ungleichung Q< 2p — 2. Er gilt demnach auch fiir den Fall, dass 
dieselbe nicht erfiillt ist. Weil nun aber adjungirte Curven (m — 3). 
Ordnung nicht existiren, welche in mehr als 2p — 2 Punkten die 
Curve / (wenn diese nicht zerfillt) schneiden, so schliesst man riick- 
wiirts, dass Punktgruppen G\) von mehr als 2p —2 Punkten, fiir 


*) Nach egg Satz lisst sich beispielsweise jede Schaar g\") auf einer Curve 
5. Ordnung mit 2 Doppelpunkten, fiir welche also p = 4 ist, durch adjungirte 
Kegelschnitte auechnelden. Soll aber ein Kegelschnittbiischel mit der Curve 
5. Ordnung ausser den beiden Doppelpunkten noch 3 feste Schnittpunkte besitzen, 
so muss jeder Kegelschnitt der Schaar zerfallen. Daher sind die einzigen Gruppen 
gS) auf der Curve diejenigen beiden Schaaren, welche von den durch die Doppel- 
punkte gehenden Strahlen ausgeschnitten werden. 
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welche > Q—p + 1 ist, nicht existiren; und die eingangs des Beweises 
ausgesprochene Beschriinkung Q < 2 p — 2 fallt somit von selbst weg. 

Die zuletzt ausgesprochene Bemerkung kann man zum Beweis 
eines wichtigen Satzes gebrauchen. Gruppen Gg, welche von einer 
adjungirten Curve (n — 3). Ordnung ausgeschnitten werden, bilden, 
dem § 3. zufolge, mindestens eine (Q9— p+ 1)-fach unendliche 
Schaar; also Gruppen (2,—2 mindestens eine oo?~'-Schaar. Wir wol- 
len nun zeigen, dass sie zugleich hdchstens eine solche Schaar bilden. 
Denn bildeten sie z. B. eine oc”-Schaar, so kénnte man durch Hinzu- 
nahme eines willkiihrlichen /festen Punktes B von f eine Schaar 9821) 
(in deren Gruppen allen der Punkt f vorkime) herstellen, welche in- 
dess zufolge der oben gemachten Bemerkung nicht existiren kann. 
Somit giebt es auch keine Schaar gj?) ,, und umsoweniger solche 
942+), U. 8. W. Es giebt also nur cine (p—1)-fach unendliche Schaar 
d. h. nur p linear von einander unabhdngige adjungirte Curven (n—3). 
Ordnung. 







































Der Riemann-Roch’sche Satz. 


Wir haben oben in § 3. solcher Punktgruppen gedacht, fiir welche 
q>%—p-+1 ist. Dieselben werden nach dem vorstehenden § im- 
mer durch adjungirte Curven (mn — 3). Ordnung ausgeschnitten, be- 
sitzen indess auch diesen gegeniiber einen speciellen Charakter, wie 
wir unten niher sehen werden, indem die Lage der einzelnen Punkte 
einer jeden Gruppe der Schaar nicht beliebig ist, sondern durch Einige 
derselben die Uebrigen bestimmt sind. Wir wollen daher eine solche 
Punktgruppe, welche einer oo’-Schaar g( angehdrt, fiir die 

q>@—pt+l 
ist, eine ,,Specialgruppe“, und die Schaar selbst eine ,,Spectal-Schaar“ 
nennen. Beispiele folgen unten (vgl. z. B. § 10.). Die Systeme der 
Specialgruppen auf einer gegebenen Curve lassen sich nun in merk- 
wiirdiger Form zu je zweien in der Weise gruppiren, dass jedes aus 
dem anderen eindeutig abgeleitet werden kann- 

Der Satz, nach welchem diese Gruppirung vorgenommen werden 
kann, ist von Riemann in Nr. 5 seiner Abel’schen lunctionen 
(Borch. Journ. Bd. 54) fiir den Fall g = 1 gegeben, und von Roch 
(Borch. J. Bd. 64) auf dem von Riemann eingeschlagenen Wege 
allgemein bewiesen worden. Riemann hat in Nr. 5 seiner Abhand- 
lung ,,Ueber das Verschwinden der Thetafunctionen“ einen zweiten 
Beweis des Satzes, ebenfalls fiir einen speciellen Fall: Q@ =p, p — 1 
und p — 2 gegeben, der sich indess ohne wesentliche Aenderung auf 
den allgemeinen Fall ausdehnen lisst. Ausserdem kann man den Satz 
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aus den Differentialgleichungen des Umkehrproblems, fiir den unbestimm- 
ten Fall desselben, schliessen. Wir geben hier zwei algebraische Be- 
weise. In seiner allgemeinen Form lautet der Riemann-Roch’sche 
Satz folgendermassen : 

Legt man durch die Gruppe G?) einer Special-Schaar 9 auf der Curve 
[, fiir welche g= Q—p+1-+- 4 sein mag (r irgend eine ganze positive 
Zahl < p— 1), eine adjungirte Curve (n — 3). Ordnung, so schneidet 
dieselbe in 2p — 2 — Q = R weiteren Punkten, die ihrerseits wiederum 
einer Special-Schaar g\") von Gruppen G\ angehiren, fiir welche r den 
aus obiger Gleichung sich ergebenden Werth r= R—p+1+ 4 be- 
sitzt*). 

Zum Beweis dieses Satzes fiige man zu jeder Gruppe der Schaar 
gi? noch r festliegende, aber beliebig gewihlte (und zwar zu jeder 
Gruppe dieselben) Punkte von f= 0 hinzu. Man erhilt so eine Schaar 
9§4., fiir welche die Anzahl der willkithrlichen Parameter sich nicht 
vermehrt hat, wohl aber die Anzahl der Punkte in den einzelnen 
Gruppen. Durch eine Gruppe G(!) , dieser Schaar lisst sich noch eine 
adjungirte Curve (x — 3). Ordnung legen, weil die Bedingung des 
§ 4. erfiillt ist. Da nun aber die Lage jener r festen Punkte belie- 
big ist, so muss sich durch die Gruppe G/?) noch mindestens eine 
xc’-Schaar von adjungirten Curven (n — 3). Ordnung legen lassen, 
und die durch dieselben ausgeschnittenen Gruppen G‘¢) bilden minde- 
stens eine oo”’-Schaar, d. h. es ist @ mindestens =r. Dass aber 
wndererseits @ nicht > + sein kann, erkennt man aus der Umkehrung 
der eben angestellten Betrachtungen, indem man von einer Gruppe 
G\@ ausgeht. Man gelangt so zu Gruppen G/”, wo wieder x minde- 
stens = Y — p+ 1-+ 0 sein muss. Dieselben kénnen aber nach dem 
Restsatze von der Schaar gi? nicht verschieden sein. Man hat somit 
x ==, daher auch 9 =r, q. e. d. 

Corollar. Haben R Punkte Gp auf einer nichtzerfallenden Curve 
{ eine solche specielle Lage, dass dic durch sie gehenden adjungirten**) 
Curven (n — 3). Ordnung noch eine g [> (p — 1 — R))-fach unendliche 
Schaar bilden (q eine positive ganze Zahl), wobei sie die Schaar y{P 


*) Auf ciner Curve 7, Ordnung mit 9 Dp. (p =6) kann man (wie weiter 
unten gezeigt wird) Gruppen von 4 Punkten G, so bestimmen, dass durch sie 
noch eine oo?-Schaar von adjungirten C, geht. Diese schneiden in einer Schaar 
ge", die demnach eine Specialschaar ist. Nach dem oben ausgesprochenen Satz 
gehdrt aber dann auch die Gruppe Gy einer Special-Schaar gj) an; d. h. durch 
jede Gruppe der Schaar g,(2) lisst sich noch ein oo'-Biischel von adj. Cy legen. 

**) Was unter ,,adjungirten Curven“ fiir den Fall einer Curve f mit beson- 
deren Singularitéten zu verstehen ist, wird unten (§ 7.) niher definirt. Mit Riick- 
sicht hierauf haben wir den obigen Satz gleich in seiner allgemeinen Form aus- 
gesprochen. 
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ausschneiden (Q = 2p — 2 — R), so gehirt die Gruppe Gp einer oo” - 
Schaar gf an, fiir welche r= R—p+1+q—=—p—1—Q+4 
ist, indem durch jede Gruppe [{ der Schaar y noch eine oo’ - 
Schaar von adjungirten Curven (n — 3). Ordnung hindurchgeht, welche 


gf ausschnerdet. 


Dies Corollar folgt unmittelbar aus dem vorstehenden Satze. Das- 
selbe ist insofern weniger allgemein, wie dieser, als es nur von Punkt- 
gruppen handelt, die von Curven (m — 3). Ordnung ausgeschnitten 
werden. Freilich folgt aus § 4., dass dies die allgemeinsten Special- 
gruppen sind. Man kann indess auf diese Erkenntniss, wie iiberhaupt 
auf den Inhalt der §§ 4. und 5, verzichten und doch das vorstehende 


Corollar allgemein beweisen. 


Man fiige nimlich zu der Gruppe G, eine andere G,4; von q+ 1 
beliebigen Punkten und bilde daraus die Gruppe Gg4,41. Alsdann 
kann man eine mindestens r-fach unendliche Schaar von Gruppen 
[+p (es ist r+ p= R-+ q+ 1) finden, welche Gps,41 corresidual 
ist. Denn man lege durch diese Gruppe eine adjungirte Curve C (von 
geniigend hoher Ordnung), und durch deren iibrige Schnittpunkte und 
r willkiihrliche Punkte eine andere adjungirte C’ derselben Ordnung; 
so ist (§ 3.) die Gruppe [, der p noch iibrigen Schnittpunkte unmit- 
telbar [oder doch, in besonderen Fiillen, nach willkiihrlicher Annahme 
einer Anzahl, etwa von 2, weiteren Punkten] vollstiindig bestimmt, 
und bilden mit jenen r zusammen eine Gruppe Fr, [in jenen Fallen 
eine Gruppe [¢*+”)). Man kann nun zeigen, dass unter obigen Vor- 
aussetzungen die Gruppe G,41, welche ein Bestandtheil von Gr4441 
ist, ein soleher auch von [, und somit von [,4, ist. Alsdann bilden 
aber die iibrigen + + p— (q+ 1) =F Punkte von [,4, noch eine 
r-fach [(r + 2)-fach] unendliche Schaar, welche der Gruppe Gz cor- 
residual ist, und von einer cc” [oo”+-]| Schaar von adjungirten Curveu 


(nm 





3). Ordnung ausgeschnitten wird. — Dass aber auch in jedem 


besonderen Fall 2 = 0 sein muss, erkennt man, indem man noch die 
? > 
obigen Betrachtungen auf die erhaltenen Gruppen ["+”) anwendet, 
von denen man denn zu einer mindestens co?+*-Schaar gelangt, welche 
aber mit der oo?-Schaar y{?), von der wir oben ausgingen, tiberein- 
stimmen muss. Man schliesst so 7 = 0. 
Es muss nech bewiesen werden, dass die Gruppe G,+; ein Be- 
standtheil von [, ist [wie man auch jene x Punkte angenommen hat}. 
Nach dem Restsatz ist die Wahl der Curve C ohne Kinfluss auf 
die Lage der p Punkte [, [machdem die z Punkte fest angenommen 
P 8 
sind], es geniigt somit, fiir eine specielle Schnittcurve nachzuweisen, 
dass ein beliebiger Punkt x von G,1; in [, auftritt; was von diesem 
a+ P ’ 


gilt, gilt von allen g +1. 


Liisst man 


gehenden beliebigen Geraden und einer durch die iibrigen q Punkte 


aber C aus einer durch 2 
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von G,4, und durch Gp gehenden adjungirten Curve (» — 3). Ordnung 
bestehn (letztere ist nach Voraussetzung construirbar), so enthalt auch 
die an die Stelle der obigen Curve (n — 2). Ordnung C” tretende Curve 
diese Gerade, und somit den Punkt z als Bestandtheil (wihrend die 
uu C’ gehérige Curve (n — 3). Ordnung durch die r + a willkthr- 
lichen Punkte anderweitig bestimmt ist). Der Punkt x ist somit ein 
Bestandtheil der Gruppe [,. Q. e. d. 

Die Gleichungen des Riemaun-Roch’schen Satzes lassen sich 
in folgende iibersichtliche Gestalt bringen: 


O+ R= 2p—2; 

Q— R=2q—2r. 
Zu jedem Werthepaar Q, q, welches der Bedingung geniigt, einer 
Special-Punktgruppe der erwihnten Art zuzugehdren, lisst sich dem- 
nach nur ein Werthepaar R, r der entsprechenden Schaar G! be- 
stimmen. 

Selbstverstiindlich sind indess nur solche Special-Schaaren Gi, 
G) in dieser Weise eindeutig einander zugeordnet, fiir welche zwi- 
schen den @, bez. A Punkten der einzelnen Gruppen keine weiteren 
Bedingungen bestehen, als die, dass sie einer gegebenen unter ihnen 
corresidual sind, mit anderen Worten: solche Schaaren, welche alle 
Gruppen umfassen, die einer unter ihnen corresidual sind. 


§ 6. 
Die eindeutigen Transformationen. 


Die im Vorstehenden entwickelten Sitze iiber Punktgruppen ge- 
winnen ein weiteres Interesse durch das Verhalten der Punktgrup- 
pen bei der Ueberfiihrung der gegebenen Curve in eine andere, 
welche ihr eindeutig und Punkt fiir Punkt (wie der Curve die Evolute) 
entspricht. 

Hat man die Gleichung einer algebraischen Curve in homogenen 
Coordinaten: f(«#,%,2,) = oder kiirzer f(#) = 0 gegeben, so kann 
man die Coordinater eines Punktes y einer neuen Curve mit denen 
eines Punktes x der gegebenen in Beziehung setzen durch die Re- 
lationen : 


(1) Yi Yo? Ys = O, (x) : O(a) : O, (x), 

wo die © (x) ganze homogene Functionen der Coordinaten des Punktes 
«# sind. Eliminirt man dann mit Hilfe der Gleichung: 

(2) -f@)=0 

die Coordinaten x, so gelangt man zu der Gleichung einer Curve 


(3) F (y) =0, 
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welche der gegebenen eindeutig entspricht, sofern nicht zwischen den 
Coefficienten der © und der Gleichung f= 0 solche Relationen be- 
stehen, dass die eindeutige Darstellung der Verhiiltnisse 2, : 2, : x, 
durch die y aus den Gleichungen (1), (2) unméglich wird. Wir wer- 
den unten ein Beispiel dieses Ausnahmefalls, von dem wir zuniichst 
abstrahiren, kennen lernen. 

Den beweglichen Schnittpunkten der oo?-Curvenschaar: 


«,0, + «,0, + «,0, = 0 
entsprechen alsdann die Schnittpunkte der Geraden 


CY HF My Yo + H3Y3 = 0 
mit F’(y) ==, deren Grad somit gleich der Anzahl jener beweglichen 
Punkte der Schaar ist. Setzt man in (3) die aus (1) sich ergebenden 
Werthe der y ein, so muss wiederum (2) bis auf einen Factor zum 
Vorschein kommen, wenn Eindeutigkeit stattfindet, man hat also: 


F (Q(z) = M-f(e). 
Wird auf der Curve F'(y) = 0 durch eine Schaar von livearen (adjan- 
girten) Curven: 


Day) = a, (y) + ay, (y) + + +p 419,41(y) = 9 
eine Schaar g{ von Gruppen ausgeschnitten, und transformirt man 
jene Schaar mit Hilfe der Gleichungen (1) in: 


XaP(O(x)) = 0, 


so besitzt diese, somit auch die transformirte Schaar von Punktgruppen, 
dieselbe Mannigfaltigkeit wie jene; zugleich muss die Anzahl der be- 
weglichen Punkte fiir beide Schaaren iibereinstimmen, wie gleichfalls 
aus dem Begriff der eindeutigen Transformation folgt, und man kann 
demnach sagen, dass bei eindeutiger Transformation ciner Curve f cine 
lineare o01- Schaar g auf f von @ beweglichen Punkten in eine eben- 
solche y auf F iibergeht. 

Kin bemerkenswerthes Verhalten bei cindeutiger Transformation 
von f zeigen die adjungirten Curven (w — 3). Ordnung. Punktgruppen, 
welche von diesen Curven auf f= 0 ausgeschniften werden, gehen in 
solehe iiber, welche aus der transformirten Curve J’ (wenn diese vom 
Grad N ist) von adjungirten Curven (N — 3). Ordnung ausgeschnitten 
werden, oder, wie man sagen kann: 

Die Anzahl p der verschiedenen linear von cinander unabhingigen 
Curven (n — 3). Ordnung, die zu einer gegebenen Curve n. Ordnung 
gehoren (eine Zahl, die wir als ,,Geschlecht dieser Curve bezeichnet 
haben), ist fiir alle durch cindeutige Transformation auseinander her- 
leitbaren Curven dieselbe. 


Sei p das Geschlecht von f, P das von F. Wire uun P > p, 
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so liesse sich zu einer Gruppe Gp von P auf f = 0 beliebig angenom- 
menen Punkten immer eine corresiduale mindestens oo”? - Schaar finden 
(vgl. § 3.), welcher nach Obigem auf /’ =O eine ebensolche ent- 
spriche. Fiir diese wiire fiir P > p zugleich die Bedingung erfiillt, 
dass die Mannigfaltigkeit der Schaar > P— P+-1, also > 1 ist, so dass 
sich (§ 3.) dieselbe durch adjungirte Curven (N — 3). Ordnung aus- 
schneiden liesse. Kine solche Curve besitzt aber nur P — 1 Bestim- 
mungsstiicke (§ 4.), und es wiire demnach unmdglich, mehr als P—1 
Punkte einer der corresidualen Gruppen, also mehr als P — 1 Punkte 
von Gp anzunehmen, wiihrend wir P willkiirlich angenommen haben. 

Somit liegt in der Annahme P > p ein Widerspruch. Von der 
umgekehrten Annahme p > FP liisst sich das niimliche auf demselben 
Wege nachweisen, es bleibt also nur P = p*). 

Der hiermit bewiesene fundamentale Satz von der Erhaltung des 
Geschlechtes einer Curve bei eindeutiger Transformation liisst den in- 
varianten Charakter der adjungirten Curven (x — 3). Ordnung deutlich 
hervortreten und auf einen engen Zusammenhang dieser Curven mit 
den Invarianten bei eindeutiger Transformation schliessen. Wir wer- 
den weiter unten noch hiervon zu sprechen haben. 

Man iiberzeugt sich iibrigens leicht davon, dass die p linear un- 
abhiingigen Curven (» — 3). Ordnung ausser in den singuliren Punkten 
auf f keinen Allen gemeinsamen Punkt besitzen. Denn wiire dies der 
Fall, so bildeten die iibrigen 2 »p — 3 Schnittpunkte eine Schaar von 
Gruppen G{?—?, deren jede nach dem Riemann-Roch’schen Satz 
die Basispunkte einer (s. d. Corollar): (g~—1)— (2 p—3)+(p—1)=1- 
fach unendlichen Schaar von adjungirten Curven (x — 3). Ordnung 
liefern kénnte, was der Annahme, dass auch der (2p — 2). Punkt 
fest ist, widerspriiche. 

Sind die Gleichungen von p linear unabhiingigen der Curve 
I’ (y) =0 adjungirten Curven (N — 3). Ordnung, in beliebiger Aus- 
wahl: 

,(y) = 0, O(y) =0--- O(y) =9, 


ebenso die von ebensolchen (x — 3). Ordnung, welche f(a) = 0 ad- 


jungirt sind: 


*) Kin gleichfalls die invarianten Eigenschaften der Curven (nm — 3), Ordnung 
henutzender Beweis dieses Satzes griindet sich auf den Nachweis der Identitiit: 
D(x) + 0(O(«)) = M- (x) + C+ f(a), 
wo p(x) = 0 eine zu f(x) = 0, O(y) =0 eine au F'(y) = 0 adjungirte Curve ist, 
D(a) die Functionaldeterminante . der Transformationsausdriicke O(@) nach den 
Coordinaten x; M der oben ebenso bezeichnete Factor von f(a) ist (vgl. Clebsch 


und Gordan, Abel’sche Functionen § 14, (8. 52) und Néther, Math, Annalen IL, 
8. 314 und VL., S. 351. 
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9i(z)=90, (4) =90,--- oe) =0, 
so kann man, wenn f und F sich eindeutig entsprechen, immer die 
unbestimmten Factoren « so bestimmen, dass man hat: 


"wo 

koei1,2,---p. 
Von diesen Gleichungen kénnen je zwei die Transformationsgleichun- 
gen (1) ersetzen, was von Bedeutung ist, wenn es sich z. B. darum 
handelt, zu untersuchen, ob zwei gegeben vorliegende Curvengleichungen 
eindeutig in einander transformirbar sind. 

Die durch adjungirte Curven (n — 3). Ordnung ausgeschnittenen 
Gruppen G® haben (§ 5.) die Kigenschaft, dass fiir einen gegebenen 
Werth von q die Zahl Q méglichst klein wird. 

Handelt es sich also darum, die Formeln (1) so zu bestimmen, 
dass, fiir q 2, Q, d. h. der Grad der transformirten Curve, ein még- 
lichst niedriger wird, so hat man adjungirte Curven (x — 3). Ordnung 
an Stelle der © zu setzen. Wir werden weiter unten die niiheren Be- 
dingungen angeben, denen diese Curven dann noch zu unterwerfen 
sind, wolle: aber hier eines Ausnahmefalles gedenken, fiir welchen 
eine eindewige Transformation durch adjungirte Curven (n — 3). Ord- 
nung unmdglich wird. 

Wenn niamlich auf der Curve f je zwei Punkte einander derart 
zugeordnet sind, dass (wie dies z. B. bei Curven 4. Ordnung mit einem 
Doppelpunkt der Fall ist) alle adjungirten Curven (n — 3). Ordnung, 
welche durch einen beliebigen Pankt gehn, damit von selbst durch 
einen oder mehrere diesem zugeordnete Punkte gehen, so wird die 
eindeutige Umkehrung der Formeln (1) auch mit Hilfe von f in der 
Weise unmdglich, dass sich die Variabeln x durch die y nicht mehr 
rational, sondern nur noch mit Hilfe von Wurzelzeichen (oder iiber- 
haupt Irrationalititen) ausdriicken lassen, und das Entsprechen hért 
auf eindeutig zu sein. 

Man iiberzeugt sich indess leicht devon, dass man hdhere Irratio- 
nalitaiten, als Quadratwurzeln (also den Uebergang zu mehr als zwei- 
deutig entsprechenden Curven) vermeiden kann. Denn wenn jedem 
beliebig gegebenen Punkte « auf f etwa i Punkte in der Weise ent- 
sprechen kénnten, dass alle adjungirten Curven durch @ auch dureh 
jene Punkte hindurchgingen, so kénnte man, da eine solche Curve 
p — 1 Bestimmungsstiicke besitzt, (¢ +- 1) (p — 1) Schnittpunkte durch 
Annahme von p— 1 bestimmen, wihrend es doch nur 2(p — 1) 
Schnittpunkte giebt. Daher ist i héchstens = 1. 

In der angegebenen Weise kann also héchstens ein weiterer Punkt 
einer Curve durch eineh gegebenen mit bestimmt sein. Die Curven, 
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fiir welche dies eintritt, sind nun aber keine anderen als die hyper- 
elliptischen. Denn diese sind definirt durch die Bedingung, eine Schaar 
g, zu besitzen. Die beiden Punkte einer einzelnen Gruppe g, sind 
dann nach dem Riemann-Roch’schen Satz die Basispunkte von 
oo”—* adjungirten Curven (m — 3). Ordnung, d.* h. jede durch einen 
heliebigen Punkt von f= 0 gelegte adjungirte Curve (n—-3). Ordnung 
geht noch durch einen zweiten, durch den ersten eindeutig bestimmten 
Punkt. Siimmtliche adjungirte Curven (n — 3). Ordnung schneiden f 
also in Punktepaaren, von welchen es eine oo'-Schaar giebt. Soll 
nun die Transformation einer hyperelliptischen Curve f = 0 eine eindeu- 
tige sein, so muss man demnach adjungirte Curven von mindestens der 
(n — 2). Ordnung an Stelle der 3 Ausdriicke 0 = 0 setzen. Legt man 
denselben noch die Bedingung auf, durch » + p —- 4 feste Punkte von 
f=0O wu gehen, so sind noch 2 Bestimmungsstiicke derselben will- 
kiihrlich, durch welche dann noch p+ 2 weitere Schnittpunkte be- 
stimmt sind. Die Ordnung der transformirten Curve ist demnach 
= p-+ 2, und zwar besitzt die letztere einen p-fachen Punkt, wie der 
Restsatz ergiebt. Alle Curven vom Geschlecht p, mit Ausnahme der 
hyperelliptischen, kénnen iihnlich durch adjungirte Transformations- 
curven Q@ =O von der (n — 3). Ordnung mit p— 3 gemeinsamen 
Basispunkten, die indess beliebig auf / angenommen sein kénnen, auf 
eine Curve (p+ 1). Ordnung mit $p(p— 3) Doppelpunkten trans- 
formirt werden. 


§ 7. 


Beriicksichtigung der singuliren Punkte. 


Wir haben bisher beziiglich der Singularititen der Curve f die 
Voraussetzung gemacht, dass die einzelnen Zweige vielfacher Punkte 
getrennt seien. 

In diesem § wollen wir zeigen, wie man durch eine von N 6ther*) 
angegebene Methode in den Stand gesetzt wird, diese Beschrinkung 
aufzuheben. 

Wendet man auf eine Curve /, die einen singuliren Punkt in P 
hesitzt, eine beliebige eindeutige Transformation an, fiir welche P ein 
gemeinsamer Punkt der 3 Transformationscurven © ist, so entsprechen 
dem j-fachen Punkt von /, der in P fallen mag, j Punkte der trans- 
formirten Curve J’, welche getrennt liegen, wenn die j Zweige von 
P getrennte Tangenten besitzen. Wir wollen der Einfachheit halber an- 
nehmen, der Punkt P liege in dem Eckpunkte des Coordinatendreiecks 
2,=0, 2,0, und die angewandte Transformation sei die quadratische: 





*) Gott. Nachrichten 1871, 8. 217. 
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Vr > Yo 2 Ys — ByXy 2 HyM, 2%, Xq- 
Dann entspricht dem Punkt 7, = 2, = 0 das Werthsystem: 
Ww eo = dx. , 


—_- Ys = 0 . 


Yo 0 «. dz,’ 
Den j Zweigen in P entsprechen somit die j Punkte = oat auf der 
Geraden y, =. Fallen zwei oder mehrere T'angenten in P zusam- 
men (also in Riickkehrpunkten), so beriihrt 7’ die Gerade y, = 0 ein- 
oder mehrfach. 

Weil nun durch das Zusammenriicken zweier oder mehrerer Sehnitt- 
punkte dieser Geraden mit / den F' adjungirten Curven keine Be- 
dingung auferlegt wird, so haben auch die diesen Curven entsprechen- 
den f adjungirten Curven wegen des einfachen Zusammenfallens meh- 
rerer ‘'angenten der Zweige des vielfachen Punktes keinerlei Be- 
dingungen zu geniigen, und in die friihere Definition der Zahl p, der 
adjungirten Curven etc. ist keine Modification aufzunehmen. 

Es kann nun aber weiter vorkommen, dass die Schnittpunkte der 
Geraden y, = 0 mit J’, welche den Zweigen von P entsprechen, sich 
selbst theilweise oder alle wieder zu singuliiren Punkten vereinigen. 
Sie entsprechen alsdann Punkten von derselben Beschaffenheit, welche 
man als in P hereingeriickt sich vorstellen muss, und welche durch 
die Transformation von P selbst und von einander getrennt werden. Die 
Fortsetzung des Transformationsverfahrens lést auch diese entweder in 
einzelne Punkte oder in einfachere Singularitiiten auf. Kin giinzliches 
Auflésen der Singularitiiten der Curve wird aber darum unmdglich, weil 
sich bei der ‘lransformation immer wieder neue vielfache Punkte bilden, 
welche man indess, durch solehe Wahl der Seiten des Transformations- 
dreiecks, dass dieselbhen ausser in den Eckpunkten des Dreiecks keine 
Singularititen der zu transformirenden Curve enthalten, von allen 
uussergewohnlichen Eigenthiimlichkeiten frei erhalten kann. 

Hat man auf diesem Wege die einzelnen vielfachen Punkte, aus 
welchen sich eine héhere Singularitiit P auf / zusammensetzt, erkannt, 
so ist damit die Curve auf eine soleche, wie wir sie in dem Friiheren 
vorausgesetzt haben, zuriickgefiihrt, und es ist nunmehr leicht, das 
Verhalten einer adjungirten Curve in dem Punkt P so zu fixiren, dass 
alle Siitze, die wir oben abgeleitet haben, namentlich also auch der 
Restsatz, noch giltig sind. Wire niimlich in Bezug auf I’ eine 
Curvenschaar durch eime iiquivalente mit Hiilfe des Restsatzes zu er- 
setzen, so hiitte diese zweite Schaar, was die besonderen singuliiren 
Punkte auf y, = 0 betrifft, nur der Bedingung zu geniigen, auch in 
diesen Punkten F adjungirt zu sein. Die quadratische Transformation 
zeigt nun sogleich, dass, wenn es sich darum handelt, in Bezug auf 
f eine Curvenschaar durch eine aquivalente zu ersetzen, das Verhalten 
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dieser zweiten Schaar in dem singuliren vielfachen Punkte ebenfalls 
keiner andern Bedingung unterliegt, als der, ein adj-ngirtes zu sein; 
nimlich dass die zweite Schaar in dem zusammengeriickten vielfachen 
Punkte sich ebenso verhalten muss, als ob die Punkte getrennt ligen. 
Die adjungirte Curve muss also in jedem j-fachen Punkte von / einen 
(j — 1)-fachen Punkt besitzen; wenn noch weiter ein i-facher Punkt 
mit diesem vereinigt liegt, in demselben noch einen (i — 1)-fachen 
Punkt ete. In einem Selbstberiihrungspunkt von / muss demnach die 
adjungirte Curve die gemeinsame Tangente beriihren; ebenso in einem 
Riickkehrpunkt 2. Art, u. s. w. 

Beriicksichtigt man in dieser Weise die einzelnen Bestandtheile 
eines héheren singuliiren Punktes, so behalten der Restsatz und damit 
alle im Vorhergehenden entwickelten Siitze ihre uneingeschrinkte 
Giltigkeit. 


Il. Theil. 


§ 8. 
Begrenzung der nachfolgenden Betrachtungen. 


Die im I. Theil dieses Aufsatzes entwickelten Siitze tiber Punkt- 
gruppen auf einer Curve bedurften ihrer Natur nach keiner besonderen 
Voraussetzungen iiber den Grad der Allgemeinheit der Curve, auf 
welche sich dieselben bezogen. 

Wenn wir in diesem IJ. Theil (mit Ausnahme der geometrischen 
Anwendung des letzten § 18.) zur Aufsuchung der im § 4. definirten 
Special-Punktgruppen auf einer gegebenen Curve / iibergehn, so bedarf 
es einer Unterscheidung zwischen solchen Curven, welche die all- 
gemeinsten ihres Geschlechtes sind und Curven mit speciellen Moduln, 
d. h. Curven, auf welchen Schaaren von Gruppen existiren, die nicht 
auf jeder ihres Geschlechtes ebenfalls vorkommen. Wéahrend diese 
letzteren Schaaren zur Charakterisirung der besonderen Curve von 
vornherein mit gegeben sein miissen, fiihrt die Aufsuchung jener 
Special-Gruppen auf der allgemeinen Curve zu algebraischen Problemen, 
mit denen wir uns insbesondere im Nachfolgenden beschiftigen werden. 

Beispielsweise sind demnach von der folgenden Untersuchung aus- 
geschlossen die im Friiheren schon als ,,hyperelliptische’’ bezeichneten 
Curven, welche Schaaren g,“ besitzen. Ausgeschlossen sind ferner 
alle Curven, deren Ordnungszahl unter einer gewissen von p abhiingi- 
gen Zahl m liegt (wo m spiater bestimmt werden wird), Curven, 
welche eine Schaar g® ,(¢ >) besitzen, die in der allgemeinen Curve 
vom Geschlecht p nicht vorkommt. — Durch eine eindeutige Trans- 


formation kann, wie wir gesehen haben, jede Curve vom Geschlecht 
Mathematische Annalen, VII, 19 
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p, mit Ausnahme der hyperelliptischen, in eine Curve (p + 1). Ord- 
nung mit $p(p — 3) Doppelpunkten transformirt werden. Schliessen 
wir also jene aus, so kénnen wir unsere Betrachtungen auf Curven 
(p + 1). Ordnung vom Geschlecht p, oder vielmehr auf die durch 
beliebige eindeutige Transformation aus ihnen hervorgehenden Curven 
beschriinken. Dabei ist natiirlich nicht ausgeschlossen, dass auch fiir 
Curven mit speciellen Moduln je eine Reihe der Resultate ihre Giltig- 


keit behalte. 
§ 9. 


Das Problem der Special-Gruppen. 


Die algebraische Aufgabe, auf einer gegebenen Curve f=0, ». 
Ordnung mit je «; i-fachen Punkten, die nun eine allgemeine ihres 
Geschlechtes sein soll, Schaaren von Special-Gruppen G{ (fiir r > RK 
—p-+1 und jedenfalls »>0) aufzufinden, fiihrt nach dem Riemann- 
Roch’schen Satze auf die andere zuriick, Gruppen G, zu finden, durch 
die, als Basispunkte genommen, noch oo? adjungirte Curven n — 3. 
Ordnung gelegt werden kénnen, wo 

q=r—(R—p+}) 
ist; und ebenso umgekehrt. Die letztere Aufgabe verallgemeinern wir 
noch zu folgender: 

Gegeben sei eine oo’-Schaar von adjungirten Curven. Man soll 
auf f= 0 R Punkte Gz so bestimmen, dass die durch sie gehenden 
Curven der Schaar noch eine oo?-Schaar bilden. 

Die R Punkte sind demnach durch die Lage von ¢—q unter 
ihnen eindeutig bestimmt. 

Sei die Gleichung der oo‘-Schaar: 


O = a, QD, + A Po oe ec Ml + O41 Pipi = ®. 
Dieselbe erfiillt die R Gleichungen: 
(A) O(a) =0 O(2)—0--.- O(a) —0, 
wo unter 2 (homogene Coordinaten: 2,, #,%, x), v@) ...- a® 
die Punkte der Gruppe G, verstanden sind, fiir welche noch weiter 
die Gleichungen bestehn: f(x)=0.-.-- f(a®)=0. Von jenen 
Gleichungen (A) sind zur Bestimmung der Verhiiltnisse der @ nur 
t — q verwendbar, weil aus je ¢ — q+ 1 Jede cine identische Folge 
der Uebrigen sein soll. Aus dieser letzten Bemerkung folgt aber 
weiter, dass in dem aus den Coefficienten der «; der Gleichungen (A) 
zu bildenden System: 


| (2) G2 (WM) +++ = Pega (a) | 
(B) | P(X) py (2) =~ Megr (a) | 


? 


| P(X) D(H) ~~~ + Dey (2™) || 
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siimmtliche (¢ — q + 1)-gliedrige Determinanten verschwinden. Wie 
bekannt (vgl. Kronecker in Baltzer’s Determinanten, 3. Aufl. 
8. 42) ist hierzu nothwendig, dass z. B. alle Determinanten von der 
Form: 


| Pi(@) — oe) +++ Gr-a(@™) —- pe(a™) 
Pit) pa(@) +++ Gg(@™) — pi(a) 


D1 (2) Gala) «+ qrg(at—0) pi(we—9) |’ 
G1(2) ga(2) ++ Grg(e) — gel) | 


(C) 


wo 
fiir 7 alle Werthe der Reihe ¢—q+1,t—q+2,----t#+1, 
nk 5, ” ” » t—qt+1,t—q+2,---- R 


zu setzen sind, zugleich verschwinden. Aus dem System der so erhal- 
tenen Lésungen sind dann nur noch die iiberfliissigen, welche nicht 
zugleich auch sdimmtliche (t — q + 1)gliedrigen Determinanten des 
Systems (B) befriedigen, auszuscheiden. 

Nun liefert aber das Schema (C) 


qt+1)(h—-t+ 9) 
von einander unabhiingige Gleichungen mit R Unbekannten (die Coor- 


dinaten der R Punkte sind je durch die Gleichungen: f(2) = 0 ver- 
bunden). Von diesen bleiben also willkihrlich: 


R—(q+1)(R-t+9, 


eine Zahl, die jedenfalls nicht negativ sein darf: 
(D) R>(q+1)(R—t+4Q). 


Fiir den Fall, dass die Curven ® = 0 von der (n — 3). Orduung 
sind, fiir welche dann der Riemann-Roch’sche Satz gilt, erhilt man 
noch eine andere Grenze fiir die Méglichkeit des Problems. Wir wollen 
dieselben bestimmen unter der weiteren Voraussetzung, dass ¢t = p — 1 
ist, indem wir hiermit zu der friiher gestellten Aufgabe, Gruppen GY”, 
fiir welche r > R — p + 1 ist, zu finden, zuriickkehren. Die Determi- 
nanten (C) werden in diesem Fall (p — q)-gliedrige, und von den 
R Punkten, welche in den durch das Verschwinden dieser Determinanten 
des Systems (B) gelieferten Gleichungen auftreten, sind noch: 

R-@+))(k+q—p+)) 
willkiihrlich annehmbar. Diese Zahl kann indess nicht beliebig klein 
angenommen werden. Denn wenn jene R Punkte noch einer oo”’-Schaar 
von Gruppen angehdren sollen, so darf die obige Zahl nicht unter r 
herabsinken, wenn das Problem keinén Widerspruch (nicht Null Lé- 
sungen) enthalten soll, oder man hat: 
19* 
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(E) R--(q+1)-r2r, 
und hieraus: 

. r(ir+p+i 
(E) R>tetety, 
oder auch: 

(E”) p=>@+U)r4+). 


Die Differenz der rechten und linken Seite dieser Ungleichungen: 
(F) c=R—(q4+r—r=R 4) —r +p +) =p — G4 D+) 
kann nunmehr beliebig auf Null herabgedriickt werden. Diese Zahl 
t giebt (vgl. § 2., wo r dieselbe Bedentung hat) die Anzahl derjeni- 
gen noch willkiihrlich annehmbaren Punkte einer Gruppe Gp an, 
welche, nachdem die iibrigen + willkiihrlichen fest angenommen sind, 
aus einem co*-System von co’-Schaaren, die alle den gegebenen Bedingun- 
gen geniigen, eine endliche Anzahl solcher co”-Schaaren ausscheidet. 
Den Gruppen Gp sind durch den Riemann-Roch’schen Satz 
Gruppen G{ residual zugeordnet in der Weise, dass, wenn FR und r 
der obigen Ungleichung (E’) entsprechend angenommen sind, sich Q 
und g aus den Gleichungen bestimmen: 


Q+ R=2(p—}), 

Yv—R=—2(q —7). 
Jeder Schaar g\” von corresidualen Gruppen G, entspricht somit eine 
ebensolche g{? und umgekehrt, und zwar so, dass jede Gruppe der 
einen Schaar jeder der anderen residual ist. Nun giebt es nach Vor- 
stehendem oo*-Schaaren g{) von Gruppen G”; mithin ebenso viele 
Schaaren g/?), welche einzeln den g entsprechen. Die oo*-Schaaren 
von Gruppen Gp, haben die Eigenschaft, dass keine mit der andern 
eine vollstiindige Gruppe gemein hat (da irgend eine Gruppe die Schaar, 
der sie angehdrt, vollstiindig und eindeutig bestimmt); Aehnliches gilt 
von den Schaaren G{), 

Fiir t= 0 findet man aus den Gileichungen (A), bez. aus dem 
Verschwinden der Determinanten (C), zu + gegebenen Punkten eine 
endliche Anzahl « von Gruppen von je R—r =r (q+ 1) Punkten 
(von denen jede mit den + zusammen eine Gruppe G” bildet), wenn 
man eine Gleichung a" Grades lést, deren Coefficienten noch die 
Coordinaten von  willkiihrlichen Punkten enthalten. Alle méglichen 
Gruppen G\ theilen sich demnach hierbei in «-Schaaren, welche den 
« Wurzeln dieser Gleichung zugeordnet sind, und, von einander vollig 
getrennt, auch nicht durch unendlich kleine Veriinderungen (continuir- 
lich) in einander iibergefiihrt werden kénnen. Den « Schaaren von 
Gruppen G sind alsdann ebensoviele Schaaren von Gruppen G{® auf 
f= 0 als Residuen eindeutig zugeordnet, und umgekehrt. Die Auf- 
suchung dieser Schaaren fiihrt somit auf eine Gleichung desselben 
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Grades wie die der G{; die Anzahl der Lésungen ist fiir beide Pro- . 
bleme gleich gross, und die Liésungen der beiden Gleichungen gehen 
eindeutig aus einander hervor, wenn gleich die Probleme vom alge- 
braischen Standpunkte als vdllig verschiedene erscheinen. 

Ist dagegen t von Null verschieden, so findet ein derartiges Ent- 
sprechen zweier bestimmter Probleme nicht mehr statt. Denn existirt 
auch eine endliche Anzahl von Gruppen G{ zu + +17 gegebenen 
Punkten, so fiihren diese durch den Riemann-Roch’schen Satz auf 
Guages Gi, welche zwar q, aber keine g + t Punkte gemeinsam 
haben konnen. Nimmt man demnach g +1 Punkte beliebig an, und 
sucht zu diesen die Gruppen G{, so sind sie zwar in endlicher, aber 
von jener Zahl verschiedener Anzahl vorhanden. Wohl aber existiren, 
wie oben bemerkt, zu gegebenen + Punkten oot-Lésungen fiir die Be- 
stimmung von Gruppen G, welchen zu beliebig gegebenen gq Punkten 
oot-Liésungen fiir die Bestimmung von Gruppen G{ eindeutig ent- 
sprechen. 

§ 10. 
Grenzfalle. 


Die Gleichung (E) des vorigen §. giebt die Minimalwerthe der 
Zahl R von Punkten an, fiir welche eine Special-Gruppe G® bei ge- 
gebenem r+ auf der Curve f= 0 bestehen kann. Wir ordnen, der 
Uebersichtlichkeit halber, diese Zahlen in einer Tabelle an, indem wir 
die zugehérigen Werthe von q und ¢ fiir die Residualgruppen hinzu- 
fiigen. Die letzte Colonne enthilt noch die Zahl rt der Mannigfaltig- 
keit der Doppelschaar von Gruppen G{”, G&® (vgl. den vorstehenden 
§.). Sollen ganze Zahlen fiir R u. s. w. zum Vorschein kommen, so 
muss man auf die Gestalt der Zahl p Riicksicht nehmen. 7 sei eine 
ganze positive Zahl. 





Minimal- . Zugehériger Werth von 


fir p=} r werth von — as ae 
h..Srine ay | Q- 
ie t ipoatt a—1 pta—3t ‘ 
moa | 1 
5 0 
isl p—a+2| x—1 |p+ax—4 1 
—— | | i? 
: ) oem a , ts — “4 

ai i wre ~ ji 1 
da +2 (3 ‘_p—x4+3| a—l p+a—5 | 2 
4a+3i\J) | | 3 


A, Biate ete, 


+9 ia tack 
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So existiren z. B. auf einer Curve 5. Ordnung mit 2 Doppel- 
punkten (p = 4) zwei von einander verschiedene oo'-Schaaren von 
Gruppen G,, ausgeschnitten von den Geradenbiischeln durch je einen 
der Doppelpunkte. Sind auch diese beiden Geradenschaaren durch die 
Gerade, welche beide Doppelpunkte verbindet, stetig in einander tiber- 
fiihrbar, so ist dies doch mit den durch sie ausgeschnittenen Gruppen 
keineswegs der Fall. — Die beiden Schaaren lassen sich iibrigens zu- 
gleich als durch den Riemann-Roch’schen Satz einander zugeordnete 
Schaaren aufzufassen. Denn sie gehdren einer oo?-Schaar von Kegel- 
schnitten an, welche durch die beiden Doppelpunkte und einen belic- 
bigen weiteren Punkt der Curve 5. Ordnung gelegt werden kann. 
Auf der Curve 6. Ordnung C, mit 5 Doppelpunkten a, - - - - a, 
existiren zu 2 willkihrlichen Punkten der Curve 5 Special-Gruppen @,". 
Denn transformirt man die Curve mittelst der oo? Curven 3. Guhene, 
welche durch die a und die 2 Punkte } gelegt werden kénnen, so er- 
halt man wieder eine Curve 6. Ordnung, die 5 Deppslpeakte haben 
muss, und deren auf der Curve C, entsprechende Punktepaare bilden 
mit b,b, zusammen die Basispunkte fiir Curven 3, Ordnung, die C, in 
Schaaren g,"" schneiden. Man erhalt auf C, im Ganzen oo! Systeme 
von Schaaren g,”. Eine derselben besteht z. B. aus den Gruppen, 
welche von dem durch a, gehenden Geradenbiischel ausgeschnitten 
werden; die Residualschaar derselben sind die Gruppen G,, welche 
von dem durch a,a,a,a, gehenden Kegelschnittbiischel ausgeschnitten 
werden. 
§ ll. 


Ueber die Lésung des Problems der Special-Gruppen. 


Wir haben oben (§ 9.) das Problem der Special-Punktgruppen in 
algebraischer Form aufgestellt, ohne weiter zu untersuchen — abge- 
sehen von der in Formel (E) desselben § aufgestellten Bedingung — 
ob auch die angegebenen Gleichungen (mit ebensovielen Unbekannten), 
auf welche das Problem fiihrt, keinen Widerspruch enthalten, oder, 
auf der anderen Seite, ob dieselben nicht etwa unendlich viele Lé- 
sungen zulassen. Auch die letztere Méglichkeit, welche der Zahl r 
einen anderen Werth ertheilen wiirde, als wir oben (§ 9.) festgestellt, 
muss, wenn die spiiteren Anwendungen zulissig sein sollen, aus- 
geschlossen sein. 

Man hat nun aber zweierlei Wege, um die Widerspruchslosigkeit 
und die Endlichkeit der Anzahl von Lésungen eines algebraischen 
Problems festzustellen: entweder, indem man aus der Discussion der 
Gleichungen selbst den numerischen Ausdruck fiir die Anzahl der Lé- 
sungen ableitet, oder indem man an dem durch irgend welche beson- 
dere Annahme der Constanten specialisirten Problem, bei welchem 
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man sich von der Existenz von Lésungen direct iiberzeugen kann, 
nachweist, dass dasselbe nicht unendlich viele Lésungen besitzt. Denn 
wenn durch Specialisirung der Constanten eine etwa vorhandene Func- 
tionalbedingung zwischen den Gleichungen (vermége deren im all- 
gemeinen Problem keine Lésungen vorhanden sind) identisch erfiillt 
wird, so wird die Anzahl der Gleichungen vermindert und die der 
Lésungen somit unendlich. 


Durch die Formel (E, § 9.): 
R—rq+l)>r 


haben wir bereits alle diejenigen Probleme als unméglich ausgeschlos- 
sen, bei welchen die beiden Ungleichungen: 


[A] r>R—r(qt)>0 


zugleich erfiillt sind, Probleme, fiir welche nach dem Riemann- 
Roch’schen Satz sich im Voraus erkennen liess, dass sie unendlich 
viele Lésungen besitzen miissen, wenn sie cine haben, die also im All- 
gemeinen Null Lésungen besitzen. 


Was nun zuniichst die Anwendung der ersten der oben erwahnten 
Methoden auf unser Problem angeht, so scheinen die Schwierigkeiten, 
die sich der allgemeinen Discussion des Gleichungssystems, auf welches 
das angegebene Problem fiihri, entgegenstellen, dermalen noch uniiber- 
windlich. Diese Discussion und die Aufstellung der Anzahl der Lé- 
sungen ist bisher nur fiir einige der hierher gehérigen Probleme mog- 
lich gewesen*), jedoch in der Weise, dass sich aus den erhaltenen 
Formeln auf die fiir eine wichtige Classe der obigen Probleme be- 
stehende allgemeine Formel schliessen lisst. 

Diese Formeln beziehen sich auf den Fall der Special-Gruppen 
GF, fiir den das Problem als solches auch von Clebsch und Gordan 
(Abel’sche Functionen § 61.) schon algebraisch formulirt worden 
war; und zwar handelt es sich um Gruppen Gz, durch die noch” 
oo? = oo” —* adjungirte Curven gehn. Jene Formeln umfassen somit 
den von Riemann (Abel’sche Functionen § 5.) betrachteten Fall (r= 1 
der Tabelle), in welchem R zugleich méglichst klein, nimlich =4(p-+ 2), 
bez. = 4(p+3) wird, wiihrend q bez. =4(p—2) und =4(p—3) wird. 


Bezeichnet man die Anzahl der Lésungen, welche die R-gliedrigen 
Determinanten eines Systems von der Form (B, § %.), das aus R 
Horizontalreihen und (2 + 7) Verticalreihen (¢ > 0) besteht, siimmtlich 


*) 8. Brill, Math. Annalen, Bd. V1. S. 61 ff. (Kinen in der Formel fiir (7), 
(S. 63) befindlichen Fehler verbessere man nach dem Druckfehler-Verzeichniss des 
VI. Bandes.) 
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zum Verschwinden bringen (wobei die Punkte x® immer auf f= 0 zu 
liegen haben), mit (7? + 2), ist ferner M die Anzahl der nicht allen 
Curven g = 0 gemeinsamen Schnittpunkte einer derselben mit f (fiir 
den erwihnten Fall eines Minimalwerthes von R ist im System (B) 
t=—p—l1, oder i=p— R=q wu setzen, sowie M = 2p — 2), ist 
endlich : 
k=M—R-+1, (fiir jenen Fall = 2p —1—R=@+1) 
und: 
e )= st. foes, 
m 


so hat man fiir die Anzahl der gemeinsamen Loésungen: 
B) R+ii—(C 5 )-MGIV+QG2)--- 
“4 (—1) 1)? (7): (‘ 4 ). - + +(igerade) 


* (—1)? ‘ r PA - ++ +(dungerade). 


_ Die directe Ableitung dieser Formel sei fiir eine andere Gelegen- 
heit vorbehalten, indem es hier geniigen mége, darauf hinzuweisen, 
dass a. a. QO. bereits ein strenger Beweis derselben fiir die Fille 
i==0,1,2,3 gegeben worden ist. Wir wollen jedoch hervorheben, 
dass sich eine leicht ausfiihrbare Verification dieser Formel [|B] aus der 
Bemerkung ergiebt, dass fiir den (in der Tabelle des § 10. nicht mehr 
enthaltenen) Fall: » ungerade und: 


i ° »— 1 2p—3 
ran l, R= et ? i=q=t_, k= r=, 


die Zahl der Lésungen CR + i)x Null sein muss, weil fiir diesen Fall, 
welches auch der Werth von p sein mag, die beiden obigen Unglei- 
chungen [ A} 

r>h—r(q+1)>9 
erfiillt sind. In der That erhilt man Null, wie man leicht erkennt, 
wenn man die Formel, welche fiir diesen Fall aus [B] hervorgeht, 
durchaus in i anschreibt, und dann, vom ersten Glied anfangend, addirt. 
Die Summe der 4 + 1 ersten Glieder der rechten Seite lisst sich nim- 
lich alsdann durch die Forme! darstellen: 
(BY) C(, eis (¢ areried 2 
wie man durch einen Schluss von 4 auf 4+ 1 beweist. Dieser Aus- 


druck wird aber = 0 fiir 4 = +5 und 4 =~ (fiir welche Werthe 





der zweite Klammerausdruck in BY bez. den Werth 1 und 2% erhiilt), 


d. h. wenn man die Summe (fiir ungerade, bez. gerade i) bis zum 
letzten Glied erstreckt. Q. e. d. 
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Mit der Formel [B.] ist nun die Frage sowohl nach der Méglich- 
keit, wie nach der Bestimmtheit des Problems fiir r= 1 und p> 1 
erledigt, indem dann der Ausdruck (2 + 7)p eine positive, ganze Zahl 
ergiebt, sofern nur die Constanten, die in den Gleichungen auftreten, 
allgemeine Werthe besitzen. 

In gleicher Weise ist durch Vermittlung des Riemann-Roch’- 
schen Satzes die Existenz der residualen Punktgruppen ee 7 ine 
besondere auch der Maximalgruppen, durch welche noch eine einfach 
unendliche Schaar von adjungirten Curven (n — 3). Ordnung méglich 
ist, und fiir die @ = } (3 p — 6), bez. } (8 p — 7) und q = 4} (p — 2), 
bez. = 4 (p — 3) ist, erwiesen, was durch directe Inangriffnahme des 
betr. algebraischen Problems ungleich schwieriger gewesen wire. 

Der zweite im Friiheren erwihnte Weg, um die Méglichkeit der 
auftretenden algebraischen Probleme zu erkennen, niimlich der der Un- 
tersuchung der Curve unter Voraussetzung einer Lésung des Problems, 
fiihrt in vielen einzelnen Fiillen zum Ziel, ohne dass sich deshalb eine 
zusammenfassende Methode angeben liesse. Wir erwihnen hier nur 
der Bestimmung der Gruppen G@) fiir p == 6, die, an der Curve 6. 
Ordnung mit 4 Doppelpunkten ausgefiihrt, auf die Zahl 5 der Losungen 
sogleich fiihrt. 


§ 12. 
Ueber eine indirecte Bestimmungsweise der Minimal-Gruppen G*. 


Wenn eine Special-Gruppe G'? aus der kleinsten Anzahl R=4(p-+-2), 
bez. § (p+ 3), von Punkten besteht, welche nach der Tabelle des 
§ 10. noch fiir r = 1 zulissig ist, so kann man das Problem, die An- 
zahl « der zu 1 gegebenen Punkte méglichen Gruppen Gz zu finden, 
auf ein anderes zuriickfiihren, welches zuweilen leichter zu lésen ist 
als das erstere, und umgekehrt. 

Sei zuniichst p gerade, also It = 4(p-+ 2). Wir nehmen an, es 
seien 2 verschiedene der « zu cinem gegebenen Punkt construirbaren 
Gruppen Gp gegeben, so gehért die Gruppe Gzx, welche sich aus bei- 
den zusammensetzt, einer co*-Schaar an, welche durch adjungirte Cur- 
ven (n — 3). Ordnung ausgeschnitten werden kann. Denn seien 
p—x gy =0, y—Aw’'=0 die beiden Biischel von adjungirten 
Curven (n — 3). Ordnung, welche bez. die Schaaren, welchen jene bei- 
den Gruppen Gp angehéren, ausschneiden, so wird die Gruppe Ger 
ausgeschnitten von einer Curve der oo*-Schaar: 

u-oytry- oy +o-p¥ +6: y=), 
ist also eine Gruppe GS). Eine solche kann aber nach dem Satze des 
§ 4. durch eine Curve (n — 3). Ordnung ausgeschnitten werden, welche 
in noch p — 4 weiteren Punkten schneidet, die ihrerseits wiederum 
einer oo’-Schaar angehéren, wie sich sofort aus dem Riemann- 
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Roch’schen Satz ergiebt. Zu jedem Paar von Gruppen Gaz, die einem 
Paar von Wurzeln jener Gleichung «. Grades entsprechen, gehért so- 
nach eine einzige Gruppe [,4. Andererseits ordnen sich jeder ein- 
zelnen der « Gruppen Gy die « — 1 iibrigen durch Vermittlung von 
« — 1 Gruppen [,-4 zu. Geht man also von einer einzelnen Gruppe 
Gz aus, und fragt nach denjenigen Gruppen G, 4, welche mit Gp zusam- 
men die Basispunkte einer oo'-Schaar von adjungirten Curven (n — 3). 
Ordnung bilden, so muss man zu jenen « — 1 Gruppen [,_4 gelangen. 
Dass aber diese Aufgabe andererseits auch in der algebraischen Form, 
in welche dieselbe nach § 9. gebracht werden kann, eine vollig be- 
stimmte und endliche ist, geht daraus hervor, dass die fiir diesen Fall 
in Betracht kommende Ungleichung (D) des § 9. (in welcher i= p—4, 
q=1, t=4(p —2) zu setzen ist) erfiillt ist. Das Problem, die 
Gruppen [4 zu einer gegebenen Gruppe Gp, zu finden, enthdlt somit 
cine Lisung weniger, als das Problem, die Gruppen Gp selbst zu finden. 
Diese Bemerkung kann in vielen Fiillen fiir die indirecte Bestimmung 
der Anzahl der Lésungen des einen oder des anderen Problems von 
Nutzen sein; und es ist interessant, dass auch die Gleichung (« — 1). 
Grades, welche nach Ausscheidung eines Factors iibrig bleibt, noch 
diese geometrische Deutung zuliisst. 

Aehnliche Betrachtungen lassen sich fiir ungerade p anstellen. 
Dort existirt zu jeder Gruppe Gp noch eine endliche Anzahl von Grup- 
pen [,—5 von p — 5 Punkten, die mit Gz zusammen die Basispunkte 
emer oo'-Schaar von adjungirten Curven (n — 3). Ordnung ‘bilden, 
welche noch in weiteren Gruppen Gz schneiden. Durch eine cinzelne 
Gruppe [,—5 geht eine oc‘-Schaar von adjungirten Curven (m — 3). 
Ordnung, die f in Punktgruppen schneider, unter welchen die von 
(p — xq’) (W — Aw’) = 0 ausgeschnittenen enthalten sind. Es giebt 
aber cc* solcher Gruppen [,_;, die einander nicht corresidual sind. 

§ 13. 
Normalcurven. 

Die im § 11. (am Ende) erwihnten Maximal-Punktgruppen 
— 
auf eine Normalform benutzt hat: eine Curve (p + 2). Ordnung (bez. 
(p + 3). Ordnung) mit zwei § (p+ 2)- (bez. } (p + 3)-)fachen Punk- 
ten und noch }{ p (p — 4) (bez 4 (yp —1)*) Doppelpunkten. Die 
Punkte einer solehen Gruppe sind niimlich die Basispunkte eines Bii- 
schels von adjungirten Curven (x — 3). Ordnung, welches in der Mi- 
nimalzahl R = 4(p + 2) (bez. $(p + 3)) von beweglichen Punkten 
die Curve f schneidet. Seien p — xm’ = 0, » — Aw’ = 0 zwei solche 
Biischel, deren Basispunkte jedoch nicht corresidual sein diirfen. Diese 
Gleichungen, mit f= verbunden, ergeben in den neuen Coordinaten 


sind es, welche Riemann zur Transformation der Curve / 











> 
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x, A die Riemann’sche Normalecurve, deren vielfache Punkte in x = 00 
Xe 


. . . x 
und 4 = oo liegen. Man kann indess, indem man x =) A== 
3 3 


setzt, die beiden Biischel auch mittelst: 
My iX,i%,iX%,— HQ ig vip: py, 
wo noch: 
HX — LeU, = O 


ist, zur ‘Transformation von fin eine auf dem Hyperboloid x,7,—«,x7,=0 
gelegene Raumcurve (p + 2). (bez. (p + 3).) Ordnung benutzen (die 
ebenfalls noch wirkliche Doppelpunkte erhilt). Diese Transformatio- 
uen sind eindeutig, d. h, die beiden Biischel p — xg’ = 0, y— Ay’ =0 
haben immer nur je cinen beweglichen Punkt gemein; denn die Ba- 
sispunkte sollen nicht corresidual sein, und man kann immer Curven 
schon direct angeben, bei welchen dann jene Kigenschaft wirklich ein- 
tritt, wie bei der oben genannten Normalcurve selbst, bei denen die 
beiden Geradenbiischel in den vielfachen Punkten dieselbe besitzen. 
(Ausgenommen sind die Fille p= 1 und p= 2.) 

Projicirt man diese Raumeurve von einem ihrer Doppelpunkte aus 
auf eine Ebene, so ergiebt sich eine Normaleurve p. (bez. (p+ 1).) 
Ordnung mit zwei }(p — 2)- (bez. 4 (p — 1)-)fachen Punkten und 
tp (p— 4) — 1 (bez. } (p — 1)? — 1) Doppelpunkten. (Ausgenom- 
men von dieser Transformation ist noch der Fall p = 4.) 

Diese Umformung ist identisch mit einer quadratischen Transfor- 
mation der Riemann’schen Normalform, deren drei Fundamental- 
punkte in die beiden vielfachen Punkte und einen Doppelpunkt der- 
selben gelegt werden. Es ist noch za bemerken (worauf wir spiter 
zuriickkommen werden), dass fiir die Transformation von Curven mit unge- 
radem p in jedem der beiden Biischel noch t= 1 willkiihrliche Punkte zur 
Bestimmung der hetreffenden Schaar vorhanden sind, denen entsprechend 
noch zwei willkiihrlich zu bestimmende Parameter zur Verfiigung stehen. 

Wie der Fall r= 1 der obigen Tabelle zur Transformation von 
f auf eine Curve fiihrt, bei der Geradenbiischel existiren, welche in 
Gruppen von mdglichst wenigen beweglichen Punkten schneiden, so 
dient der Fall r = 2 zur Transformation von f auf eine Curve, bei 
der die oo?-Schaar der Geraden der Ebene in méglichst wenigen Punk- 
ten schneidet, also zur Transformation auf die Normaleurve niedrig- 


ster Ordnung. Man hat zu diesem Zwecke nur die durch eine der 


dort angegebenen Gg gehenden adjungirten Curven (n — 3). Ordnung 
den Geraden der Ebene entsprechen zu lassen. Die Normalcurve wird 
also eine Curve der Ordnung p—2z+2, mit } (p—a-+1) (p—a)—p 
Doppelpunkten, wo p=32, bez. = 32+ 1 und =32x-+ 2 gesetzt ist. 
Diesen 3 Fillen entsprechend hat man zur Wahl der Schaar der Trans- 
formatiouscurven keinen, einen oder zwei Parameter zur Verfiigung. 
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Die allgemeine Formel zur Bestimmung der Anzahl der Schaaren 
(wenn t+ 7 Bestimmungsstiicke gegeben sind), von denen eine hier 
zur Transformation angewendet wird, ist noch nicht aufgestellt. Die 
niedrigsten Fille, insbesondere fiir p — 6, 7, 8, sind indess schon mit- 
telst der obigen Formel ([B] in § 11.) erledigt. Zu beachten ist je- 
doch, dass die Gleichungen, auf welche das Problem fiihrt, von der- 
selben Art sind, wie die im Vorigen betrachteten, dass also die Schwie- 
rigkeit der Abzihlung nur eine formelle ist, und dass eine Formel 
von der Art der [B] offenbar auch hier existiren muss. Da die bis- 
her bekannten Formeln fiir wachsende p rasch steigende Zahlenwerthe 
ergeben, fiir p= 6, 7,8 aber hier schon ganze, steigende Zahlen er- 
halten werden, so diirfen wir annehmen, dass die hier giiltige Formel 
diese Eigenschaft ebenfalls besitzen muss. 

Man kann zufiigen, dass man auch hier durch besondere Betrach- 
tungen an speciellen Curven einzelne dieser Zahlen leicht erhalten 
kann, ie nach dem friiher Gesagten alsdann auch fiir die allgemeinen 
‘alle ihre Geltung behalten. 

Fiir den vorliegenden Fall gilt dasselbe, was wir im Friiheren iiber 
die Verwendbarkeit der betreffenden Schaaren zu cindeutigen Trans- 
formationen bemerkt haben; es lassen sich schon immer zu speciellen 
Curven wirklich existirende Schaaren angeben, welche die zur Trans- 
formation erforderlichen Eigenschaften besitzen, wie z. B. die Geraden 
bei der Normalcurve. 

In ithnlicher Weise kann man die weiteren Curvenschaaren: 
r = 3,4, +--+, welche die Tabelle liefert, zur Transformation von / in 
Normaleurven benutzen, welche in ¢inem Raum von bez. 3, 4, --- 
Dimensionen gelegen sind. So ist also in einem Raum von 3 Dimen- 
sionen die Raumcurve niedrigster Ordnung bei gegebenem p, welche 
einer ebenen Curve mit allgemeinen Moduln (s. den folgenden §) ent- 
spricht, von der Ordnung p — x + 3, wo p=4a, bez. =4a”-+ 1, 
4x-+2, 42+ 3 gesetzt ist. Fiir p42 kann dabei, abgesehen 
von den linearen Transformationen im Raum, die Transformation nur 
wuf eine endliche Anzahl von Arten stattfinden. 


§ 14. 
Die Moduln einer Classe von algebraischen Curven. 
Riemann’s Bestimmungsweise. 
Riemann hat die algebraischen Curven vom Geschlechte p in 
Classen geordnet. In dieselbe Classe gehéren alle diejenigen Curven, 
welche sich eindeutig in einander transformiren, also auch aus irgend 
einer Curve der Classe durch eindeutige Transformation ableiten las- 
sen. Kine Classe eindeutig einander entsprechender Curven hingt von 
einer bestimmten Anzahl von stetig veriinderlichen Parametern ab, 
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die als Moduln dieser Classe bezeichnet werden (Riemann, Abel’sche 
Functionen, Nr. 12 in Bd. 54 des Journ. Crelle- Borchardt). Wenn 
ein genau definirter algebraischer Process*) auf irgend eine der ein- 
deutig in einander transformirbaren Curven der Classe angewendet, 
auf dieselben Werthe einer endlichen Anzahl von Parametern fihrt, 
und umgekehrt durch diese Werthe auch eine solche Classe von Cur- 
ven eindeutig oder doch endlich vieldeutig bestimmt ist, so sind diese 
Parameter als. die Moduln dieser Classe zu betrachten. Dieselben haben 
somit Invarianten-Eigenschaft bei eindeutiger Transformation. Je nach 
der Art der im Voraus zu definirenden algebraischen Operation erhiilt 
man verschiedene Systeme von Gréssen als Moduln. 

Offenbar muss nach dem, was (in § 6.) iiber den Invarianten- 
Charakter der adjungirten Curven (n — 3). Ordnung gesagt worden 
ist, dieser Process sich auf das Verhalten der Curve f zu diesen Cur- 
ven beziehen. Wir werden mehrere solcher Operationen (bei welchen 
es gleichgiiltig ist, von welcher Curve der Classe man ausgeht) nach 
einander anfiihren und zeigen, dass dieselben sdimmtlich auf die Zahl 
3p — 3 von Moduln fiihren. 

Des Zusammenhangs wegen erwiihnen wir zuniichst die bisher in 
dieser Frage angestellten Betrachtungen, und beginnén mit dem Ver- 
fahren Riemann’s. Dasselbe bezieht sich auf das Verhalten von / 
zu einer oo'-Schaar von adjungirten Curven (x — 3). Ordnung, die 
man dureh p — 2 feste Punkte 2,, 2, +--+ %—2 von f gelegt hat. 
Die oo'-Schaar der Gruppen von p weiteren Schnittpunkten hingt von 
p —2 Parametern ab, denn durch Verianderung der Lage auch nur 
eines der p — 2 Punkte # geht die c0'-Schaar in eine andere ihr nicht 
corresiduale, das Biischel also in ein nicht iiquivalentes iiber. In dem 
iischel giebt es 4 p — 2 Curven, welche f beriihren. Denn die Be- 
riihrungspunkte werden durch den Schnitt von f mit der Jacobi’- 
schen Curve (Functionaldeterminante) von /, gy, gy’ (wenn g — Ag’ = 0 
das Biischel ist) bestimmt, einer Curve von der Ordnung 3 » — 9, die 
f in jedem der i-fachen Punkte 3 i (¢ — 1)-punktig, in jedem der 
Punkte 2 2-punktig trifft. Seien 4,, 4,, +--+ dsp—s irgend 4p —5 
von einander unabhiingige Doppelverhiiltnisse der 4 p — 2 Parameter 
4 dieser Curven; dieselben werden zwar von linearen Transformatio- 
nen unabhiingig, aber im Allgemeinen noch Functionen der p — 2 
Punkte w sein. Unter der Voraussetzung nun, dass es p — 2 unter 
ihnen giebt, welche als von einander unabhiingige Functionen der Co- 
ordinaten dieser p — 2 Punkte auftreten, kann man, mittelst Elimi- 
nation dieser Coordinaten, (4 p — 5) — (p — 2) = 3p —3 Funetio- 

*) An sich sind hierbei auch transcendente Operationen (von denen Rie- 


mann ebenfalls Gebrauch macht) zuliissig. Wir sehen jedoch in unseren alge- 
braischen Betrachtungen von denselben ab, 
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nen der Doppelverhiltnisse angeben, welche unabhiingig sind von dem 
speciellen Biischel, das hier benutzt wird. Nimmt man den Rie- 
mann’schen, freilich transcendenten (aber auch leicht direct alge- 
braisch durchfiihrbaren (siehe unten)) Nachweis hinzu, dass sich zu 
beliebigen Werthen der 4; eine endliche*) Zahl von Classen in einander 
transformirbarer Curven finden liisst, so kann man also die 3 p — 3 
Functionen der 4; als Moduln ansehn. 

Wiire die erwiihnte Voraussetzung nicht erfiillt, wiiren also die Coor- 
dinaten der » — 2 Punkte nur in weniger als » — 2 Combinationen in 
den Gleichungen enthalten, so wiirde die Zahl der Moduln 3 p — 3 
iibersteigen. Wie sich diese Zahl in der That in speciellen Fillen 
modificiren kann, zeigt z. B. der Fall der hyperelliptischen Curven. 
Irgend ein Biischel von adjungirten Curven (nm — 3). Ordnung durch 
p—2 Punkte von f geht hierbei noch durch p — 2 weitere feste 
Punkte von f, und in demselben giebt es nur 2 p + 2 Beriihrungs- 
eurven. Da diese simmtlichen Biischel hier weiter iiquivalent sind, 
so sind die 2 »— 1 Doppelverhiiltnisse der Parameter dieser Beriih- 
rungseurven unabhiingig von der Wahl der festen Punkte, und sie 
_ sind die 2p — 1 Moduln der hyperelliptischen Curve. 





§ 15. 
Modification der Riemann’schen Bestimmungsweise der Moduln. 


Riemann hat den algebraischen Beweis der Zahl 3 p — 3 fallen 
gelassen wegen der Schwierigkeit, die oben erwiihnte Voraussetzung 
im allgemeinen Fall direct zu untersuchen. Wir wollen zeigen, dass 
diese Untersuchung in der That und zwar auf mehrfache Weise ge- 
leistet werden kann. 

Wir schreiben der adjungirten Curve (x — 3). Ordnung vor, die 
gegebene Curve f in einem Punkte p-punktig zu treffen**). Diese Auf- 
gabe hat, fiir p> 1, immer eine endliche Anzahl von Liésungen. 
Denn sie kann nie, auch wenn man eine Lésung voraussetzt, wnend- 
lich viele Lésungen zulassen, da es alsdann co” adjungirte Curven 
(n — 3). Ordnung geben miisste. Uebrigens kann die Zahl der Lé- 
sungen selbst*) durch die Formel angegeben werden: 





*) Ist niimlich nur die Lage der Verzweigungspunkte der Riemann’schen 
Fliiche gegeben, so kinnen zwar fiir yede der zugehirigen algebraischen Functio- 
nen diese Punkte als dieselben Blitter verbindend angesehen werden (s. Liiroth, 
Math, Ann. Bd. 1V, 8. 181 und Clebsch ibid. Bd. V1, 8. 216), aber die Art des 
Zusammenhangs der einzelnen Blitter (die Lage der ,, Verzweigungsschuitte“) 
kann immer noch eine wesentlich verschiedene sein. Vgl. Thomae, Borchardt’s 
Journal Bd, 75, S. 224. 

**) Dieser Weg ist vor lingerer Zeit schon von Herrn Weierstrass einge- 
schlagen worden. 

***) Vgl. Jonquiéres, in Borchardt’s Journal Bd, 66, wo indess der vorlie- 
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(p— 1) p (p+ 1). 
Sei nun C,-3 eine der hier gefundenen Curven. Dieselbe trifft f noch 
in p — 2 Punkten, welche wir als Basispunkte 2 der oben bezeichne- 
ten oo'-Schaar annehmen. Unter den 4 p — 2 Beriihrungscurven die- 
ser Schaar fallen jetzt p — 1 in die C,; zusammen. Wir haben da- 
her die p — 2 Basispunkte des Biischels nun so bestimmt, dass von 
den 4 » — 5 Doppelverhiiltnissen der Parameter 4; p — 1 gleiche 
Werthe annehmen. Die 3 p — 3 Parameter, die hier noch die Classe 
bestimmen, sind die Moduln. 

Dass umgekehrt durch die Werthe dieser 3 » — 3 Parameter eine 
Classe endlich bestimmt ist, kann man gleichfalls algebraisch und zwar 
durch die folgenden, einer Schlussweise des Herrn Cayley (in den 
Proceedings of the London Math. Soc. Vol. I. Oct. 1865) nachgebilde- 
ten Betrachtungen zeigen. Die Curve, fiir welche man jene 3 p — 3 
Parameter als bekannt annehmen will,* mége in folgender Weise aus 
f hergeleitet werden: Man transformire f durch eine oo?-Schaar von 
adjungirten Curven (n — 3). Ordnung, die man durch p — 3 der zu- 
letzt bestimmten p — 2 Punkte gehn liisst. Die transformirte Curve 
J’ wird von der (p + 1). Ordnung sein, mit $p(p—3) Doppelpunkten 
und der Eigenthiimlichkeit, dass sie einen Punkt P besitzt, in welehem 
eine Gerade p-punktig beriihrt, eine Eigenschaft, die » — 3 Beziehungen 
zwischen den absoluten Invarianten der Curve darstellt. Die in P 
beriihrende Gerade trifft die Curve /’ noch in einem Punkte P’, wel- 
cher der Scheitel des Geradenbiischels ist, der dem im Vorhergehenden 
gefundenen Biischel von adjungirten Curven (m — 3). Ordnung fiir / 
entspricht. Nun hat diese Curve F, welche den Bedingungen geniigt, 
von der (p+ 1). Orduung zu sein, } p (p — 3) Doppelpunkte zu be- 
sitzen, durch den Punkt P’ hindurchzugehn und die gegebenen 3 p 
Geraden des durch P’ gehenden Biischels, und zwar eine derselben in 
der (p — 1). Ordnung, zu beriihren, noch: 


L(y +1) (p +4) —$p(p—3) — (4p —2)—-1=3 
Constanten. Sei aber /’ =O die Gleichung einer beliebigen Curve, 
welche diesen Bedingungen geniigt, in den homogenen Coordinaten 
X,, %, ©, geschrieben, und seien x, = 0, x, = 0 die Coordinaten des 
Punktes P’. Jede Curve J’ = 0, die aus fF’ =O dureh die lineare 
‘Transformation, bei der @,#, + @%, + 2%, an Stelle von x, in F” =0 
eingesetzt wird, hervorgeht, erfiillt ebenfalls noch die Bedingungen 
und enthilt 3 willkiihrliche Constanten, woraus folgt, dass alle Cur- 
ven, welche den Bedingungen geniigen, aus einer endlichen Zahl von 


gende Fall adjungirter Beriihrungscurven nicht unmittelbar beriicksichtigt ist, so- 
wie Brill, Ueber zwei Beriihrungsprobleme, Math, Annalen IV, 8, 530, 
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Curven F” durch lineare Transformation miissen abgeleitet werden 
kénnen. Wenn eine solche Curve F” noch irgend 3 durch lineare 
Transformation zerstérbare Bedingungen erfiillt (z. B. durch irgend 3 
Punkte hindurchgeht, deren Coordinaten Zahlenwerthe sind), so besitzt 
sie nur 3p—3 Constanten, welche dann bestimmte (irrationale) 


9 


Statt dieser kénnte man auch irgend 3 p— 3 von einander unab- 
hingige absolute Invarianten der Curve F' (welche von den 3 in der 
Gleichung noch vorhandenen durch lineare Transformation zerstér- 
baren Constanten unabhingig sein miissen) oder endlich die 3 p — 3 
Constanten der Curve F” als Moduln definiren; die letztere Bestim- 
mungsweise zeichnet sich vor den beiden anderen noch insofern aus, 
als sie, wenn die Coefficienten der Gleichung der Curve, also diese 
volistiindig gegeben ist, die Classe eindeutig bestimmt. 

Wir mégen hier anschliessend kurz den Einwand erledigen, den 
Herr Cayley in der oben citirten Note gegen die Zahl 3 p — 3 er- 
hoben hat. Sei eine der eben angefiihrten analoge Transformation 
von f auf eine Curve /’ mittelst einer co?-Schaar von adjungirten Cur- 
ven (n — 3). Ordnung, die aber durch p — 3 beliebige Punkte z,, 2,, 

- Zp—3 von f gehen, ausgefiihrt. Dann ergiebt sich durch den oben 
benutzten Schluss, dass 4p» —-6 Functionen der 4 p — 5 Parameter A; 
der Beriihrungscurven, welche durch noch einen festen Punkt x,_» 
gehen, existiren, die unabhiingig sind von der Wahl des Basispunktes 
%p—2; denn die 4 p — 6 absoluten Invarianten von F’ sind unabhingig 
von der Wahl des dem Punkt 2,» entsprechenden Scheitels des Tan- 
gentenbiischels. Da nun die Punkte z,, v,, --> %-—3, %p—2 fiir den 
Curvenbiischel auf /, welcher dem Tangentenbiischel entspricht, sym- 
metrisch eingehen, so schliesst Cayley, dass jene 4 p — 6 Functionen 
unabhiingig seien von der Lage der py — 2 Punkte. Dies wire gerecht- 
fertigt, wenn auch die 4 » — 6 Functionen selbst symmetrisch abhingen 
von den p — 2 Punkten, wie die 4 y — 5 Doppelverhiltnisse, aus denen 
sie eben durch Elimination eines der Punkte sich ergaben. Dass diess in 
der That nicht der Fall ist, ergiebt sich gerade aus dieser Elimination. 
Hiernach aber erscheint es auch nicht erforderlich, zur Hebung des 
gedachten Widerspruchs auf den Begriff der imperfecten Invarianten 
(Cayley, Math. Annalen Bd. 3, 8. 270) einzugehen. 


§ 16. 
Andere Bestimmungsweise der Moduln. 


Ein Mittel anderer Art, um die von Riemann angedeutete 
Schwierigkeit zu erledigen, bildet die im Friiheren (§ 11.) durchge- 
fiihrte Untersuchung der auf einer allgemeinen Curve / liegenden Mi- 
nimalgruppen G)’. Sie fiihrt fiir gerade p direct auf die Zahl 3 p — 3, 


Functionen der 3»—3 Parameter 4; sind, was zu beweisen war. - 
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fiir ungerade p bleibt noch ein weiterer Parameter zuriick, dessen Be- 
seitigung durch anderweitige Betrachtungen erfolgt. 

Wir bedienen uns eines Biischels von adjungirten Curven (m — 3). 
Ordnung, dessen Basispunkte eine der Gruppen Gg der Tabelle § 10., 
fiir r= 1, bildet. In diesem Biischel giebt es noch 3p, bez. 3p +1 
(fiir p gerade, bez. ungerade), Beriihrungscurven. Die 3 p — 3 Dop- 
pelverhiltnisse der Parameter 4; dieser Curven sind, wenn p gerade ist, 
als Moduln aufzufassen. In der That gelangt man nur zu einer end- 
lichen Anzahl von Werthen dieser 3 p —3 Gréssen, wie auch die 
Basispunkte Ge gewahlt sein mégen; denn es giebt nur eine endliche 
Anzahl von Schaaren corresidualer Gruppen Gg; die Curven iquiva- 
lenter Biischel entsprechen einander aber projectivisch, jene 3 p — 3 
Doppelverhiltnisse sind daher fiir corresiduale Gruppen Gg dieselben 
und nur fiir die Gruppen aus verschiedenen Schaaren verschieden. 
Weiterhin ist aber auch umgekehrt durch 3 p — 3 gegebene Werthe 
der Doppelverhiltnisse die Classe endlich vieldeutig bestimmt. Der 
algebraische Nachweis dieser Behauptung ist fiir p > 6 identisch mit 
dem Nachweis, dass die (friiher aus der Riemann’schen Normalform 
abgeleitete) Curve p. Ordn. mit zwei 4 (p— 2)-fachen und  p(p—4)—1 
Doppelpunkten, welche eben durch Benutzung zweier der Minimal- 
schaaren g entstanden ist (abgesehen von 8 durch die linearen Trans- 
formationen einzufiihrenden Constanten), noch 3p —3Constanten besitzt, 
welch’ jetzteres durch directe Abzihlung bestiitigt wird. Eine Curve 
der erwihnten Art geniigt somit auf eine endliche Anzahl von Arten 
der Bedingung, dass 3 py — 3 Doppelverhiltnisse der Tangenten, die 
sich von einem ihrer vielfachen Punkte aus legen lassen, vorgeschriebene 
Werthe haben. 

Ebenso hiitte man auch die 3 p—3 absoluten Invarianten der Rie- - 
mann’schen Normalform als die Moduln der aus ihr ableitbaren Classe 
bezeichnen kénnen. \ 

Fiir den Fall der ungeraden p hiingen die 3 p — 2 Doppelverhilt- 
nisse der Parameter 4; der Beriihrungscurven des niedrigsten Biischels, 
welcher oben erwihnt wurde, von dem einen willkiihrlichen Parameter 
ab, der die Schaar der Basispunkte Gg bestimmt (t = 1 in der Tabelle). 

Diesen Parameter kann man nun (ahnlich wie oben § 15.) dazu 
verwenden, um in den Beriihrungscurven zwei zusammenfallen zu las- 
sen. Dies kann auf zwei verschiedene Arten geschehen, entweder so, 
dass in dem Biischel eine Curve vorkommt, die in 2 verschiedenen 
Punkten beriihrt, oder so, dass eine solche die gegebene Curve in 3 
auf einander folgenden Punkten trifft, also osculirt. Diese Aufgaben 
sind also eine Verallgemeinerung der Aufgabe, die Doppeltangenten, 
bez. die Wendetangenten einer gegebenen Curve zu finden; auf welch 


letztere Aufgabe sie auch fiir p = 3 direct zuriickkommen. Algebraisch 
Mathematische Annalen. VII. ‘ 20. 
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fiihrt das Problem wieder auf ein simultanes System von Gleichungen 
von der Form des Systems (B. § 9.), wobei indess entweder zweimal 
zwei Punkte oder drei Punkte als .uendlich benachbart anzunehmen 
sind. Fir den Fall p = 5 fiihren diese Aufgaben auf die Bestim- 
mung der Werthe M,,, bez. M,, des Aufsatzes ,iiber zwei Beriih- 
rungsprobleme“ (im IV. Bd. der Math. Ann. S. 548, Formel 6., und 
8. 547 unten) zuriick, und ergeben beide 120 fiir die Zahl der Lé- 
sungen. — Wenn man fiir p>5 zwei solcher speciellen Biischel zur 
Transformation von f auf die § 13. erwihnte Normalform, eine 


Curve F' (p+ 1). Ordnung mit zwei e—! -fachen und +(p—1)?—1 
Doppelpunkten, anwendet, so erhilt diese Curve die Eigenschaft, dass 
in dem Strahlenbiischel von jedem der beiden vielfachen Punkte aus sich 
je eine Gerade befindet, welche F' doppelt, bez. in einem Wendepunkte 
beriihrt. Die Curve hat dann ebenfalls nur 3 p — 3 Parameter, welche 
hier als die Moduln der aus F' abgeleiteten Classe zu betrachten sind. 

Man kann noch andere dem Riemann’schen analoge Wege zur 
Bestimmung der Moduln einschlagen, jedoch unter Anwendung von 
co?-Schaaren adjungirter Curven. So ist oben bereits gezeigt worden, 
wie man die » — 3 Basispunkte einer solchen Schaar auf f derart 
wihlen kann, dass die transformirte Curve (p+ 1). Ordnung einen 
Punkt besitzt, in welchem eine Gerade p-punktig trifft. 

Cremona hat (in einer gemeinschaftlich mit Casorati verfass- 
ten Note: osservazioni etc. Rend. Ist. Lombard. 1869) die p — 3 Ba- 
sispunkte so zu bestimmen versucht, dass in der transformirten Curve 
(p + 1). Ordnung von den 4 p (p — 3) Doppelpunkten p — 3 solche 
zu Riickkehrpunkten werden. Indess sind die Gleichungen, auf welche 
dieses Problem fiihrt, zu verwickelt, um die Méglichkeit und Bestimmt- 
heit des Problems im allgemeineren Fall untersuchen zu kénnen*). 

Die oben (§ 13.) aufgestellten Normalcurven niedrigster Ordnung 
von der (p — x + 2). Ordnung, wo p bez. =3a, 3a-+ 1 oder 
3 x + 2 ist, eignen sich gleichfalls zur Definition der Moduln. Diese 
Curven enthalten nimlich noch: 

+ (p—a+2) (p—a+5) — {4 (p—x) (p—a +1) —p} —8 = 

=3p—3 (bez. 3p—2, 3p—1) 
Parameter. Fir p32 sind diese Gréssen direct als Moduln anzu- 
sehn. Fiirp —32-+ 1 (bez. 3 a + 2) hat man dagegen fiir die Wahl 
der co?-Schaar des Transformationscurven noch einen (bez. zwei) Pa- 
rameter zur Verfiigung. Diese Parameter wird man wieder so bestim- 
men, dass in der oo?-Schaar eine Curve enthalten ist, welche f in 4 


*) Selbst der Fall p = 5 kann noch nicht als auf diesem Wege erledigt an- 
gesehen werden, da, wie es scheint, in den bez. Betrachtungen der erwihnten 
Note ein Versehen mit untergelaufen ist, 
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(bez. 5) benachbarten Punkten trifft. Die Normalcurve enthalt dann 
noch einen Punkt, in welchem eine Gerade 4- (bez. 5-) punktig be- 
rihrt, eine Bedingung, die noch einen (bez. zwei) Parameter absor- 
birt. Fir »—5 kommt diese Bestimmung genau auf die oben ge- 
gebene zuriick. Der allgemeine Fall lisst sich aber auch auf diesem 
Wege nicht véllig durchfihren. 


§ 17. 
Die zu einer Classe gehérigen Raumcurven. 


Wir benutzen die hier bewiesenen Constantenzihlungen noch dazu, 
um die Gesammtheit der Raumcurven von gegebener Ordnung R mit 
gegebenem Geschlecht p, welche derselben ebenen Curve f(z) = 0 
eindeutig entsprechen, welche also einer gegebenen Classe von alge- 
braischen Curven zugehéren, zu ermitteln. 

In § 13. (am Ende) ist eine der Tabelle (r = 3) des § 10. ent- 
nommene untere Grenze fiir den Grad R einer Raumcurve, welche einer 
ebenen Curve f von gegebenem Geschlecht entspricht, angegeben. Sei 
diese Bedingung erfiillt, und seien die Transformationsgleichungen 
durch irgend eine co’-Schaar von Curven » in folgender Weise gegeben : 

Yr 2 Yo? Ys 2 Vy = P(X) 2 H2(%) 2 93 (@)?9,@); F@=O, 
so hat man zu bestimmen, wie viele Constanten (ausser den 3 p — 3 
Parametern der Classe) durch die Transformation eingefiihrt werden 
kénnen. Zuniichst hingt jene co*-Schaar der Transformationscurven 
ab von irgend einer der Gruppen Gg, in welchen f von einer der- 
selben geschnitten wird. Fiir R <p -+ 2 sind adjungirte Curven 
(n — 3). Ordnung (m sei der Grad von f) zur Transformation zu be- 
nutzen. Es giebt aber (nach § 9., Formel (F.)) noch: 

t=4R—3(p+ 4) 
solcher Schaaren; und durch lineare Transformation sind noch 15 
weitere Constanten einzufiihren. Fiir R > p + 2 (wo Curvenschaaren 
von hdherer als der (n — 3). Ordnung benutzt werden miissen, fiir 
welche denn erst p Punkte durch die iibrigen bestimmt sind) hat man 
die R Punkte einer Gruppe ganz willkiihrlich zu nehmen, und diese 
bestimmen sodann eine co*—?-Schaar. Fiir die erste der 4 Transfor- 
mationscurven 9, 92, %3, 9, kann man daher hier alle R Punkte 
willkiihrlich annehmen, fiir die zweite, dritte und vierte, die aus der 
co®-r-Schaar zu nehmen sind, noch je R — p Punkte, welche sie 
dann vollstindig bestimmen. Endlich kann man diesen 3 Curven noch 
je einen willkiihrlichen Factor geben. Im Ganzen hat man also 


ebenfalls: 
R+3(R—p)+3—4R—3p+3 


Constanten eingefiihrt. Oder man kann sagen: die co’-Schaar hingt 
20* 
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ab von (R — 3) + 3 (R — p — 3) Parametern, zu denen sodann noch 
die 15 Parameter der linearen Transformation hinzutreten. 

Zu derselben Classe von algebraischen Curven mit allgemeinen Wer- 
then der Moduln gehiren demnach cot®—?+% Raumcurven vom Ge- 
schlecht p und der Ordnung R (> }(p-+ 4); und iiberhaupt giebt es 
cot® Raumcurven R'” Ordnung vom Geschlecht p (<4 R — 4). 


§ 18. 
Special-Punktgruppen in der Ebene. 


In vielen Anwendungen, insbesondere bei den eindeutigen Abbil- 
dungen von Flichen auf Ebenen, stésst man auf Systeme einer end- 
lichen Anzahl von Punkten der Ebene von einer solchen speciellen 
Lage, dass sie von Curven einer gegebenen Ordnung, welche diese 
Punkte zu einfachen oder vielfachen festen Punkten besitzen sollen, 
eine héhere Schaar zulassen, als die directe Abzihlung ergeben wiirde. 
Der Restsatz, sowie die §§ 3., 4. liefern die Mittel, die Construction 
solcher Curvenschaaren aus den Eigenschaften einer einzelnen Curve 
der Schaar abzuleiten. 

Ist nimlich irgend eine Curve der Schaar, oder ein irreducibeler 
Theil f (w. Ordnung) einer zerfallenden Curve derselben gegeben, so 
geht die Aufgabe zuerst in die bisher behandelte iiber, auf f selbst 
diejenigen Gruppen, bez. Specialgruppen Gg anzugeben, in welchen / 
von den iibrigen Curven der Schaar geschnitten wird; erst dann sind 
die etwa noch vorhandenen die Schaar beschriinkenden Bedingungen, 
welche von dem Schnitt mit f unabhiingig sind, zuzufiigen. 

Seien die Punktgruppen Gg, in welchen f von den iibrigen Cur- 
ven der Schaar geschnitten wird, zu einer oo’-Schaar gehérig. Wel- 
cher Art dieselben auch sein mégen, ob sie durch den Schnitt von 
Curven héherer oder, wenn es Specialgruppen auf f sind, von adjun- 
girten Curven (x — 3). Ordnung definirt sind: die sie ausschneidenden 
Curven lassen sich vermége des Restsatzes immer durch iiquivalente 
Curven s‘* Ordnung ersetzen, wenn s (>) die Ordnung der Curven 
der gesuchten Schaar bedeutet. Wie wir indess schon friiher bemerkt 
haben, sind diese Curven C,, deren feste Basispunkte auf / in dieser 
Weise bestimmt sind, noch nicht véllig gegeben; vielmehr kann man 
statt ihrer auch: 

C, + Asa: f= 0 
setzen (wo A,_, =O die Gleichung einer beliebigen Curve (s — n). 
Ordnung ist), ohne den Schnitt der C, mit f zu aindern. Es ist daher 
méglich, den Curven C, noch: 


o—=4(s—n+1)(s—n+2) 
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diussere lineare Bedingungen vorzuschreiben, welche den Schnitt mit /, 
soweit derselbe von beliebig und fest anzunehmenden Schnittpunkten 
der C, mit f abhingt, nicht beeinflussen — den 6 Constanten von A ent- 
sprechend, LErst durch Einfiihrung von mehr als 6 linearen Be- 
dingungen wird die Mannigfaltigkeit q der Schaar in Bezug auf f= 0 
selbst reducirt. 

Die Bedingungen, welche man den Curven C, vorschreiben kann, 
mégen nun yon der Art sein, dass dieselben einen i-fachen Punkt von 
f zum k-fachen (k > 7) Punkt besitzen sollen. Das System von Cur- 
ven C,, welches f in einem solchen Punkte ik-punktig treffen soll, 
geniigt aber dann schon der Bedingung, welche der Restsatz stellt, 
wenn die Curven C, den i-fachen Punkt von f ebenfalls zum i-fachen 
Punkt besitzen, und ausserdem jeden Zweig von f noch in k —i un- 
endlich nahen Punkten treffen*). Soll an Stelle eines derartigen Ver- 
haltens ein eigentlicher k-facher Punkt treten, so sind noch: 


e=4tkE4+1)—{4iG+1) +1G—H)} —=4&—)E-i+) 
iiussere Bedingungen von den Curven C, zu erfiillen. 


Sei Xo, auf alle vielfachen Pnnkte ausgedehnt, die Gesammtzahl 
der fiusseren Bedingungen. Ist 2 @ <6, so haben dieselben weder 
einen Kinfluss auf die iibrigen festen Basispunkte der C,, noch auf 
die Gruppen der beweglichen Punkte, in welchen f von diesen Curven 
geschuitten wird. Ist aber Xe > 6, so bilden diejenigen Curven C,, 
welche allen jenen Bedingungen geniigen, mit Hiilfe von f=0O nur 
noch eine co’—*¢+%-Schaar, welche linear aus der oo?-Schaar aus- 
scheidet. 

Die Gleichung der Gesammtschaar von Curven C,, welche den 
oben vorgeschriebenen Bedingungen geniigen, hat die Form: 


CO, + Minn fw@. 


wo A,_, noch die allgemeinste Curve (s — »). Ordnung ist, welche 
die i-fachen Punkte von /, die fiir C, k-fache Punkte sein sollen, zu 
(&k — i)-fachen Punkten besitzt. Fiir 29 > 6 wird A,_, zu Null; die 
Gesammtschaar selbst ist aber immer eine co?—7¢+¢ -Schaar. 

Nimmt man zur Curve f beispielsweise die hyperelliptische Curve 
6. Ordnung fiir p = 3, deren Gleichung die Form besitzt: 2¢;c,a;,—0 
— wo die « Constante sind, 7 und & die Werthe 1, 2, 3 annehmen, 
und ¢, = 0, c,=0, ¢, = 0 die Gleichungen von 3 durch 7 gemein- 
same Punkte a,, a,, --+ a, gehenden Curven 3. Ordnung sind — so 
kann man, fiir speciellere Falle mit Hiilfe der Punktepaare, in welchen 
f von den Curven der Schaar ¢, + 4c, + wc, =O getroffen wird, 


*) Vgl. die Schlussbemerkungen zum Restsatz, § 1. 
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auf dieser Curve f Gruppen von Basispunkten fiir besondere Schaaren 
von Curven 7. Ordnung C, angeben. Es bedeute z. B. {[a,?]a,3a,---a;} 
eine Curve 7. Ordnung, welche a, zum Doppelpunkt mit denselben 
Tangenten wie f, a, zum 3-fachen, a, --- a, zu einfachen Punkten 
besitze. Dann bilden die Curven C,: 


{[a,7] @,°* a;} } {{a,”] [a,"] a; -- a;} 3 {[a,?) [a] [a,”] a,-- a;} 3 \ 
{[a,7] [aq*] (457) [a,")a, -- a;} , 


beziiglich eine i" 
co; = a0 o!6 ss ao!?- Schaar. \\ 
Dagegen bilden die Curven C, \ 
{a,°a,--a;}; {a,%a,°a3--a;} § {a,°a,%a,°a,--a;}5 {a,°a,°a,a,2a,--a;}, 
beziiglich eine 
co; = co08 ss co!3 co $- Schaar. 
Mit Hiilfe von f= 0 aber bilden jene Curven eine 
co7!; = a0'7; —0!3 5 co®- Schaar; 
die letztern Curven dagegen eine 
co7!; —ao'7 5, 0!8 5 08 -Schaar. ‘8 


Specieller aber giebt es eine co'-Schaar von C, {a,--a,} und durch 
24 weitere feste Punkte (mit Hiilfe von f= 0 eine co?-Schaar, die 
f gerade so trifft, wie die Schaar der ¢;). Ebenso eine oof-Schaar 
{a,--a;}, durch 26 weitere feste Punkte (mit Hiilfe von f= 0 eine 
co'-Schaar). Dies bleibt ungefindert, wenn ein Theil der weiteren 
festen Punkte so in die Punkte a; hineinriickt, dass man Curven 
{{a,?], [a.2], --} erhilt. Und auch hier iindert sich wieder der 
Schnitt er C, mit f nicht, wenn sodann einer, zwei oder drei der 
Punkte [a@,7], [a,”], -- zu dreifachen Punkten a,°, a,* - - werden; 
wohl aber, sobald dies noch bei einem vierten Punkte eintritt. 


Im September 1873. 





_ etme arene, 











Untersuchungen iiber die Theilwerthe der Jacobi’schen Theta. 
functionen und die im Gauss’schen Nachlasse mitgetheilten 
Beziehungen derselben. 


Von W. Gérine in Ruporsraprt. 


Nachstehende Untersuchungen iiber die Jacobi’sche Theta- 
function sind hervorgegangen durch die Anregung, welche ich aus den 
Arbeiten im mathematischen Seminar zu Breslau unter Leitung des 
Herrn Prof. Dr. Schréter geschépft habe. Diese ganze Untersuchung 
hat ein ein doppeltes Ziel im Auge. 

In seinem handschriftlichen Nachlasse hat Gauss gewisse unend- 
liche Reihen und Producte untersucht, mit Hiilfe deren er zu einer 
Reihe sehr eleganter und eigenthiimlicher Beziehungen zwischen Gréssen 
gelangt, die er die neuen Transcendenten nannte (vgl. Gauss’ Werke, 
herausgegeben von der Gesellschaft der Wiss. zu Gottingen Bd. III, 
S. 436—479). 

Es stellt sich nun heraus, dass diese Gréssen nichts anderes sind 
als die Jacobi’schen Functionen @,(0, q), #(0,q) und #,(0, q), resp. 
diese Functionen in der Weise verindert, dass man statt qg q® resp. q® 
setzt. Dabei ist nicht mdglich, dass Gauss diese Jacobi’schen 
Functionen schon gekannt hat, denn seine Abhandlungen tragen die 
Zeitangaben 1827 August 6 und August 29, wihrend die Fund. nov. 
bekanntlich 1829 erschienen sind. Es lassen sich jedoch diese For- 
meln, welche Gauss meist zusammenhanglos und ohne Beweis ange- 
geben hat, aus der Theorie der Thetafunction ableiten. Durch die gii- 
tige Erlaubniss des Herrn Prof. Dr. Schréter ist es mir vergénnt, 
eine einheitliche und an manchen Stellen erweiterte Darstellung dieser 
Beziehungen, welche den Hauptgegenstand der Arbeiten des mathe- 
matischen Seminars ausmachten, zugleich mit meinen eigenen Resul- 
taten, die in dieser Richtung eine Erweiterung der Gauss’schen For- 
meln fiir die Sieben anstreben, zu verdffentlichen. 

In diese ganze Entwicklung gehen aber fortwaihrend die Theil- 
werthe der &-Functionen ein, und diese bilden den anderen Theil der 
Untersuchungen. Es haben bekanntlich die Jacobi’schen Functionen 
eine reelle Periode () und eine imaginire (i log qg), wenn man bei 
letzterer von dem dabei auftretenden Exponentialfactor absieht. Dann 
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treten fiir die reelle Periode die Gréssen @, (*, q); fiir die imaginire 
Periode die Gréssen @, (ee, q) oder #,(u@, q*) als Theilwerthe auf, 


wenn @® =i log q und man fiir w die Reihe der ganzen Zahlen 


1,2--- aos setzt, wobei @ eine ungerade Zahl sein soll. Alle 


abrigen Theilwerthe @, (o-"*, q) und #, (@ oe q) lassen sich mit Hiilfe 


der bekannten Periodenformeln auf diese “—! Grundwerthe reduciren. 


Die Untersuchung geht nun dahin, den Zusammenhang dieser Gréssen 
mit jenen Gauss’schen Fundamentalwerthen @ (0,q*), #, (0,q*), (0, q*), 
# (0,q), 4, (0, g), 4, (0, g) aufzudecken, wo bei Gauss einmal « =3, 
sodann «=5 ist. Nachdem ich auch von diesen Gréssen die Beziehungen 
bei der Siebentheilung (also fiir «a = 7) aufgesucht und die vollkommene 
Analogie mit den Resultaten der Drei- und Fiinf-Theilung entdeckt 
hatte, liess sich wohl ein allgemeines, dem zu Grunde liegendes Ge- 
setz vermuthen. In der That werden wir dann durch eine fiir alle un- 
geraden Zahlen giiltige Untersuchung finden, dass sich die Producte 
aus allen Theilwerthen immer auf eine elegante und einfache Weise 
durch die Gauss’schen Fundamentalwerthe darstellen lassen. 

In Bezug auf alle diese Beziehungen werden wir hier vor uns 
ein Gebiet erdffnet finden, das in der héheren Analysis ein ebenso 
abgeschlossenes Ganze ausmacht, wie in den Elementen der Mathe- 
matik die Trigonometrie. Ebenso wie in dieser fiir die sin- und cos- 
Reihen etc. werden wir hier fiir die Jacobi’schen Transcendenten 
gewisse charakteristische Abhingigkeiten bestehend finden, nur dass 
von beiden Gebieten das unsere eine viel gréssere Reichhaltigkeit be- 
sitzt, da wir es hier mit Functionen von doppelter Periode zu thun 
haben. 


$1. 
Zusammenstellung des gesammten zu Grunde liegenden Materials. 


Es sind von Jacobi folgende 4 Functionen eingefiihrt worden: 


B (x, q)=1—2qcos2x+-2q' cos4a — 2q° cos6x-+2q'* cos8x+---- 


h=+@ 

= (—1)* g** cos 2hx 
A=—@ 
k=+o 


= (— 1) q** ezhiz 
h @ 


> 
tf 


ao 


=[] 0-9 G—2¢** cos 20+ q4*-*) 


A=1 












































" * . 
4 ’ : . 7) Ts - y « es se pth 5 wo aif 
ay “we > ee + thes as, fib oaik ; ae es ee eet Bl ae a 
4 =F > se 5, PAs 7. <= 2 = Bt e ad ts 7 
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®, (2,qQ)—=2¢ sin « — 2qtsin 3 z+ 29% sin 5 «—2q¥ sin7x+--- 
l=+oa 


= P 4 (— 1) gt@*+1” sin (Qh+1)a 
h=+ @ 
+ + (— 1) qt@atiy e@r+niz 


A=—@ 


A=@ 
=2qtsinzx IT (1— q?*) (1—2q?* cos 24-4 g*") 
(1) A=l 
&, (a, q)—=2qt cos x +2qt cos 3a+2q¥ cos 5 x + 2q% cosTz+--- 
A=+o@ 
= >) get cos (2h+41) « 
A=—®@ 
h=+o 
_ gi @h+y e@h+niz 


A1=—@ 


t= @ 
=2 qt cos x IT (1— q?") (1 +24?" cos 2a-+4-q*) 


A=1 
8, (aq) =1+2¢ cos2a4+2q' cos4z+2q° cos 62-+4-2q"* cos8x-+--- 
h=+oe 
= on g* cos 2ha 

A=—o@ 
h=+o 

a 4 qhh ehiz 
A1=—@ 
h=o 





=|] a—@ 042¢— cos 204 q'-) 


h=-+-o@ 
Es bedeutet hierin ¢ = mat —1 und Lat (h), dass in f{(h) fir h 


- die Werthe aller ganzen positiven und negativen Zahlen zu setzen und 


die so eihalininn Glieder sémintlich zu addiren sind. 
Es ergeben sich hieraus die Specialformeln: 


#(0,q)= ys = 1— 2q¢ + 2g! — 2q° + 2g + 
A=+o@ 
= > (—1)* g** 
h=—@ 
hA=o 
= (1 — q?*) (1—q?*-!) 
‘ =3 
A=@ 1—q' 
azz 1+q 














(2) ; 





= 2qt+2qt+2q¥+2q%+-. 


A=+o0 


onal gt e+ 
A=—@ 
h=—@ 
=2¢[] a-e a+e" 
Az=l1 
Ao 
1— a!" 
=—2¢]] — 
h=i q 


8; (0, q) = VW 2X = 14 29 + 2¢! + 299 + 2g + - 


h=+o 








(0, q) = [28% t|~» (0, @) (0, 4) % (0, 9) 


aK, 
Die Reihen in (1), in denen ge “~ , haben bekanntlich eine 


doppelte Periode, niimlich x und i log g. Setzen wir der Kiirze wegen 
i log = @, so haben wir die bekannten Beziehungen, in denen m eine 
beliebige ganze Zahl ist: ‘ 


(3) 


3d («+m2,q) = & (x, 9) 
3, (c-+-max, q) = (—1)"9, (2, 9g) 
8,(e-+mm,q) = (—1)"9,(x, 9) 
9;(c-+mx,q) = 9; (x, 7) 
qr emizd (2—mB, q) = (—1)"# (a, 9) 
qn e&mizB, (2 — mB, gq) = (—1)"9, (a, g) 
i. emiad, (4 — mo, q) — , (2, q) 
que Amiz®, (2 —m@, q) = 8; (x, q) - 








Ferner ist bekannt, dass diese 4 Functionen simmtlich in einander 


iibergehen, wenn man ihre Argumente um die Vielfachen der halben 


Periode vermehrt oder vermindert; denn es ist: 
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9 (« +t 5, q) = 8; (x, 9) 
9, (+ **a,4) =(—1)" 9, (a,4) 
9,(c+2"**2,9) =(—1)"41 8,(e,9) 
netted) = tw 
fatty . 
q 2 etatviz a (2—2"t'o,9) =71 (— 1)" a, (x,q) 
Gat 
q 2 etetdiz a, (c— sat an q) =4 (= 1)" a (2,9) 


4S CER) eatnse 2 
(4) - a) amen 9,(c—2"+"q,9) - 9, (2, 9) 


Ca)’ i 2m-+1 

q . ” (x—: mst a,4) — B, (2, q) 
Gat) . ‘ 

gh #7 emtning (g 4 2B Thy eth 9) ae , (aq) 


Pa)’ 3 2 
q 2 gra tiieg, (24 2etig_*thy, q=(— 1)” a. 3 (2, q) 





2m-+1 
> y etm +Diz g »(« +2etl 5 — 2th w,q) =i (—1)"+"+1.9 (2, q) 





cmt — 
q 2 amtnie ». (x +2ett a— "thay g)—i(—1) D, (%,q). 


2 
- 





Diese Formeln zeigen auch, wie schliesslich alle 4 Functionen sich 
auf eine einzige, z. B. #,(x,q), welche die einfachste ist, zuriick- 
fiihren lassen. 


Ferner ist zu beachten, dass: 


lancene ® (a, q) 
3, (— 2, g) = — 4, (2, g) 
(5) | %,(—2,9q)= (2,9) 

a,(—2,qg) = 4,(2, 9). 


Aus den Reihen (1) ergeben sich ferner folgende bekannte, spiter 
sehr hiufig angewendete Beziehungen: 

{ 2 9, (2a, q*) = 8 (w, q) + 8 (a, 9) 

| 2.8, (2a, qt) = 8 (#, a) — # (a 4). 


(6) 


Wir legen nun ferner folgende wichtige Formel zu Grunde: 








ra 











&, (tz + sry, q”) 4,(sx — tpy, q?) 


#Hore’+p)\—1 
(7) = q he erkiltz+sry) 8, {(rs? + pt?) oo rptuwm, grrr +ee\ 
= - 8, {(rst@t+p!)y—rsuw, getr*} 
(vgl. Schréter, Ueber die Entwicklung der Potenzen der elliptischen 
Transcendenten # und die Theilung dieser Functionen ; Breslau 1855, S. 6). 
Bedingung ist hierin, dass r, s, ¢, p keinen gemeinsamen Factor 


haben, sonst kénnen sie beliebige ganze Zahlen sein. 
Als specielle Fille fliessen aus dieser Formel: 


H=a4p—1 
(8) 4; (x, 9%, 4; (y, @) = 3 Qe hh hie & (a + y — ane, g*t) 
a By {Bax—ay—a pues, greeter 
und aus dieser, wenn 4 eine ungerade Zahl bedeutet: 
=a 
; (2,9) 95(y, 7’) => ght @hiz , (e+ y— wD, gt") 
wert 9, (Az —y— dw, ge+n) 


asa 


(2,9) O(y,¢) =>) (— 1) gt" eH? 8, (@ ty — po, gt) 








(9) ; si m a; (Ax — oe AD, gU+) 
,(x, 9) 9(y, 9") => grheniz d (2+ y—e@, qt") 
iki +O (Ac—y— wD, Get) 
uaa 
9, (@, 9) (yg) = >) (—1peqeeeti 9, (ay — wa, +) 
{ “0 P a, (Ac—y—pAG,g¢ 4+), 
ferner: 
9; (ta + sy, q) 3; (sx — ty, 9) 
a=se+i—1 
(10) = D> granite 9 {(s?-+ &) x—tua, g*+*} 
u“=0 


9 {(@+P)y — sua, gt} , 
endlich noch die beiden Formeln: 


uap—l 


93 (ag?) = >, PuKeuie & (px — pudD, g'??) | 
u=0 
(11) M=p—1 
9; (%,q) = S neni 5; (px — pu, q’?) , 
uo 


worin p und 4 ganz beliebige ganze Zahlen sind (vgl. die schon an- 
gefiihrte Schrift S. 4 und 6, sowie: Schréter, de aequationibus mo- 
dularibus, Kénigsberg 1854, S. 6—8). 
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Es fliessen aus diesen Formelu eine Menge bekannter Beziehungen 
fiir den speciellen Fall, dass a1, B =1, die, da sie im Folgenden 
fortwihrend benutzt werden, hier zusammengestellt sind. 

Von diesen Formeln sind einige schon von Jacobi angegeben 
worden (Crelle Bd. 3, 8. 305, Bd. 26, S. 103), die iibrigen finden 
sich in der zuletzt citirten Abhandlung (de aequ. mod. 8. 9—1]1), 
oder sind doch unmittelbare Folgerungen daraus. Zuniichst  folgt aus 
(9) fir 4 = 1.das bekannte System von 24 Formeln fiir die Producte 
je zweier #-Functionen, von denen wir folgende acht als die einfach- 
sten und wichtigsten anfihren: 


D;(@+-y, 9) 93 (e@—y, g) = 45 (2 x, g?) B; (2y, g?) + B, (2x, 9g”) B, (2y, g”) 
o (@+y,q) B(x@—y,g)=9, (22, gq’); (2y, g?) — 2 (2.x, gq") B, (2y, 9”) 
5, (e+ y, q) F(x — y, g) = 4, (22, 9") 8, (2y, g*) + 8, (2, g?) F; (2 y, 9g”) 
9, (ety, 9, (@ — y,q) =, (22, q") , (2y, @?) — 9, (22, gq’) B; (2y, g’) 
® (x+y,9)9;(c—y,q)= O(22,q°) (2y,q°) +4, (22, 97), (2y, 9”) 
93(a@+y,q) B(x —y,9q)= O(22,q") B(2y, gq?) — F (22, gq’) B, (2y,97) 
9, (c+ 9,9) 9, (2 —y, q) = 9, (22, ; 5 (2y,q°) + 3 (22,97), (2y, 9’) 
d, (+4, 9) 9, (c@—9, Q =F, (22,q°) O(2y,9q°) — B(2x,9°) 8, 2,9"). 
Hieraus gehen folgende wichtige specielle Formeln hervor: 


* (x, q) B, (x, q) = § (9, q’) & (2 x, q’) 
a, (2, q) ®, (x, q) = # (0, q’) a, (2 x, q’) 
2 8; (x, g*) B (x, g?) = F (0, 9g) F, (x, g) 
2 & (x, q*) 8, (x, 9°) = % (0, ¢) 4 (2,9), 
ferner fir = y = 0 
2 8,? (0, g?) = 85? (0, g) + 8 (0, g) 
2 8,7 (0, gq?) = 43? (0, g) — 8 (0, 9) 
(14) q ae (0, q’) = 6(, q)  O; (0, q) 
) 5, 0, q*) = 8,’ (0, g) + 9,” (0, 9) 
& (0, qt) = 9,7 (0, g) — #7 0, @ 
3,” (0, q*) =2 a, (0,9)  O; (0, q) ? 


(12) 





(13) 








« ferrer: 
2(2,g= 2(%,9)= £0, %(, %) 
= g= 2(2,9) = #04) 0,4) 
2 gt 9 4, q)=2gt9. ‘¢ -,q) =, (0, q#) #0, ) 


L2 qt 3;? 4, q) =2 qt 3,” 4, q) = 3, (0, q) 3; (0, q) ° 


(15) 














W. Géaine. 


Die in (15) untersuchten Reihen sind folgende: 
(2,9 =%(F,g—1t+ae+at+ata?tah taht. 
io(4,q=—0 (4,g—1-d-g ++ a?—q?—g +... 
® (%, a) = 95(F, gh—1 — 2g + 2g" —2g"4+2q"F--.. 
| (4,9) = 2 (FZ, V=2 (at — th — g¥ +g? + 0% —----). 
Bemerkenswerth ist in den ersten beiden Reihen das Fortschreiten 
der Exponenten nach den Triangularzahlen. Auch setzen wir die 


Producte von 4 #-Functionen voraus, welche resultiren, wenn man in 
(12) je 2 Gleichungen multiplicirt und dann umformt. Ist: 


22° =a#+y+2z+a 
2y =—=x—y+z-@a 
22° =a4+y—2—@ 
2@’=x—y—e+o 





und bezeichnen wir zur Abkiirzung das Product 
5; (#, @) 93 (Y, @) 9 (, g) 4 (@, 9) 


B, (x, y, 2, w) , 


mit 

so ist: 

9, (x,y,2,@) + O(2,y,2, @) = 4; (x,y, Z, o')+ d(2’, y; z, a’) 
B; (X,Y, 2, @) — #(2,y,2,0) = 3, (2, y, Z’, a’) + 4, (a’, y; Z', 0’) 
9, (ay, 2,0) +9, (x,y, 2,0) = 4; (2',y', 2,0) — O(v',y', 2, @') 
5, (x,y, 2,0) —, (x,y,2,@) = 9, (a, y', 2, o') — 4, (x,y, Z, 0’). 


(17) 


Vermehrt man in diesen Formeln je 2 Argumente um — oder 


um = , oder auch um + - — so ergeben sich eine grosse Menge 
von Beziehungen, unter denen folgende 3 bemerkenswerth sind: 
9 (a,2) 9, (y,@) — 9;(x,2) F(y,@)=4, (x,y) D(z’, 0°)+ 9, (2',y) 4, (¢,0’) 
(18) | 9; (2,2) &,(y,@) — 9, (2,2) 95 (y,@)=9,(2',y') O(2',0°) + O(v,y/) O (%,@') I} 
8 (2,2) P_(y,0) — (2,2) H(y,0)=9,(2',y) %(¢,0')+9,(0,y) 0). | 
Von besonderer Wichtigkeit und Einfachheit ist jedoch eine For- 
mel, die man erhialt, wenn man in (17) setzt statt 2, y, , m resp. 
x +4, a+ > +4, x + — az. Dann ist: 


(19) 28(x,q) 4, (xq) 92 (x, g) 3 (x, g) = 4(0,¢) 4, (0,¢) # (0,¢) #, (22,9). 
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Da wir sie spiter brauchen werden, so fiihren wir noch folgende 
Formeln an, die aus (17) und (18) durch Gleichsetzung zweier ‘Argu- 
mente hervorgehen, und die in gewisser Weise den Beziehungen in 
(12) entsprechen : 


#(0,q)9 (e+y,q) d(x—y, gq) = 9," (x, g) 9°(y, g) — 9,7(x, 9g) 8,*(y, g) 
- # (a, q) #Yy,q)— — 6,7, q) 7y, 9) 
(20) 4,7 (0, q)%, (x+ 9,9) B, (w—y, q) =," (x, q) 8,” (Yq q)— P(x (x, q) #y,q) 
= 4,? (x, q) 9,7(y, g) — 9,7(a, g) 8,7, 9) 
35? (0,q) 95 (@+-y, g) 93 (@—y, q) = 45? (@, g) B57(y, g) + O,7(x, g) Oy, g) 
ae: 2” (2, 9) B.7(y, q) + B(x, q) Fy, 9), 





ferner: 


& (0,9) 9, (w@+-y, q) 9; (c©—y,q) = 4," (a, g) B,*(y, g) — ,*(x, g) 857(y, 9) 
=8,7(x,¢q) F (y,q) — oa 5,7(y, 9) 

3? (0, q) 9, (@+- 9, g) O; (@—y,q) = F (x,¢) os" (Y,q) — uA x,q) 3° (y,q) 
(21) =49,7(z, a 2° (y, g— 8,7(a,q) 9, *(y,q) 
5,? (0, q) ®, (w+ y, g) 9, (@—y,9 i= & (x, q) 9," \y, q) —9,7(x,q) B(y, g) 
a q) a (y, 4) — ota )B,7(y, 9) 

937 (0,q) F(a+-y, 9) ein ~seb ® (0, q) 3; (w+ y, 9) 95 (@ —y, @) 
= phe >, ) +4,7(x,q) F(y, 9), 





endlich: 


2 F(x,9q) F(y,q) 9 (x,9) 93 (y, 9) 

= 40,q) 95(0,9) { Oe-+y,¢) 9x(2—y,¢) + O5(r-+y,q) O(e—y,@) } 
(22) )22(, 4) 92 (¥ ) 9s (7, 9) 3 (¥,9) 

= #,(0,9) 95(0,q {(a-+y,9) 94(a—y,9) + 95(0-+9,9) Pp(e—y,9) } 
2 H(x,q) F(y, g) F(x, q) Fo (y, 9) 

= 9 (0,9) 2(0,9) {P(a-+y,q) #(a—y,q) + O\0-+y,9) P(e—y,9)} - 
Aus allen diesen Formeln leuchtet noch ein, dass: 
(23) a (0, q) + 5, (0, q) ae o,! (0, q); 
welche Gleichung auch schon aus (2) sich bietet, da sie nichts anderes 
aussagt, als dass k* + k,? = 1, was a priori klar ist. 


Ausser den aufgestellten Beziehungen sind noch von Wichtigkeit 
die Jacobi’schen Uebergangsformeln zwischen der reellen und imagi- 
niren Periode. Ist p = log q, also da 





— A K 
q=e XK, p=—*F, 








W. Gértna. 





o(c,)—= > = 0, (**, *) 
ae 





&, (x, e?) =i er o, ‘ts 
(24) 


nn 
&, (a, e?) = =r 0(=*,¢ wi, 





/—x =. tnx 
, (x, er?) = VY =e 9; ( 7), 





Ye 















Dieses ist das gesammte den nachfolgenden Untersuchungen zu 
Grunde gelegte Material. 

Gauss hat nun die Reihen, von denen er ausgeht und die sich 
bei der Vergleichung als identisch mit den Reihen in (2) erweisen, 
mit P, Q, R, p, q, r bezeichnet, dergestalt dass: 


Sota @ (0, q*)=Q, a, 0,q*)= R 
4,(0,¢q) =p, #0,¢)=—¢a, % (0,9) =r, 


wo bei Gauss das eine Mal a = 3, das andere Mal « = 5 ist. Wir 
werden diese Bezeichnung in der ganzen Untersuchung beibehalten, 
da sie in der That eine sehr anschauliche Darstellung der Beziehungen 
ermdglicht. Eine Verwechslung der Function g = @(0,q) und des 
Moduls gq der Reihen ist dabei nicht gut méglich. 


(25) 


§ 2. 
Die Dreitheilung. 


Gemiiss § 1. (25) ist in dieser Untersuchung bezeichnet: 
a, (0, q’) =P, & (0, 7g) =, at, (0, g) =f 
*(0,q =p, #(0,9) —@, a, (0,q) =r. 


Die hier zu untersuchenden Reihen, wie sie aus § 1. (1) und (2) 
hervorgehen, sind dann folgende: 


p =% Og) —14+2¢4+2¢ +2 +2" 
q=% (0,¢q)—=1—2¢+2q —2q@ +2 q" 
Jr=%0,¢)= 2qt4+2qt +29%42q% 
P=, (0,q°) =14+2q4+2g"+4+2g% +29" 
Q=F (0,4) = 1— 2+ 2g?— 2g" 4+ 2" 
(R= 9, (0,q)— — 2gh 2q¥ 42% 424" 






(1) 





FHtt4+ 
































> 
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go, 7)= gt tat +aqht+aq¥ +q¥ +q¥ +q'P+.-- 


ge @,q)—= gi —gt —g?+q¥ +q% —gt —q'P+.-. 
gi, (Bq) = — qt + git + qth + qi¥+ q+ q+... 
igs @,P)= ghr&—gh—qi+q¥4q—qz... 


9s +,q)=1-q —g +i —¢* —@ +39? — 2 Fs 
9 (Z,q)=1+¢ —g —2¢—g" +G% 42g" 49" F-- 
9(Z,q)— gt —2gt + q¥ +g? —2q¥ 4 g'B +... 
a, =, q) =V3{¢ on Gt. gt 4 Pa. PP a sank: 


Es soll also nun nachgewiesen werden, dass sich die eigenthiim- 
lichen Reihen (2) durch die Reihen (1) darstellen lassen, und es sol- 
len ferner die Beziehungen untersucht werden, die zwischen den Rei- 
hen (1) selbst bestehen. Diese letzteren Beziehungen sind es, die von 
Gauss ohne Beweis angegeben worden sind. 


Es lassen sich 2 wichtige Systeme von Formeln aufstellen. Setzen 
wir nimlich in § 1. (9) 4 = 2, so ist: 


B; (2,9) F3(y,q°) = 3; (a+ y, g*) 8, (22 — y, g°) 
+q é* 8, (x+y — DB, q’) 8, (22 —y—2B,y') 
+ qtett* &, (vx-+-y—29,q°) 3,(2x - y—4G,¢°) 
8, (x, q) d,(y,¢’) — D,(e+y, q’) 3; (2x—y,q°) 
+4 &* 8, (e+y—G,q°) 9; (2a—y —2G,9°) 
+ get? 3, (c+y—2G,q°) 4, (2% —y—4G,q°) 
8, (z,q) %(y,¢?) = — (e+y,¢°) & (2x—y, 9’) 
+q @ 8, (4+y -G,q°) & (22—y—29,q') 
— get ,(e+y— 29,q°) & (2a—y—49,q°) 
& (v,q) O y,@’) = 8, (z@+y, 7’) & (22—y,q°) 
—q &'* 8 (4+y—B,q°) & (2a —-y—29,¢q"') 
+ qe 8,(u+y ’ 20,¢°) a (22 —y—4@,q°) ° 


(8) 4 





Ein weit eleganteres System von Beziehungen ergiebt sich aber, 
wenn in § 1. (9) 4 = 3 gesetzt wird, und je 2 der dortigen Gleichungen 
addirt, resp. subtrahirt werden. Rechts erhailt man scheinbar die Mo- 
duln g' und gq", allein diese gehen mit Hiilfe der Formeln § 1. (6) in 
die Moduln g und q® iiber. Wir erhalten dann: 
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(4) ¢ 


W. Goaine. 


[ & (22,9) (2y,q°) +4, (22,9) 4, (2y, 9°) =F (x+y, 9)% Bx—y,Q°) 
+4, (z+y, q) a, (32—y,q°) 

® (2x,q) O(2y,q°) —9, 22,9) 9, (2y, g°) = 4, (x+y, q) 9; (32—y, g’) 
—, (2+, 9) 9, (32 —y,q°) 

& (22,9) #(2y, 9°) + 4; (22,9) 4; (2y,q°) =F (@+y,q)% (3a—y,q°) 
+4, («+ 9, 9) 9; (32—y,q’) 

& (22,9) #(2y,q°) —, (2x, ¢q) 4; (2y, 9°) = 4, (x+y, 9) G2 Y, 7) 
—RETHO aS ¥,q°) 

& (22,9) B(2y,q°) +4, (22,9) 9, (2y, 9°) = 49, (7+, ¢) 4, B2—y,¢’) 
sf Jot na, (32—y,q°) 

® (22, q) ® (2y,q°) —@. (22, q) newer =t (7+ 9,9) & (32—y,q°) 


3, (%@+ 9,9) 8, (3x —Y,4q q’) 

&, (2x, ¢q) B, (2y, g°) + 9, (22, q) (2 y,q°) = 4, (x+y, 9) #, Bx—y,q°) 
ge (x+y, q) B, (32 —y, q°) 

&, (2x, q) B, (2y, q°) —B, (2 x, g) F, (2y,¢°) =F (x+y, q)% Bax—y,q’) 
— 4, (2+ y, g) 9; (82—y,¢q°) 

&, (2x, g) #, (2y,q°) + 4; (22, q) o rea & (x+y, q)% (32—y,q°) 
3, (x+y, q) 9, (82 —y,q°) 

®, (22, q) B, (2y, g°) — 8 (2.x, g) 4 (2 y, g° sie ens Y, 7) 
— 4; (x+y, 9) 8; (32 —y, gq’) 

&, (2.2, q) Fy (2 y, g°) + Fs (2.x, q) B, (2y, g°) = 9, (w+, g) F, (Ba—y, gq?) 


+; (¢+ 9,9) B, 82—y,q* 





(5) 


Die 


(vgl. 


) 
, (2.x, q) B, (2y, q°) — 9; (2. x,y) 9; (2y, g°) = 9, (w@+-y, 9) 9, Ba —y, 9g’) 
— (@+y,9% Bx—y,¢’) 
(vgl. Schréter, de aequ. mod. 8. 15 und 14). 
Aus (4) resultiren zuniichst fiir « = 0 und y = @, ferner fiir 


t= = und y=0O uach Anwendung der Formeln § 1. (3) und fiir 
x =0 und y = 0 folgende 3 Beziehungen: 


| g% (G, gq’) — rd, (G,q°) + pa, (G, q*) = 0 
Qe (=, q) — ke, G, q) — Pa, , q) = 0 
qQ@+rR—pP=0. 


letzte Gleichung involvirt bekanntlich die schon von Legendre 


angegebene Modulargleichung fiir die Tranformation dritter Ordnung, 
namlich: 


Vui + Yu, = 1 
Schroter a. a. O. S. 14). 






















= 







= 
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Wir gehen nun aus von der zweiten Formel in (3) und setzen 


hierein fiir y: y +4 >— =>, so ist mit Hilfe von § 1. (3) und (4): 


+ 
—ie-ivgt &,(x,q) 9,9") = — (e+ — Bg) O(22—y+,4') 
—q & 8, (x+y —29,q°) 8(22—y—F, 9°) 
— ge! 3 (a+y —3G,¢) #(2x2—y—3G,q"). 
Hierein setzen wir « = @, y=, dann ist nach § 1. (4): 
o(G, q°) = ig? o, 2G, ¢°), 
also: 
(6*) 4, (0, g) (0, @) = — 244, (@, q’) 9, 2G, 9°), 
also mit Hiilfe von § 1. (13): 
(6%) 8, (0, g) ® (0, 9g) & (0, 9°) = —2 ¢ 8? (@,q°) 4, (@, 9°). 
Setzt man in (6*) statt q qt und wendet § 1. (4) und (13) an, so 
folgt: 
(6°) 4% (0, q?) & 0, gt) = — 24 9,7 (G,q°) 9 (@,¢°), 
Multipliciren wir (6°) mit @, (0,q), (6°) mit @ (0, q), subtrahiren 
und beachten (5), so ist: 
(6°) —2q, (0,9) 4,?(@, g*) 3 (@,¢°) 
= (0,9) (0,q°) (0,95) — 4° 0,9) 4, (0,¢4) 0,48) = 4. 
Es lisst sich nun A auf doppelte Art darstellen. Setzt man ein- 
mal direct die Werthe aus § 1. (14) fiir (0, g*) ete. ein, so ist: 


A= 7pqPQ— @ Yep RP. 
Andrerseits aber ist: 
5 (0, g*) (0, 9°) = 4, (0, 9°) 4, (0, g°) — 4 (0, g?) B, (0, q°) aus (5) 
= 4 {9 (0, g4) (0, g) + (0, g) ® (0, q) } nach § 1. (6) 

und 

9,(0, 94) #,(0,q#) = 5 0,q%) 4, (0,4) — (0,94) #(0,q2) aus (6). 
Setzt man dieses in A ein, so wie die Werthe fiir #,? (0, q) und 3 (0,q) 
aus § 1. (14), so ist: 
A= } {8,7 (0,q4) + 8°0,q4) } {85(0, 94) & 0,42) — (0, q4) (0,98) } . 
Da nun aus § J, (14): 

4 {8 (0,q2) & (0,93) — & (0,q4) 8, (0,q4) } 


= 4/2(p P? —P RB — FQ) = prqRQ, 
da nach (5): 








W. Gorra. 


PpPP=—PGE+rR + 2rqQer, 
so folgt schliesslich: 


324 


A=pVrqRQ. 
Also haben wir jetzt aus (6°) die Identitit 
(7) PVpqgPQ—@VrpRP=p'VrqkQ, 
so wie aus (6°), (6°) und (6¢) die 3 Beziehungen: 
— 2467 (G, 4°) 9 (G,q°) = pVrqRQ 
(8) —2¢ 9? (G, 9°) %,(@,q") = rpg PQ 
— 244? (Gq) * (Gq) = gVrpRP. 


3 ahnliche Formeln bestenen auch fiir die reelle Periode, denn nach 
$ 1. (11) ist: 
p—t 
a; (@,q) = 4 git eui= O, (px — puG, q??). 


0 


Setzt man hierein statt « x + = — = , so ist: 
p—tl1 
se 1 
8, (2,q)—ighe= 2S? (— Inti quetwetnis 8 (ple-+ 2)— w++)pa,g?*). 
0 


Wird hierin statt gq qi und p=3, «= = gesetzt, so folgt: 


(9) 9, (=, gt) =i 73 qt a, (@,@). 
Dann folgt aus (6*) mit Anwendung von § 1. (13): 

3 #0, a4) # (0, q) (0, q) = 2 02 (J, at) o (F, a3), 
ferner aus (6°): 

$9, (0, gt) %, 0, gt) @0,q) = 2 02(%, gt) 0, a) 


und durch eine thnliche Betrachtung, wie fiir die imaginire Periode: 


3 9, (0,4) V %(0,4) (0,4) 910,44) 9(0,q3) = 29, (, a!) #,(%, a4), 


so dass, wenu wir schliesslich fiir g q* setzen und die linken Seiten 
gemiiss § 1. (14) reduciren, sich ergiebt: 


2 0,°(%,q) (7,4) =3 PyrqRQ 
(10) 2 02(=,9) %(=,q) =3 RYpqPQ 
2 02(=,q) #(%,q)=3 QyprPR. 








eee 








ee 
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Multipliciren wir nun simmtliche 3 Gleichungen in (8) und wen- 

den die Formel § 1. (19) an, so ergiebt sich: 
9,?(0, q) (0, ¢) 43? (0, q) = — 4 @? 4° (G, 9g’) - 

Damit ist #,(@,q°*) berechnet. Triigt man seinen Werth dann in (8) 
ein, so sind auch #,(@, qg°) etc. dargestellt. Ebenso verfihrt man mit den 
Gleichungen (10) und erhalt nun folgende Darstellung der Fundamen- 
talwerthe der Dreitheilung, naimlich der oben in (2) angegebenen Reihen 
durch die in (1) aufgestellten: 


ihocen = C2) 
4 
gt (@,¢q')= i P est) 


PQ (par\) 
pq \2 


gt 9, (@, g) = 28 Cry 
1 74) =//3 (egy 
(5,9) </ CH) 
8, (2,4) = y #8 pa (PERS 
22,0) VS 


Der Grundgedanke zur Herleitung dieser Resultate ist von Herrn 
Prof. Dr. Schréter angegeben worden. 


§ 3. 


Die Gauss’sclien Formeln. 


q 4, (@, g) = 


(11) 











Wir gehen nun zum 2. Theile, niimlich zur Herleitung der Gauss’ 
schen Beziehungen, oder solcher, die ihnen analog sind (vgl. Gauss’ 
Werke Bd. III, 8. 470, 471, 476 und 479). 

Wir hatten ers, in g 2. (7) eine solche Beziehung zwischen 
p,q, r und P, Q, R allein gefunden. Dieselbe Beziehung, so wie 
noch eine zweite ahnliche ergiebt sich auch, wenn man die Werthe aus 
§ 2. (11) in § 2. (5) substituirt. Beide Beziehungen lassen sich auf 
eine etwas andere Form bringen und lauten: 


\VF+VG-Ve-? 
Ve ybayEae 


(1) 
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Aus den 3 Formeln § 1. (18) folgt nun, wenn man x = ¢ = @, 
y=a= 0 setzt, also ce = y =D, ¢ = w = 0 ist: 





37 (@, q°) 3,70, g°) = # (G, g*) 4,7(0, g°) — #,2(@, g°) # (0, gq’) 
3° (@, q°) # (0, g) = 9,°(G, g) 4,°(0, g®) — 0,2(@, ¢g*) 9,70, 9°) 
,°(@, q°) 3,7(0, @) = & (@, g*) 4,°(0, g°) — 2,7(G, g°) # (0, q°). 





Triigt man in diese Formeln die Werthe aus § 2. (11) ein, so 
resultirt: 


__ R 

Pp= a: > 

. ae R3 
(2) Qq=~_® 
ide Te wns 

q p 


Wenn man dieselben Gleichungen § 1. (18) nimmt, jetzt aber 


z=—=£=—~ setzt, so resultiren nach den Eintragungen aus § 2. (11): 


3 
3Pp=_%—f 
(3) 3Qq—%—% 
3Rr=F—f, 


also durch die Combination von (2) und (3) 


= = oe = 


spP—". fH 3@ _ 3B 


Q q r 
ey ,. 2 3B 
) ne a a sale 
3 3 3 3 P3 
Schau k — £2 fT — 
P P Q q p 





(vergl. Gauss, a. a. O. 8. 471). 

Wir kénnten nun durch Eintragen in die 4fachen Produkte ebenso 
leicht alle iibrigen Beziehungen ableiten, ziechen es aber vor, der Ab- 
wechslung wegen einen andern Weg einzuschlagen. \ 

Vorher aber will ich noch eine Bemerkung machen, welche zeigt, 
in wie naher Beziehuug diese Gauss’schen Formeln zu der Modular- 
gleichung in § 2. (5) stehen, ja wie die Produkte derselben merk- 
wiirdiger Weise einzig und allein aus dieser abgeleitet werden kénnen. 


In § 2. (5) war: 





pP=pQ+rk. 






Hieraus folgt: 
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pe P?=pgqPQ+prPR 
7 Q? = pa PQ —qrQR 
r?R? = prPR—arQR 
und hieraus: 
(PPLEELE R= 2p P+ Gg Qtr RB) 
2(p'PY—rt Rg! Q)—=(p? P24 G2 +3 Rr?) (p? P?-+ g? @— 1? R) 
0 2(p! P'§— Qtr R)=(p? P?+3¢2 2+ Rr) (p? P?—@? 22+? R’) 
2(g'@'—p' PA R= Bp Pe +e Ete R)( ep P+ eR), 
Nun folgt aber aus § 1. (23): 
(p'—q') (P*—@Q) =r Rt 
p+ @Pt—p'P! — rR + gq 
riQt+t gt Rt = p' Pt — rt Rt — QQ! 
GR + rQi=p'Pt— +R, 


pP=q0+rR 
2pqPQ=pP?—PrR+ Pe 
2qrQR=pP?— PR — Pe 
2prPR=pP’?+rR — Ze. 
Trigt man dieses auf beiden Seiten ein, so sieht man, dass sich er- 
giebt: 


ferner aus 


c. e+ — —pP?— g@Q@—3rR 


und ebenso in den iibrigen Fallen, also: 


(f — =) (5 - 18 3”? R? 
(5) Ee) -P=30¢ 
@ *) a £)— apr. 


Wir hiatten schliesslich dieses selbe Resultat noch auf eine dritte 
Weise aus § 2. (4) herleiten kénnen, iibergehen es aber der Kiirze 
halber. 

\ Zerlegt man nun die Formeln (2) und (3) in der Weise, dass z. B. 


YS +S - 0m 


und beachtet die Beziehungen (1), so ergeben sich folgende neue irra- 
! tionale aT 








*) Vergl. Schering: Mittheilungen iiber den ILI]. Bd. von Gauss’ Werken. 
Math, Ann, Bd. I. S. 139. 
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/2-/2-V3 
V2+/%- 5 =0 
V5 +05 +VE~° 
ao. 
e_Yp—yz—o 
3/# P+ Vt — jz — =O. 


Es lassen sich nun die Resultate (1) und (6) immer zu je zweien com- 
biniren und es ergeben sich daraus 3 rationale Beziehungen zwischen 
je vier dieser peg So ist z. B. 
+ a a. ae 
03 VPs ~ VPp VaQ +VQq VPp 
Hieraus aber folgt: 
yp: = 2P le +P 
19° G+ 2g 


und ahnlich noch 2 andere Beziehungen. Wie man sieht, folgt aus 


diesen: 
qaPP + ppQQ + ppqq —3 PPQY=0 
(7) ppRR+rrPP—rrpp+3RRPP=0 
| qgRR—rrQQ-+ rrqq +3RRQQ —0 
(vergl. Gauss, a. a. O. S. 471). 
Andrerseits folgt ebenso aus (6) und (1): 


(6) 

















Qq_ «soe. 2 Pp 3P—p 
Pp P?+p?? os as ’? 
also: 
ey 2g pP 
2g P#-++ p* GQ 
(p? — 3 P*) (p? + P*) = —4pqPQ 


nebst den beiden entsprechenden Formeln; so dass wir hieraus erhalten: 
pi'—3 PP! =2pP(Rr — Qq) 
(8) 3Qt— qt =2qQ0(Pp+ Rr) 
r§— 3 R1=—2 Rr(Pp+ Qq). 
Noch eine Gauss’sche Beziehung ergiebt sich aus der Combina- 
tion der Formeln in (6) und (1) unter einander. Es ist: 


Q4 —~ +7 _ 3¢%4+¢% 
Pp” 2P? 3 P?+ p?? 
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also: 


Yq _ 3Q'+4' $1gte 


Pp 23P'+pP% ? 


also: 
6 P! . 3 
(a) pp + 2pP—*T FT 440, 
ferner: 
y%: qsés¢-@_ 3¢y-—¢_ 
Pp et as a 
also: 
Qq_ 3+ q'—-140'" 
Pp 2 pt — 2pePe ? 
also: 
Zpt ay wi 
(b) p P 2pP = Q4q 4Q4q, 


also durch Addition der Gleichungen (a) und (b) 
3P'+p!_ 3@'+q' 


Pp G4 
Auf gleiche Weise stellt man die Identitit her: 
3P'+p*_ 3R+r 


Pp Rr”? 





so dass schliesslich: 

@) tak _ gt+3Qi_ pt+sP 
lc lr 

(vgl. Gauss, a. a. O. 8. 471). 

Setzt man ferner in § 1. (20) 7 = y = 5 und triigt die betreffen- 
den Werthe aus § 2. (11) ein, so ergeben sich nachstehende 3 For- 
meln: 

ppQQ—4aaPP __ 2 VvpqgPQ 





pP—qQ 
PP—ppRR__ 9./-—p7z 
(10) or = =2yrpRP 
OG +9008 2. oy —— 
E+eg —-Vreee 


(vgl. Gauss, a. a. O. S. 479). 
Aus der Formel § 1. (17) 


8,4(x, q) + 4;*(x, g) — O(a, g) — (x, g) = 9 

resultiren fiir x =< und 7 = ; noch folgende 2 Beziehungen: 

RP: QP RQ 

Pp gp = r¢@ 

bed gp? reg 

Ptorp Rre=9 

Gauss hat diese see Beziehungen fiir die Dreitheilung nicht 
angegeben. Doch finden sich die analogen Formeln bei der Fiinfthei- 


= 1 








(11) 
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lung (vgl. § 4. (21), so wie wir auch schon in (12) 2 Abhingigkeiten 
ganz gleicher Natur antreffen werden. 

Wohl aber hat Gauss noch 2 eigenthiimliche Formeln ohne Be- 
weis angegeben, indem er die Gréssen: 


P, _ 4,(0, q') ? Qo - (0, q') ? R, = a, (0, q*) 


einfiihrt, welche den Gréssen P, Q, R coordinirt sind. Diese Formeln 
finden sich Band III, 8. 476 und sind: i 


[SPP—PoPe)* _ ys 4 (rary | 


{2 20— GoGo} gi 4 4 (Par), 


Indem ich mich bemiihte, auch diese Formeln, die etwas tiefer liegen, 
aus der Theorie der #-Functionen abzuleiten, bin ich auf eine Menge | 
eigenthiimlicher Beziehungen gestossen, die Gauss nicht angegeben 
hat, aus denen dann aber schliesslich nicht nur die beiden obigen 
Gauss’schen Beziehungen, sondern noch 4 andere ebensolche sich 
ergeben. Es sind diese Formeln bemerkenswerth, da links z. B. nichts 
weiter als P, und P, resp. Q@ und Q, etc., rechts aber allein die iiber- 
haupt fiir die ganze Theorie der elliptischen Transcendenten fundamen- 
talen Gréssen p, gq und r stehen. 





Setzt man in die Formeln § 2. (4) einmal 2 = ‘ » ¥=90, so- 


dann aber = 0, y =~ und im zweiten Fall fiir g qi, so ergeben 


3 
sich nach den néthigen Vereinfachungen folgende Beziehungen: 


RQ 


nyt] noe Veen 
BP. , 1/Pa@  /Ie@ 
B+ VG V3 — 


§ 4. (21); ferner: 


(12) 


vgl. hiermit (11), sowie 


P yrg— (22) { VRQ + VR 
Pjyra— rE) tov Re + VRQ} 
Q Vor = (2) { VRP,— VRP } | 
Q, Vor = (227) { WR,P,—3VRP } 
RVpi— (22) { YPQ — V P,Q) 
Rvpa — (22) (3/PQ — V PQ} - 


(13) 









3e- 


ain 


en 









ss Pi 


Aus diesen Formeln folgt nun einerseits: 
SPP—PoPy _ (par)! BoQe— 3 RQ 
= (S) =e 


2 rq 

(14) 3QQ—Q.Q _ (rary’ R,P,~ 3RP 
; = 

a 5 — (rary! PoQo— 3 PQ 
Pq 


als auch andrerseits: 


3P—P, =2 y®s Fo Qo (a) 


3Q@—Q@ =2 yee (rary 
(3 R— RK) —2/2& Psy 





(15) pa 
— (P—P)=2 22 . 
¢— a 2/2 <7 


/ 





aes Cae Ry) = 2 22 par) 


und hieraus: 


(16) 


V PLV Rye + VQR} =VP, {V By Q) + 
die 3 Beziehungen: 


VPP, vrq = (22) {VOR + VRQ} 


a) VO, Vor —(02") {Y PR, — VRP} 


VER, Vpa = C2) (VOR, —V PQ} - 


Combiniren wir diese Resultate mit (13), so haben wir folgende Be- 


ziehungen : 
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(3-P— Py) (8 ¢Y — %) (3R — Ry) =— 4 Pi QR, 
(P—P.) (Q-—%) (R-R)= 4PQR. 
Andrerseits aber folgen aus (13) mit Hiilfe von (12), da: 


V Pra WP +VP=C’) (VO +V 0} VE +VE} 
V Pra VW P—-V PCL) (7 UV} VE -VB} 
V Prd VP,+V3P)= (CH) (730+ G) VIR+VE} 
VP,rqVP,—V3P)—(°%) {V30—-VG} VWER—-VR} 
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ai os N ai ee ee es 

V Qer V2 +V%)=C%) (VP +VP 3} {VR —vY B} 
ag VO" V8 -1R)= var) (VP, VP} {VR +VR} 
Veuve VQ + V3Q)=(2) {V3P-+ PB} (VB, —V3R} 
V Qu (V G—V3@) = (22) {YP —V3P} {VR +V3R} 
VRpg VR +) RB) = (2) (YP +VB} MV 0 —-Ve} 
V Rpg VR—-VR)=@%) (YR —V P} {VR +7YR} 
VRopaW B+ V3R)=(’) {V3P+ VP} {730 —V OG} 





und hieraus: 


—2Y POR = P+VP)\V @ -V@V BR - VR) 
—2Y PQR =V P—-VP)\V @+VA)Y R +VR) 

2Y P5Q% Ry = (V3P+VP.)(V3Q—VQ%) (VR, —Y3R) 

2V Py QR, = (V3P—V Py)\(V3Q+V%)(V3ER+VR) 
(vgl. hiermit die Resultate der Fanftheilung § 4. (17) und § 5. (3) 


und (5)). 
Setzen wir nun in die Formeln § 1. (17) 


(19) 


4a Qa (a) 
San <= j im, ju C= =, 
also: 
ro w , a 
eee fut a gee 
S=mez+ 5; ¥ =< 3? # w ; 
Dann ist: 


3,? =, @) are, qy—* (=, 4) #(F ? a) 


=— 92(%, q) a, > q) + 9,2(% ’ a) a,(F, a), 
so dass nach § 2. (11): 


(20) rg? PP, — rp? QQ —pPRR, =3PQRP, QR, 


und hieraus: 


r (3,4) 


(21) 


,? 3 4) 


22(%,4) 


un¢ 


(22 





int 


let 
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FF, (?QQ,+@RR,) =—3RQORQ+ 7? 


(21) of (?PP,—p’RR,) = 3PRP,R,+ rp? 
RR (PPPy— pw QQ)= 3PQOPQ+P'@’. 


Ferner folgen aus § 1. (18) die Formeln: 
».2(Z,q) 0 (2,4) —0° (F,4) 0.°(F,0) =0,°(F,4) 2(F,4) —07(F,9) 8:°(Z,9) 
3.°(%,4),*(F,4) —5°(F,2) %*(F,4) = 9,°(F,4) ® (F,4) —0 (Fa) 0,°(G,4) 
b (F,9) 0:*(F,4) -0°G.a) * (Fg) = 92°39) 0°, 4) O° G0) "(GF 9) 


und hieraus mit Hiilfe von § 2. (11) 


! op. (QR, — RQ) =3QR+ B,Q 
(22) on (PR, — RP,)=3RP+ R,P, 
ER, (OP, — PQ.) =3PQ+ P,Q. 
Bildet man nun aber aus den Formeln (13) den Complex 
r(q? P Py — p? QQ), 
indem mau die zugehdrigen Formeln multiplicirt, sowie denselben 


Ausdruck aus (17), indem man quadrirt, und zieht von dem doppelten 
letzteren den ersten ab, so folgt uach Beachtung der Beziehung § 2. (5) 





@PP, — pPP, = pary' (3.R? + R,2— 4RR,). 


Wendet man fiir 3 R? + R,? —4 RR, die Beziehungen (15) an, und 
combinirt zugleich damit (21), so folgt: 


»gr\3 VP QPoQ._ RR, 
g PP, — pO = = 4(' 4") ree ¢ =? {3 PQP, Qo +p’ qv} 


[|  @8) {*PP,—pt RR, — 4°44) PRE, _08 {SPRP,Ry+r°p"} 


eins 
QQ +4? RR, = 4(Per) AO Ro@e __ FL0 {72g B ROR, Q} - 





Erhebt man nun die 1. .Formel in (22) ins Quadrat, so ist: 


qR*Q + Ry?Q,? + 6 ROR, = pips {RQ —ORS?, 
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4, (z+ 2y, q) 9, (22—y, g) = 
4 
=> ght ehiet?y % (S2-—uD, q°) @,(dy—2uB, q°) 
0 


& (x+2y,¢q) # (2x—y, 9g) 


4 
=>) HIgn cute & 2—pT, q°)  (by—2nB, 0°) 
0 


8, (z@+2y, q) ,(22—y, 9) 
4 
=>’ gehenieten $(52—"G,q°) ,(5y—2uB, q°) 
0 


& (x+2y,q) 4,(2x—y, q) 


4 
= > (Hiqneniety & (62—wa, q’) (5y—2yB, g') 
0 


&,(t+2y, 4) 9 (24—y, q) 
4 
=>) mremietsn 9, (6x—pB, 9°) 9,(5y—2uB, q°) 
0 


& (w@+2y,q) 3, (22—y, 9g) 


4 
=>) Aly tignenietn 9 (b2—pT, q) O(5y—2uT, ). 
0 


Setzt man hierein « = y = 0, so folgt nach einigen Umformungen: 





4q ,(@, q°) 8,(2 G, q°) = pp — PP 
(3) 4q 9 (@, q°) & (2, q°) = 02 — 

4q 3, (@, q°) #,(2 3, ¢) = rr — RR; 
ferner: 


24 {8,(@, q°) # (23, q') — & (G, q°) 8, (2, q°)} = pq— PQ 
29 {% (@, q°) 9, (2H, q*) — 8,(@, g') @ (25, q°*)} =rq+RQ 
2 q {9,(@, 9°) 3, (2G, q>) + 94(, g°) #, (20, q°)} = pr—PR. 


(4) 





Es braucht wohl nicht noch besonders darauf aufmerksam gemacht 
zu werden, dass q auf der linken Seite der Modul ist, wihrend g auf 
der rechten Seite das Gauss’sche Zeichen fiir #(0, q) bedeutet. 


Aehnliche Formeln wie in (3) ergeben sich aber auch sehr leicht fiir 


die reelle Periode. Setzt man in (2) «= = , y=), so ist: 


1) 


1°) 


rq). 


—_—_ 


rae ap rer rag ee 
Ate Ts , , - i rn ae a 
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bf 2a 7] Sass 
@,(7, q)#,("7,4) = red give > O(uT,q°) O(2ua, 9°) 


6)) o(7,¢)9 Gg) =@ +3 yee ® 9 wa,q) (2ua,q°) 


Quin 


—#,(7, 4) 9,(*7,q) = n4> qe & ,(u@,q°) (26 5,q°) . 


al 





®, (u@, q°) - d; (2u@, gq’) lasst sich aber in allen Gliedern auf 
qv, (@, q°) #,(2@, q°) zuriickfiihren, und dieser Ausdruck ist dann in 
unserem Falle behaftet mit dem Factor: 


on 2in 2in 
2in 4in 6iz Sin x £ 3 


e> +e5+4e5 +e5 di. mit * = ~— =—1, daeiz=1, 


F 
Fy —1 





Dann ist offenbar: 


a, (Z, «) a,(%, 7) = P? — ¢ ;(G, ¢) 4,(2 G, gq’) 
(7,0) * Fg) = +49 @,%) % 25,9) 
--9,(%, q) a, (72, a) = Rh? — ¢ 4,(G, q°) 9,(2G, q’). 


Hieraus folgt mit Beriicksichtigung von (3): 


40,(F, 4) O5(, 9) =5 PP— pp 
(5°) 49 (%,q) * 77,4) =500 —a4 
49,(Z, 7) @,(=, 4) =rr-OkR. 


Wenn wir aber in die 3. Formel von (2) statt x und y a+ 


und y+ ; setzen und dann # = = y = 0 nehmen, so folgt, da nach 


§ 1. (6) 
5, (x — wD, gq’) = 9, (UG, q°) 


“=4 Quin 
o,(%, q) *z,q)= Py (—Ipequte > (UG, q°) 9, (2uG, Q°). 
ul 
Vermige § 1. (3) lassen sich nun die vier Glieder rechter Hand alle auf 
q9, (@, q°) #,(2 @, q°) reduciren, Davon ist aber das 1. und 4. Glied 


negativ, das 2. und 3. positiv, also haben wir: 
Mathematische Annalen. VII. 22 
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2inz din Gin 8inz 2in —2in in —in, 
—(e® )—(es 


—e®+4e5 te5 —e5 am +e 5 +e5 





set ae 4) fae —14+V5 1+V5 78 = 
=—?2 (cos = + cos *) =——?2 (=! 7 + 1+ Fs) =—)y5. 
Es ist also: ay 
2 z ; ‘ 
(6) — (7,9) (2, 2) = 4/5 (a, 7) #25, 9°). | 
Ks ist also jetzt nur noch iibrig #,(@, g°) #,(2@, q*) herzuleiten. = 
Setzen wir in § 1. (20) x=20 y=@ und fiir gq qg® und mul- = 


tipliciren mit 16 q?, so ergeben sich mit Hiilfe von (3), sowie ‘fir 





oo ,¥ == mit Hiilfe von (5) folgende Beziehungen: 

(PY —(@— QP 4 Re — RB) 

-— Py —e— RP ~tF"— &) 

(7? pes R*)? 4- (¢? ? )? am 4 P? (p*?— P?) 
(7) (5 P? -— p®)? — (5Q gy? =4r2(5 R? — r?) 

(6P? — py? — 6R — r’)? = 4G (bY? — 9’) 

(BR? — +2)? + (5Q — q?)? = 4p?(5 P? —p’); 
ferner: 

16g? 9,2(5, q°) #2(25, q) =— > ae(%, a) ar, q) 

(8) = (r?— R)(r? —5 PR) 


(7? — @) @ — 5) 
= — (p’— P*)(p? — 5 P*). 

Ferner aber folgt aus (7) 
p—2p P+ Pi A+ or R— RHA — 4, 

also nach § 1. (23): 

9) - Q*) (? —5Q") 

, = 2(PPpp—QQqq—RRrr) = 16g 8°(G,¢°) #729, 9°). 
Wenden wir hierauf die 3 letzten Formeln aus § 1. (14) an, so ist: 

(g? — @) (q? — 5@*) = 4 {8, (0, 9°) (0, g") — (0, g*) 0, a")} 

also: 

(10) 2q4,(@,q°) 9,(2, 9°) =, (0, 9g?) 8,(0, q") — 8,(0, 9°) 8,0," =V. 
Jetzt werde in die Hauptformel § 1. (8) a—1, 6B =5 gesetzt, 


so ist dann: 


oti} 
95 (x, g) 93 (y, 9°) => git 2uiz§, (xt y—wo,q*) O,(52—y—5uB, g*"). 
#=0 
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Setzt man hierein statt q q¢? und «= > y =O und reducirt auf 

>. gehdrige Weise vermége der Formeln § 1. (3), so ist: 

q* 4,(0, q’) 3, (0, q'”) = 24, (@, q'*) a, (5o, q’*) + 2q' 8; (3G, q'’) 6, (15a, q*) 
+ 2g" 0;(5G, q") 83(25G, q™) . 


- so folgt: 


Setzt man aber x =0, y= ; 





iten. 
mul- 1? 4,(0, @?) 9,(0, q'") =2¢? (53, q'?) (53, ¢™)+2¢'9,(30,q'") 0,(153,q™) 


fiir + 24" 83 (G, q'*) (253, q”). 
Subtrahirt man beide Formeln, so ist: 
qi V = 2 {8 (55, q) — (5%, g} {9 (@, g'*) — %(@, q")} - 
Mit Hiilfe von § 1. (6) folgt schliesslich: 
3 (0, g°) 3 (0, g"°) — 8 0, g°) 4,00, 9") = 2 @? 8 (@, @°) %(55,9"), 
also nach dem Vergleiche mit (10) 
(11) q 9, (@, q°) (5B, gq") = 8,(G, g’) (29, 7’). 


Diese elegante Formel ist fiir die ganze nachfolgende Entwicklung 
wichtig; der Grundgedanke fiir ihre Herleitung riihrt von Herrn Prof. 
Schréter her. Es findet sich diese Beziehung auch schon bei Jacobi, 
der auf einem ganz anderen Wege, nimlich durch Productbeziehungen 
zu ihr gelangt ist. (Vgl. J. Jacobi: Ueber unendliche Reihen, deren 
Exponenten 2 quadratische Formen haben: Crelle’s Journal, Bd. 37, 
S. 92, Formel 21.) Ich werde spiiter in einer allgemeinen Unter- 
suchung zeigen, dass sich eine allgemeine Formel fiir alle ungraden 
Zahlen angeben lisst, von der (11) nur ein specieller Fall ist (vgl. 
§ 9. (12) und (13)). 

Da nun nach § 2. (11) 


4 . 4 
hs igt 9,(a, g) = (2) , 
ist: so ist: 
! , PQRY 
(12) q 9, (8, 9°) (2%, g) = — PUTO). 
Dann ergiebt sich also aus (12) und (8) 
mf. (rr— RR) (rr—5RR) 


ett, (13) = (ga—@Y) (ag—50Q) 
= — (pp— PP) (pp--5 PP) = (16pqr PQR) 


>), und aus (12) und (9): 


) (14) 2np PP—2qqQQ—2rr RR = (16 pgr PQR)t 
22* 











340 W, Gérixe. 


(vgl. Gauss, a. a. O. 8. 475. Zugleich ist zu bemerken, dass sich 
an der betreffenden Stelle ein Zeichenfehler findet). 
Diese letztere Beziehung: 


2pp PP— 2qqQQ— 2rr RR = (l6pqrPQR)i 


ist sehr interessant, denn sie giebt Gelegenheit, die Modulargleichung 
fiir die Transformation fiinfter Ordnung in einer neuen Gestalt dar- 


zustellen. Setzt man die Werthe aus § 1. (2) ein, also z. B. gan 2k", 


Q=— fs db ote, so ist: 
wd + x,a, + 2j/4xdu,d4,=—1, 


so dass also diese Modulargleichung sich in 4facher Gestalt darbietet, 
denn es bestehen noch die 3 Formen: 


Vad (Yu—Y ad) = fx, (V4,—V%) 
Vx —Vi = j/4x,4, Yur 
Vi, —V%, = V4nd Yuya, 


(vgl. Schréter: Ueber die Modulargleichungen Crelle Bd. 57, 8. 378 
so wie de aequ. mod. 8. 16; sowie auch Fund. nov. S. 69). 

Aus den Formeln (4) lassen sich mit Hiilfe der Formeln § 1. (21) 
nun ihnliche Beziehungen angeben, wie in § 3. (7) fiir die Dreithei- 
lung. Quadrirt man nimlich die 3 Formeln in (4) und setzt z. B. fiir 


8,°(G, g°) #(2G, q°) + #(G, g) 9,7 (25, 9’) 
seinen Werth aus § 1. (21), niamlich: 
— P* 923, 9°) 0%, 9g) + EF 9,(2B, q) 9,(B, 9°) 
so ergiebt sich: 


PPqq + QQpp + 4pq PQ — ppgg —5 PPQQ=0 
(15) {| PPrr + RRpp+ 4prPR — pprr —5RRPP=0 


CQ@rr + RKqq+ 4qrQR —qarr —SQQRR=O0. 
Es folgt ferner aus § 1. (19) 


23(G, 9°) 9(@, 9°) %(0, 9°) %(@,¢°) = PQR4, (29, q°) 
29(2G, q°) 9, (2G, ¢°) 9,(2G, q°) 93(25, 7°) = q > POR 4G, 9’) 


und 
20(=, 4) o,(~, 4) ® (4, 9) ®(%, 9) =pare, 2,4) 


29(%2 9) %(* == ¢) %(- “2, q) #,(2 4) = par, (<, 4) 





(16 


die 


(17 


bei 
fol 


als 


Re 
sek 





so 












(18 








ee 
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Multiplicirt man die ersten beiden Gleichungen mit einander, so 
wie die letzten beiden, so ergiebt sich nach Anwendung von (3) und (5) 


; {oe— 2P (QQ@—4qq) (rr —RR) =16P° QR? 
(18) wp — 5 PP) (qq — 5QQ) (rr — 5 RR) = 16p*q?r?. 


Es wird sich dann spiiter zeigen (vgl. § 5. (4) und (6)), dass sich 
diese beiden Gleichungen noch weiter zerlegen lassen, indem naimlich wird : 


(p— P) (a+) (r+ BR) =4PQR 
lio + P) (Q—4) (r — R) =4 PQR 
(V5 P—p)(V5Q0+q) VSR+r)=4par 
(V5P + p)(V5Q— 9) (r —V5R)=4par. 
Wir gelangen nun zur Darstellung derjenigen Beziehungen, welche 
bei Gauss das Hauptinteresse in Anspruch nehmen Aus § 1. (13) 
folgt nimlich: 
VPQ 9, (2, q'") = 9,(G, ¢q°)  9,(@, @’) 
VPQ 3, (40, q'°) = 9, (2G, q°) 8,(29, q°), 
also durch Multiplication und Benutzung von (3) und (12): 
PQ {4 #(0, q*) (0, g*) (0, g?) #0, q'*) H (0, g'°) 45 (0, g'°)}4 
= (tpgrPQR) (? — R%). 
Reduciren wir #(0, q*) etc. nach den Formeln § 1. (14), so folgt 
schliesslich: 


(17) 


F APQR 
a (part 


Durch die anderen Beziehungen in § 1. (13) kann man auf dieselbe 
Weise die Differenzen QQ — qq und pp — PP als Product darstellen. 
Beachtet man (13), so folgt auch fiir rr—5 RR etc. ein Product, da dort 


(rr — RR) (rr — 5 RR) = (16pqrPQR)i. 


rr —-RR= 


Setzen wir 


aport_ 4 (avant _ op 


(apgrt 7 apert — 


7 A P@QR 
AB =(l6pqrPQR, F= a , 


so dass also: 





Danu folgt: 
44 9,(, q°) (2%, y) = pp— PP = AB 
(18) _ @,@) # 25,4) = @@—ag =A 4 


4q 9, (@, ¢°) 9,(20, g) = rr — RR = 4y 3 
























W. Gorine. 


4 9,(=, q) o, (=, q)=5 PP—pp=—BY = neter 
re ) $l 
(19) 49 (F,a) oq) =500—-a—ny & 1 man | 


49,(%, 9) %(%,q)=rr —5 RR =BY* 


(vgl. Gauss, a. a. O. S. 475). 

Addirt oder subtrahirt man immer 2 entsprechende Formeln in 
(18) und (19), so entstehen sechs sehr symmetrische irrationale Be- (22) 
ziehungen, die denen in § 3. (6) in gewisser Weise analog sind: 




















(QR |, f/(ar® V2: PP) 
qr + h — 2pp 0 
(Qe (qr Gi (2 pp) 
+V 3 2PP ~~ 0 
> 4 Ji» 
. ~ 1% (PR) “ / 2 ~ y as aa etwa 
(20) 1 a Be af. ™ har 
: (pr) qq _ : 
+ ie .. V 2QQ hom 
: as 2RRY lung 
er ro - y= = 0 nocl 
Pq PQ 2rr 
t/ (PQ (pq) f/ @rry ne 
oy “aa F eT ae =? ah 
Pro 
(vgl. Gauss, a. a. O. S. 475). noc 
Wenn man aus § 1. (17) die Forme] nimmt: stir 
5,7 (x, q) 8,7 (2%, q) + 3,7 (x, q) 8,7 (2a, q) — (a, q) # (22, 9) 
— 8,? (a, q) 9, (2x, q) =90 
und setzt hierein einmal =o und qg*, das andere Mal x = ; und 
benutzen die Beziehungen (18) und (19), so ergeben sich noch 2 ele- 
gante rationale Beziehungen, niimlich: ( (22 
ia 2. 2 ae a. 
Q R P ~~ PQR 
Q of. BF one cde: 
(21) q r Pp pqr } : 
FO, 22 30_; =. 
rq a 
ot P PR —- i= ashes 2« 


(vgl. Gauss, a. a, 8. 475 und 477; sowie auch § 3. (11) und (12)). 
Wenn das System (18) zuerst mit PP, YQ, RR, sodann zweitens 
mit pp, gq, rr multiplicirt wird und man die Gleichungen in geeig- 


ee 

















OO — 


ee 
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neter Weise subtrahirt oder addirt, so dass die Beziehung (14) und 
§ 1. (23) anwendbar wird, und ebenso mit (19) verfahrt, so erhilt 
man schliesslich noch folgende 4 Beziehungen: 


VvP + Vie — Vk on}. CRO. 


(4PQR)t 
B _ fF _fP® Ly tpand 
R Y Rk (4PQR)t 
(22) und — 
/ Pps — Qa’ Rr —4 “PER 
V Pe — fOr + V Rr = SEER 





J@ __7/P) _ fF 4 GPort, 
Va V p V r : (4pqryt 


Wir sind damit am Abschluss der grésstentheils (mit Ausnahme 
etwa von § 3. (10 —24)) durch die Anleitung im mathematischen Semi- 
nar erreichten Resultate. Ich habe hierbei lediglich nur das redac- 
tionelle Verdienst einer einheitlichen und méglichst priicisen Darstel- 
lung, und spreche daher Herrn Prof. Schréter an dieser Stelle 
nochmals meinen Dank dafiir aus, diese schénen und eleganten Resul- 
tate hiermit verdffentlichen zu diirfen. Die nachstehende Untersuchung 
in § 5. iiber die Darstellung der Theilwerthe der Fiinf einzeln, deren 
Product wir bis jetzt erst in (18) und (19) kennen, ist zwar auch 
noch von diesen Uebungen aus angeregt, jedoch von mir ganz selb- 
stindig durchgefiihrt worden. 


§ 5. 


Die einzelnen Theilwerthe. 


Wir haben vorher noch einige Hiilfsformeln -abzuleiten. Aus § 1. 

(22) ergiebt sich: 
PQ {9(2, q’) 33(y, @°) + 4; (a, g°) Fly, q°)} 

=20(2t4, 9°) 0254, @) 0, C4, 0) 075% 2). 
Setzt man hierin x= 20, y = @ und reducirt die rechte Seite nach 
§ 1. (4), so ist: 
2q {#2G, @) (@, @) + 95(29, 4) H(, 7); 

1 5 5 ‘ 5) f ; (6 
aie 4q? 9, (G, q°) 4, (2G, q°) 8,(G, g’) %(2H 4’) 


= rn (829%) 































W. Gonrine. 

Nun folgt aber aus § 4. (20) und (21) 
4 

R (Pate) — © (PQ — pa) = Op — Pa). 


Da dieses ebenso bei den beiden analogen Formeln statt hat, so haben 
wir: 





‘ . —P)(q+Q)—(q—@)(p+P 
29 {9,(a,q°) & (20,q°) + 9 (@,q°) (23, q°)} —P-PUte > Oot" 





. r—R P)—(»n—P R 
(1) 12q{8,(@,9°) 0,(2, 9°) — 9,(@,q°) 0,23, q°)} — C—O FP)—(P— POR) 


241% (@,q°) 9,(23,9q°) +4 (23, 9°) 9,(a,9°)} = (r+h)(9+Q) — sa (q—) 
Aus § 4. (4) aber folgt “ 
29 {9,(3,¢°) & (20,q°)— 8 (@,¢q°) 9,(20,9°)} =? —Eie+ St — Mer P)| 


2) 124 {9,(@,¢°) 9,20, ¢°) + 4,(G, 9°) (2, g*)} = B+ P+ 2s 


2y {o (@,q°) $,(20,9q°) — 3,(G,9q°) (20,q°)} —_ PAGE OL ee Bia ® 


Durch die Addition und Subtraction der entsprechenden Gleichun- 
gen in (1) und (2) folgt: 


4q 4,(@, q°) # (20, 9°) = (p — P) (q+ Q) 
4q 8 (@, q°) 8;(20, 9°) = (p+ P) (0 — 4) 
(3) 4q ,(@, ¢°) 9,(2G, 9°), = (p+ P) (r — R) 

4q 4,(@, 9°) 9;(2G, q°) = (p — P) (r + #) 
4q 9 (@, q°) 9,(25, g°) = (r + R) @+ QY) 
4q 9,(@, q°) & (25, q°) = (r— R) (Q—4). 








Multiplicirt man hierin die 1. und 4. Gleichung und beachtet § 4. (3), 
so ist: 
(yp? — P*) (r — R)(Q—Q) =(p— PP +04 £), 
also in Folge von § 4. (16): 
a 
(p-- P)a@+Q@r+R)=—4PQR 
eine Formel, die wir schon in § 4. (17) angefiihrt haben. 


Ganz ahnliche Formeln, wie die in (3) und (4) bestehen aber 
auch fiir die reelle Periode. Setzt man namlich in die 3 letzten For- ~ 


(4) 


meln § 4. (2) einmal 7 = +) y = 0 und dann y = =) xz = 0, so re- 


sultiren folgende sechs Formeln: 


r+R) 


q—Q) 


p+P)| 


r+) 


—1— Q) 


P+P | 
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M=4 4min © 
#,(2,q)® Fo4 aie PE+ > Ijvguwe & & (uD, q°’) 4,(2uB, q’) 


ai 
nu 2a S oe 
a (7,0)%(2,4) = PQ + >\(-1¥ give > & (wG, q°) ,(2uG, 9°) 
ual 
ux4 4uin 
2 =ESe : 
9,(7,9)%,(7,¢) = RP+>' give > B,(u@, q°) #,(2uG, q°) 
ul 
2 aA=6 auin . 
— #,(2,¢) a,(7,0) = kRP+»’ ge > (UB, g°) 8(2uG, 9g’) 


ast 


2 . “4 2uin é 
~9 Fa) (5 ,4)= RO+ > (lyme > & (ua, q°) O%(2ua, 9°) 


al 
1 2a NS sacs P 
9:(F,0)9 Fog) =RO+S(—lyrqne > & (ua, q*) (2B, 9). 
a=1 
Fiihrt man diese Summen aus, so treten als Factoren cos = und 
cos =™ an die Glieder. Fiihrt man schliesslich die Werthe dieser ein, 


5 
Vo+1 Qn Vs—1 


a : 4 . . 
nimlich cos ~ os = = —;—, so wie die Werthe aus den 


Systemen (1) und (2), so folgt: 

4,(%,¢)® (2,4) =(V5 P+») V5Q—%) 
49 (Z, 4) (7,9) =(V5P—»)(V5Q+D 
49,(7, 4) 0,(°7, 9) =(V5 P—p) VOR+1) 
40,(%, ¢) (2,9) =(/5 P+ pv) ¢ —V5RB) 
49 (%, 4) 0,(2, 4) =(V5Q—@ (x —V5R) 
49,(7, 9) CZ, =(VOR+7r)(V5Q49.- 


Multiplicirt man hier wieder die erste mit der vierten Formel und 
beachtet § 4. (5) so ist: 
{ (V5P—p)V5R+r)(V5Q+4) 
= (V5 P+ p)V5R—r) (q—V5Q)=4 par 
eine ebenfalls schon § 4, (17) angegebene Beziehung. Es wiirde sich 


nun eine Darstellung fiir #,(@, q*) etc. ergeben, wenn man die For- 
meln § 1. (17) benutzt. Es wire dann niamlich: 


3,4(@, q°) — 8,1(G, 9°) = @ (2G, gq’). 


(9) 





(6) 















W. Gonrine. 


Multiplicirt man dieses mit 4'g'#*(2@, q5), triigt links die Werthe aus 
(3) ein und reducirt durch die Beziehung (4), so ergiebt sich: 


44¢' (25, g°) = QP'R! (=a) — Gr) } 


449 (a, q) =QP'R (G 5) — (3) } 


Ebenso wiirden die iibrigen Formeln fiir ,(@, q) ete. sich ergeben. 
Da diese Beziehungen aber wegen der Differenz von vierten Potenzen 
ziemlich unbequem und auch mit den friiheren Beziehungen schwierig 
in Einklang zu setzen sind, so iibergehen wir die weitere Darstellung 
in dieser Form. 

Setzen wir nun aber in die Formeln § 1. (22) einmal c=y=@ 
und dann z = y = 2@, so erhalten wir folgende Beziehungen: 


29 (@,q°) 9°, 9g) = P?Q4 (25, q°) + OPA, (29, q°) 
29° # (2G, q°) 9,120, 7°) = Y P4,(a,q°) — P?Q% (G,¢') 

29,(8,q°) 90,9) = P?RO,(2G, 9°) + FR? P 4,20, ¢°) 
2¢° 8°26, q’) 4°25, 7°) = P?RO(G,¢q°) + RP 4a, q°) 

28 (@,q°) 9,(G,9°) = RQ 4,20, ¢°) + R’°Q8 2G, q’) 
2q° # (20, q°) 0°25, q') = YR 8,0, 9°) — RQ 4 (G, q°). 


(7) 








Setzen wir nun zur augenblicklichen Abkiirzung: 
a(G,q°) =z, 5,(0,¢°) =, 
a(20, 7°) =y, , 9, (25, v) = 
p—P=—B, (C—-g(P+r)=A P?QO= 


Y—Y=—A, (P—P)/Gt+@M=—=B OVP=s 
und combiniren die 1. Gleichung in (8) mit (3) und mit § 4. (3), so 
haben wir: 
22° x? = ay + By, 
4qz,y, = B, 
4qzuy =A, 
4quy, =A; 


also hieraus: 


2arx? ay + io. 
8qx'xa,3—4qary+ PpA=—aA,+ fpA=—=M. 
Nun ist: 


& |S 
| 
bal be 


=—L, 


also: 









Aus 
9; ( 
dav 
ein 





























Ueber die Theilwerthe der Jacobi’schen Thetafunctionen. 


Trigt man alles ein, so os hieraus: 


Aus den obigen 4 Gleichungen ergiebt sich auch #(2@, q*) und 
%,(2@, q°) jedoch in anderer Form wie #(@, q°); wir werden spiter 


davon Gebrauch machen. In derselben Form aber liefert diese Gréssen 


8g (wg) = =O {Pat e+ pt P)} 
89,°(@, g) =P {Pa +O + Opt P}. 


ein zweites System, uiimlich:~ 


Verfahrt man nun mit den andern beiden Gleichungen in (8) ebenso 
und combinirt sie immer mit (3) und § 4. (3), so ergiebt sich schliess- 


2¢ yy? = Bx, —ax 


4q x2,y, =B, 
4quy =A, 
4qauy =B. 


lich fiir jeden Theilwerth eine doppelte Darstellung in der Form: 


(9) 





8q 04, 0) =P UP” {P+ @) + Ot P)} 


— 

_ Se »-+ P)* 
Rpt” {Rp — P) + Pv — B)} 
89°92, 4") = ro ce ae 
— PRs poe ‘ oon call 


8g P(g) = PORTE {Pg + Qt pt P} 


Agito {R(Q— 4) + r+ B} 


8q' 0 (2a, y*) = ~OETE {ep — P)— PQ— aw} 


— BACT # {Qr— RB) — Ra + O} 


84 9,°(a,q°) — PACTS {R(p— P) + Pr— B)} 
: — CRU {RQ — 9) + O¢ + B} 


8q'9,°(0, 9) = PACT {R(ip+ P)+ Pr +B} 


— Ca” {er — RB) —R@+9}. 








Beachten wir nun, dass jedes der Systeme von je 4 Gleichungen immer 
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noch 2 Wurzeln liefert, so ergiebt sich eine weitere Art der Darstel- 


lung: 


(10) 


Nimmt man also noch (7) hinzu, so haben wir 5 verschiedene 
Aus diesen Formeln lassen sich die 
friiher erhaltenen rectificiren und sie enthalten eine Fiille der eigen- 
thiimlichsten Beziehungen, wenn man erwigt, dass ja p, P etc. simmt- 


Darstellungen fiir unsere Gréssen. 
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tpigs A -f. (f—Py 
4° g' 8°29, @°) = pop— Ps Plat O+ OP FP) 
a. . - See .. . ae 
PR(p+P)  R—P)+Pr—R) 
6 oe re eee 
4°q°9°(9, 7) = poptPS  Qp-P—PO-o 
i re. ae 
= PR(p—P  Rp+P)+ Pr +R) 
iyi ges ed A Nk. 
g's 29, 0)— Bog@—m Pat O+0@FP) 
a. ee 
~~ ROG+O® R(Q—D+tQr+R) 
mS «eee. Gee : 
Aq (0) —pQqto  W—P—PO-® 
oi ee. si =e. 
= P@—-a OF —-R—RG+O 
3; 2(p— P? ee (r?— R25 
4'¢' 8(29, ¢ )= PRO _— RP R(p+P)+ P(r+ R) 
ae Loe 
RQ +R  Qr—R—RGT+Q) 
_ Serr, 2 ee 
Hq' 82%, 0) = PREFERS R— P/F PCB) 
er. a ee * 
~ RQY—RS RQ—*+ QO +R) 


lich unendliche Producte und Summen vorstellen. 


Auch die noch fehlenden beiden Werthe fiir #,(@,q°) und @, (2G, g°) 
Aus § 1. (19) folgt: 


2° (B, q°) 8,°(@, q°) 9,°(@, g°) = PPO R® O(0, 9°) ° 


ergeben sich jetzt. 


Setzt man hierein die passenden Werthe aus (9), bezeichnen den Factor: 


{P(q+@)+ Q(p+ P} {R(Q—g)+Or+B)} {R(p—P)+ P(r—R)} 
=f 


und beachten, dass nach (4): 


(p—P)\¢+Q(r+R)=—(p+ P)(Q—g(r— Rk) =—4PQR, 


30 ist: 


4q° 3°20, q°) - POR = FH, q°) 


#,°(20, ¢) 








also, 


so f 


(11) 


zu 
der 
geh 


(12 


5 














also, da nach § 4. (12): 





so folgt: 
PQR 
q 3° (wg) = ie 
) (1) ne 
q'9,°(20, 7) = 1 spoR: 


2 3° ‘neh (= 

“=, 4) 0; (FF 
9) Os (F, 
20. (Fa) 08 


2 oe (2, 4) a,° (= 5 


23° 


2 0,2 (4 








q° 3,° (@, g°) 8° (2 @, g’) = — 


,q) = 1p % (= 
4) = qd (C=, 
20° (4) 0 C4) = 8 (54) — re, (F4) - 


Setzen wir wieder fiir den Augenblick: 


Ueber die Theilwerthe der Jacobi’schen Thetafunctionen, 


(eur POR 


+ 


‘ ear POR, 


pee Seep. 


a) =a CF, a) +9 CE, 
14) = @p%, (=, q) + p24 (4,4) 

0) = ipa, 22,4) + 27 C9 
14) — pr®, (7,4 


q) + @re,(, 


Es bleiben nur noch dieselben Beziehungen fiir die reelle Periode 
zu untersuchen, und zwar mit Hiilfe von (5). 
derum ein mit (7) analoges System aufgestellt werden. 


Auch hier konnte wie- 
Dieses _iiber- 


gehen wir. Analog dem System (8) ergiebt sich nun gleichfalls aus 
§ 1. (22), wenn einmal 7 = y = =, das andere Mal 2 = y = ae 


q) 


) 
4) 
) 


a(4,q) ==, ,(%,q)=%, a2, a)=y, a,(7,g=n, 
5QQ—qq=4,, 5PP—pp=B,, (V5P—p) (V5Q4+QO=B, 


so haben wir: 


2 wa? = ay + By, 


{ 4zy =A, 


4a,y = B, 
4a2y,=—B 
und hieraus wieder: 
8a%x3=ad,+pB=M, *—*—L, 
8a—= TF, 825—ML. 





Formeln wie in (9). 





Setzt man nun wieder hierein die Werthe, so erhilt man analoge 
Da dasselbe Raisonnement fir die tibrigen For- 
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méln in (12) gilt, so kémnen wir sofort das resultirende System hin- al 
schreiben: 
8 9,5(% 4) — PUP +P” sy (y5Q— /5P—p)! | 
(= ,9) Wire {p(V5Q—9) +40 P) 
= PSP HP* fr (V5 P+p) + p(VOR+")} 
(r — V5 R? 
, 3(2% _ pq(\VsP— py J BC 
8 0,°(°*, 4) Veo war 1 V5P+) + V5Q+M} 
an 27(VoP +p? 5 P—p)—p(r—/5 R)} 
—  VERL or \” (V5 P—p)—2 (r—V 6 B)} 
5 (= ware pq(VsQ+ 9% f a a /F P— 
80 (5,4) = (50-9) +45 P—p)} 
= “TRO—W" fy (75 044) +4(r—V5R)} 
(13) ea 
189s (2%, 9) — wee-a | ? 
80 (Fg) — Pe {a5 P+) +P V5e+a} | 
a ar (V5 Q+a3 Rd: f- a q 
— Vim '~UVoR+n+r(V5 0-9} ! 
5( = co pr (r—V5 R) WE /B Z 
8 , (=, 4) ake ey {r (V5 P+p)+p(V5R+n)} 
— 12ER+ {4 (7¥5Q4+4) +47 —V5R)} 
(Vi Q — 
22 p 5R ° (= / 
8 @,'(F, 4) = ee TERt®? {6 (V5 P—p) -~p(r—V5R)} 
on £2. —V BR 5Q-g—a(VoR A 
Veorgr 1 (Y5Q- 9) —a(VER+N} . ) 
Die den Formeln (10) analoge Darstellung iibergehen wir der i 


Kiirze halber; sie ist aus (13) leicht herstellbar. 
Schliesslich folgt noch aus § 1. (19): M 


a, q) 

a, (2 ’ a) 

Trigt man nun passende Werthe aus (13) ein, dergestalt, dass sich 

nach (6) gewisse Factoren fortheben und setzen: 

{p(V5Q—4) +4(V5P—p)} {r (Y5Q+ 9 +4(r—VY5R)} 
{r(V5P+p)+PV5R+r}=G, 








2" 95(=, q) 9,°(7, q) 9,°(%, 9) = 16 p'ger? 







so ist: 





405(°, q) vg? ‘r= GO? = q) : 





Peers se T%0 cr eM = eae a nate 




















Ueber die Theilwerthe der Jacobi'schen Thetafunctionen. 








Nun folgt aber aus § 4. (6) und (12): 


9° (Z, ¢) 092, 4) = + 2% 5 (ear POR) 
also ist: 


t = a (=. q) — Pat V5 pra yan? 





22 VG 4 
’ 51) = Spar V 
§ qr 


e | 


jeer? Perit 








Teal 


§ 6. 
Die Siebentheilung. 


Gauss hat fiir die Sieben keine den im § 3. und § 4. dargestell- 
ten analoge Beziehungen angegeben. Wir werden zunichst versuchen, 
¢ solche Relationen, die jenen friiheren ahnlich sind, auch hier abzulei- 
ten. Gemiiss § 1. (25) bedeutet dann hier: 





P=%8,(0,¢q), Q=8@(0,¢), R=4,(0,¢q'). 
Wenn wir in § 1. (9) 4 =T setzen: so resultirt: 


4, (2, q) Fs (y, 9") 
—— +f 
-»>’ qh euie F(x -+-y —uG,q°) 8; (72 —y—T 4G, gq”) 


u=0 
|  (a,q) O(y,q") 
| “u=T 


i | =» (—1) gt" Bute; (e+ y—wD, q°) B; (74 —y— TG, 9) 4 


iW uo 


B, (x, q) 


— 

_ 

— 
~ 


€ 
eS 


1S 
ll 
i 


I 


: qh“ enix d, (e+ y— wD, q*) O(72@—y—Te Gq) 


Il 
i—J 


9; (2,9) 


+ 
= 
Mm 
— 





(— 1H qu eu &, (x-+-y— w B, g°) Os (Ta—y—T 6G, 9g”). 


= 
ll 
S 


: ne 
= — i a 
S—S——_ 
Il 
a 
1 





Durch Addition und Subtraction der beiden ersten Formeln er- 
giebt sich: 


iPad 4 oh 


ee, 


rae 


Syd 


pe | 


; 
4 
4 
re 
1 
3 
4 
+ 
43 
i 
| 
j 





os, | ei yun 


: ak ai 
- Pa SS ied 7 
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5, (x, q) F3(y,9") + F(x, q) Fy, 9") 


u=3 
=? Poy qihn ctuiz &, (wt y— 2ua,q°) o,(7x —y—14ua, 9°) 
“uO 
®; (x, ¢q) 5(y, 9") — O(2,q) O(y,q") 
aus 
sar 2>) qeut MV eQutvie d(x y—(2u+1)G,q°) 
u=0 - &,(7a—y —T (2u+ 1l)u@,q*"). 


Wenn man nun rechts die Summen ausfiihrt und die Moduln q°® 
und g° mit Hiilfe der bekannten Formeln: 


2 a, (2 x, q') = 9; (2, Q)Q+% (x, q) 
29, (2 2, q') =; (2, q) — 9 (a, q) in § 1. 6) 


auf die Moduln q'* resp. gq? reducirt, so erhilt man nach Anwendung 
der Periodenformeln in § 1. (3) und (4): 


4, (22, q) 9;(2y,q") + O(22,q) F(2y, 9’) 
= 4 {@(Ta+y,q")+ % (Ta+y,q")} {9;(2—y,@)+ O(x—y,@)} 
+ $ {8 (Ta+y,q")+i8,(Tx+y,q")} {0 (e—y,@) +i 9(@—y,q?)} 
+ 4 {8 (7a+y,q")— # (Ta+y,q")} {8 (2@—9,@)— O(a—y,@)} 
+ 4 {8, (72+ y,q")—id, (Ta+y,¢q")} {93(a—y, 2) — iO (a@—y,@)} 
9,(22,q) 9;(2y,9q') — (22,9) #(2y, 9’) 
=} ae {8 («@—y—F,@)+ 8@—y— 4, q?} 
‘ {, (Tx+y— *, q') + o(7 ety—?, q'*) f 
+ 4ae* {9 @ —y— F, a) +19 @—y— Fa} 


{a Tap+y— "2, g+ia, Te+y—,a")} 


+ 4e*{@ (@—y— +, q)—O(@—y— 9%} 
76 


{9 (Ta +y— Bq) —o(taty— &, gi} 


+ 4 qet# {8 @ —y— 2, @’) —i% @—y— 7 Pj 


{9 (Tx + y— Sq") — ia, (Ta +y—, gi}. 


Hieraus folgt: 
| , (22,q) , (2 y, g") + B (22, q) F (2y, ¢’) 
= 6 (@—y, 7) a (Te#+y,q"4)+ 9 w@—y, 7) o (Te+y, q") 
+ ® (c— y, g) % (Tx + y, q") — 4, («—y, @) o, (Tze +y, g") 








3) 














Ueber die Theilwerthe der Jacobi’schen Thetafunctionen, 353 
4, (2 xq) 8, (2 y, g’) — (2 x,q) O (2 y, 9") 


. 7 
(2) = qei* {8 (@ —y — >, @) % (Ta +y—, git) 





7 
+o (@—y—F,@) OT epy—B, gh) 
° 7 
+ % @ ~y—4,9q°) ® (Taty— %, gi) 





rn) 76 
— @ e— Fg — =z 1%) a, (Iz+y—Z,4")} : 
Verfihrt man mit den letzten beiden Formeln in (1) ebenso, oder 


auch, setzt man in die eben erhaltenen beiden Resultate fiir y y+ $ 
ein und beriicksichtigt die Beziehungen § 1. (4), so ergiebt sich: 


B, (2 x, q) B, (2 y, 9g") + 4, (22, gq) 4, (2 y, 9") 
= 8, (¢@ — y, @) 0 (Ta#+y,q'") —8 (@—y,q) &(Ta+y, g") 
+ ® («@ —y, @) ®& (Ta+y,q") +4, (e@—y, 7) (Te#+y, g" 
B, (22, q) 8, (2y, @) — (2 2, q) 4, (2 y, 9") 
= qei# {9 (@ —y —2, gq) 8 (Ta+y— a q"") 
—#@—y—F,@) o(Taty—"?, gy 
° 7 
+ 3% (4 —y — 2 @) a, (Ta+y— ) ") 





+4, @—y—F,¢7) % (72+ y— 3, gy. 


Dass in den Formeln fiir die Differenzen in (2) und (3) rechts die 
| Argumente noch mit : resp. = behaftet sind, riihrt daher, dass in 


den ausgefiihrten Summen rechts ungerade Vielfache der Periode & 
vorkommen. 


Aus diesen Beziehungen (2) und (3) erhalten wir fiir = y—0: 
43 (0,q°) 93 (0,9") + #(0,¢) #(0,9") 
= 4 (0,q*) 83(0,9") + 9 (0, @?) 8(0,q") + 4,(0,9") 8 0,9") 
a, (0, q) By (9, q') 
= 8; (0,q°) 93 (0,q"*) — #0, g*) #(0,q"") + 8, 0,9") 4, 0,9"), 
ferner aus (3): 





4; (0, g) 4 (0, g7) — 2 (0, g) (0, 9") 





(6) =24 {o,(3, 7’) 5; CS, q'"') + a(t, 7°) a(&, q'')\ 
Oo 

| 8, (0, g) 4, (0, 7") 

i =24 {o,(7, q’) a, mq" =a o(4, 7’) a (=. q'')\ ’ 
i % x 
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aus den ersten Formeln in (2) und (3): 


endlich fiir «= y = > 


2 (4 4) a,(4 4°) 
= 8; (0,q°) 93 (0,q'*) + 2(0,q°) &(0,q"*) — 9, (0,9") 8, (0,4") 
29, (4,4) (4, @’) 
= 4; 0,9") 95 (0,q") — &(0,q") &(0,q'*) — 4, (0,9*) 8, (0,9"). 
Setzt man in die Formeln (4) und (6) statt q q und fihrt die 
Werthe aus § 1. (14) fiir #, (0, g*), so wie aus § 1. (15) fiir a,(4 4) ete. 
ein, so ergeben sich sofort folgende 3 Beziehungen: 
pP—qQ@4+rR=2yrpRP 
(7) pP+qQ—rR=2ypqPQ 
| pP—qQ—rR=2yrqkQ, 


(6) 


also hieraus: 


(8) (pP+4qQ—rR) (pP—qQ+rR) (pP—aQ—rR) 
=S8pqrPQR, 
also auch: 
— VrpRP+VpqPeQ 
(9) | 92 =VpaPQ—VrqRkQ 


Aus allen 3 letzten Formeln ergiebt sich folgende Grundbeziehung: 


(10) YpP=VaQ+yrR. 
Diese Formel enthilt bekanntlich die Modulargleichung fiir die Sieben. 


9 5 
Setzt man nimlich die Werthe P = V2} p= V “* ete., so ist: 


Vad + Vx,a, = 1 
(vgl. Schréter, de aequationibus modularibus 8. 18). 
Es ist interessant, diese Formel (10) mit der in § 2. (5) fiir die 
Drei erhaltenen zu vergleichen, denn dort war bekanntlich: 
pP=qe4+rk. 
Ziehen wir nun die Formeln (6) von einander ab, so folgt nach 
Benutzung von § 1. (15): 
VFO, @) F040") {V9 (0, a) 9 0,0") — V% 0,4) 4 (095 
=2¢6 (0, q) ® (0, q'*) : 
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Also mit Benutzung von § 1. (14): 
PUNE +O E+ Oe — PP} =2/ pa PO. 
Die 1. Formel in (5) aber liefert nach dem Kintragen aus § 1. (15): 
Vor) (P+ RB) —/ PF) (PB) 
= 2 / PEP ye tp) (RFP) + VP —P) (PB } - 


Nach einer kieinen Umformung in den letzten beiden Formeln erhal- 
ten wir dann: 





Te yes Rie ie Aes Ag se eb eS 4. ae | 
| Vipp-+ aa (PPF 00 —Vpp—aa) (PP— 00 ==i/4p9 PQ. 
Quadrirt man beide Formeln und benutzt (7), so ergeben sich 
Beziehungen, deren eine man auch aus (4) erhiilt, wenn man statt 
q ¢ schreibt. Es ist niimlich: 
pP+qQ4+rR=Y (pp+rr)(PP+ RR) + V (pp—rr) (PP— RR) 
=V (pp +40 (PP+ QQ) +V (pp—ay)(PP— QQ). 
Quadrirt man noch einmal und beachtet § 1. (23), so ergiebt sich 
folgende eigenthtimliche Beziehung: 


(13) (pP+qQ+rR)?=2 ppPP+2rrRR+2qqQQ. 


Es sind damit 3 Functionen gefunden, die der Functionalgleichung 
geniigen: 


(12) | 


@tytyPaety te. 


Setzen wir nun in (2) und (3): 


0) 4 
, oder auch y = —, 


gee? gun 
=e ora 4° 


so ergiebt sich: 


q {o, 2.932, 9+0(4, 90°F, 7’)} 
a4) =; (0, a") % (0, 4) + % 0, a) % @, #) 
2 {a (4,0) 0% (4%. 0") + (4% @) 9,(,4")} 
= 9; (0, 9) 40,9") + (0,9) 4 0,9). 
Aus der ersten Formel in (14) folgt: 


V4rpRP {Vp +r) (PP+R) + /(p—r) (P2—R)} 
= /(p—@?) (P+@2)+V/e+¢) (P?-@), 


23% 
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also hieraus: 





Vpr PR AV PHP) PER) +VeP—P) (PR) + 24Q} 
=(P PtP R—¢@), 
oder mit Hiilfe von (12): 
(pP+3qQ+rR) /prPR=pP?+ rh — ve. 
Eine analoge Formel ergiebt sich aus der zweiten Gleichung in (14). 
Wenn man statt q gq? setzt, so ist: 


V (e+ 9*)(P?— BR) + Vp —r?)(P? +B) 
=2)/pq POW PTE) (PEO +i — 7) (P—@} . 
Erhebt man dieses wiederum ins Quadrat und beriicksichtigt (12), so 
folgt: 
PPP— PR + PG C=/pgPQ{pP+3rRh+qQ}. 
Zu diesen beiden Formeln bietet sich aus (13) noch eine dritte 
analoge dar, und wir haben dann: 


pp PP—rrRR+4qqQQ=V pq PQ {pP +3rR+ qQ} 
(15) } ppPP+rrRR—qqQQ=VprPR{pP+rk+3¢Q} 
pp PP—rrRR—qqQQ=VrqkQ {3p P+rR+¢Q}, 
oder aber mit Hiilfe von (7): 
pp PP—rrRh R+qqQ0=(pP—rkh+ 4) (pP+3rh+ 4Q) 
(16 pp PP+rrRR—qqQQ=(pP+rR—¢Q)(pP+rR—3qQ) 
| pp PP—rrRR— qqQQ=(p P—rR— 7) (8pP+rR+¢Q). 


§ 7. 
Die Theilwerthe. 


Wir gehen nun aus von der allgemeinsten Formel, niimlich der in 
§-1. (7). Setzen wir dort r—1, s=2, p=3, t=1, so ist die 
Bedingung erfiillt, dass r, s, p, ¢ keinen gemeinsamen Factor haben 
sollen. Dann resultirt: 

(1) 9, (x, q) 4 (y, 9°) 
iJ 
=> gq" &u'® J (32-+-2y—3uD,q"') #,(2x—y—2u,q’). 
“u=0 

Wenn wir in dieser Formel das eine resp. beide Argumente um 
die halbe Periode verindern und gemiiss den Grundformeln § 1. (4) 
reduciren, so folgt: 
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9 (2,9) Oy, 9) 


ei) 
= bs (—1)e que uit &(32+2y—3u B,q"') O,(22—y—2uB,¢4') 


“0 


%, (#,¢q) F (y, 9°) 


om S (qu e2uiz i, (3a-+2y —3uDd, q') B, (2a—y—2u9,q') 
“=O 
&, (xq) 4, (y, 9") 
= S Hay gneniza, (32+2y—3ud,q""')8,(22—y—2uG,q") 
SS 
) a (2,0 % (y, 2°) 
— Say git euit (3a+2y —3 uD, q), (22—y—2uB,q’) 
“0 
&, (a, q) 4 (y, a) 
= Se ui ¥,(3a+2y —3uG,q") O, (2r—y—2uG,9') 
“=0 
— #, (x, q) #, (y, @°) 
x * euiz g,(3a-4+2y—3u,q") 9, (2a - y—2yT,q") . 


“=0 





Wir kénnten die Anzahl dieser Formeln noch erheblich vermeh- 
ren, begniigen uns aber der Kiirze halber mit diesen, die wir im Fol- 
genden brauchen werden. 

Wenn man nun in den letzten 3 Formeln in (2) setzt =O, y=290, 
so wird man bemerken, dass nach gehdériger Vereinfachung mit Hiilfe 
von § 1. (3) rechts die Gréssen #, (@, q’), 9, (2 @, q’), 8, (8 G, g’) 
auftreten, und zwar multiplicirt mit der Summe zweier anderer - 
\ Functionen, deren Modul gq’! ist. 

Es ergiebt sich: 





\ , - 
WI —# (0,q) 9, (o,q°)=4, ( w,q'){ a (20,¢)+¢ o ( 5a,q")} 


i +9, (2%,q") {q@ (40, ¢2)— 9° (100, q2)} 

i —%,(30,9°) {qo ( @,q")+ gO ( 85,q")f 
— #,(0,¢) a, (oq =4, ( w,q') { 8, (20,q7')— ¢ 3, ( 5a,q")} 
, 


(3) +, (20,97) {q,(45,q")— 9° (10%, g*)} 

+9,(30, 9") {q%,( &,q2)— g'%,( 8a,q")} 
95(0,q) 9, (@,q3)=9,( 3g") { (20,9) — ¢ 0 ( 5a,q")} 
+9, (20,97) {¢95 (45, q") — 9°, (10%,9")} 
+4, (39,q") {q95( @,q") — g'93( 8a,q2')}. 








a Pee 


As ee 


cs 


T 


Ui UR te tata Wa cece tie pale a a NY RL se aT . 
. aed cae: n og = re a ? ‘oe 


(4) 








W. Gorine. 
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Es ergeben sich aber dieselben Formeln in der Klammer merk- 
wiirdiger Weise aus der Dreitheilung. 


Aus den Formeln § 2. (3) ergeben sich nach Verinderung der 
Argumente um die halben Perioden und Reduction nach den Formeln 
§ 1. (4) folgende Beziehungen, wenn man in § 2. (3) fiir q q’ schreibt: 


iq~te-i9, (2, 9q") O(y, gq") = 9, (ety— 710,9°')8 (22 —y+ 15,9") 
+7) 29, (e+y—l40, 7) 82x—y— 13,9") 
+ peti? d, (w+ y —218, 9") 8 (22 —y —219,q") 
iq” te, (2,q") %, (Y,q"") = ® (a+y— 10,¢")8(22—y+ 79,9") 
+ @*% («4t+ty—l4o, ¢")8(22—y— 719,¢") 
+ qetiztd (cty—210,¢')8(2a—y—219,¢q") 
iq-te-¥ 9 (2,9) 94,0" = 9;,(¢+y— 10,q")022—y+ 75,q") 
—¢’ ei §,(2+y —14G,q"') O(22—y— 79,¢") 
+ Preti*d; (a+ y—21 G, ¢"') 8 (24 —y—215,q") 
—igé §e-¥ 8, (2,¢") O(y,q") = 8,(e-+y— 10,q')d(2x—y+ 19,9") 
—y &'*d,(a+y—149,q") O(2x—y— 75,9") 


4 greti=9,(e+y —21 0,9") 8(2e—y—213, 9"). 


Man setze nun in jede dieser Formeln: 
lh x=B, y=20; 2)4x=—230, y=43; 3) cx =—=3T, y= 65, 
so fallt vermége des Baues dieser Formeln rechts immer das dritte 
Glied fort, wenn man beachtet, dass nach § 1. (4): 
& (21 @, q”) = 0. 


Da nun aber ebenfalls aus § 1. (4) folgt, dass 


9 (7B, q) = igi (14 3, g"), 
so wird sich z. B. aus der ersten Formel ergeben: 
— 9, (G,q") (2H, q")=G? {9 (4B, 4g") +4! (10, q"")} , (14,9"). 
Es wird in allen Formeln auf der rechten Seite der Factor #, (14@,q*) 
auftreten, wahrend links entweder #(2@,q"), #(4@,q"'), #(60,q'"), 
oder #, (20, q"), 4, (40, ¢q"), &, (6G, q') steht. 
Nun ist aber nach § 1. (13): 

& (0, ¢®) #, (140, 9”) = 8, (7G, g*!) (8, (75, ¢"") 

9 (0,9) 8(2, 4") —9(@, 4") 92a, q") ete. 
Somit tritt in allen 12 Formeln auf der rechten Seite der Factor: 


ro oth od a (0, q'') 
a, (1D, q°') &, (7 @, q?') rao 








(5) 








—_—  — 






ee SS = ll 


) 
) 
) 


J 





. 
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auf. Nennen wir seinen reciproken Werth A und beachten, dass nach 
§ 1. (14): 
9 (0,q") =V PQ 
# (0, q°) = VFO, q") 0,4"), 
nach § 2. (11): 
igh 8, (7 3, q”) = (Pek) 


7 2 @ (0, @) & 0, @) (PGR 
@ %, (7 @, g?) =f SOF el (Fe ¥, 
so wird: 


A=iq¥ (py) 


Wir sehen also, dass sich die fiir die Transformation des 7. Gra- 
des unbrauchbaren Gréssen # (0, q*') und @, (0, g*') herausheben, und 
hierauf musste eben das ganze Streben gerichtet sein, aus (4) und 
damit aus (3) diese Gréssen herauszuschaffen. 


Wir erhalten dann aus (4): 





¢ {9,(20,¢"')—¢ 9,( 53,¢")f = AO,(89,g") (39,97) 0,89,9") 
G19, ( Bq?) +9,( 85,¢"')} =—A,(20,q") & (25,9") 8,(25, 9") 
g° {9, (45, 9") + ¢'9, (103,9"')} =—A®,( Bq") ® ( w,q") 5 ( 3,9") 
q {8 20,9") +9 %(50,q")f—= A,(3,q") ,(39,9") 0,(380,9’) 
Plt ( Bg") + G9 (85,q")}= Ad, 25,¢') #,(20,9") (20,97) 
g{% (40,97) —q'@ (100,q")f = A,( @,q") %( Bq") O( og’) 
q {9;(20,9"")—¢ 9,(5o,q");—= Ad (3,9) 9,(389,q') 3,(383,q’) 
P{9;( B,g")—G?9;( 85,q")}—= AF (20,97) o,(20,4") 0, (20,47) 
q° {9(4 5, @?")—q' 9, (105,42) = A® ( Bq") O( B,q") O( 3g") 
q {9,(20,q") —q 3, ( 53,9") } =—Ae (30,q') ,(35,q") 8, (30,9’) 
@ {9,( ,q")—g( 8B, q")} =—A® (20,97) 8, (20, 9") 8 (25,97) 
g° {9 (4%, 9") — g'8, (10, 9") } =—B ( 3g") 9,( Bq’) %( B,g"). 


Diese Formeln zeigen uns, dass sich dadurch die Klammergréssen 


in den Formeln (3) eliminiren lassen. Tragen wir alle Werthe aus 
(5) in (3) ein, sowie A und den Werth #, (@, g*) aus § 2. (11), der 
in (3) links steht, so ergeben sich folgende 3 Beziehungen: 


: P 5 : 7 
g(22"y (P22 — 9 0,20," 9, ( 0,9") 8,( Gq") 9;( @,q") 
—439,80,4') 9, (25,4) 0, 204") & (20,97) 

+4'9,( Gq") 9, 389,q") 4, (3, 9°) 9, (39,7') 





W. Goring. 


—r (Pat) (PO2) 9 0,20, 47) %( 3,9") ® ( Bq") %( 3,4) 
+978, (30,¢q") 4, (20,9") # (20,9") 8 (20, 9’) 
+9'9,( &, 9") 4, (80,9") ® (3G,q’) 8,(20,¢9') 

—p(222)' (PEE) <9 8,(20,47) 8,( 7,97) O ( 3,47) %( 3,4") 

+98, (39,q") 8, (20,9) & (2, q") 9, (2,9) 

+4'F,( 8,9") #,389,7) * 8,9") 4, 385,q"). 


(6) 5 





Es ist selbstverstindlich, dass links g immer das Gauss’sche Zei- 
chen fiir #(0,q), rechts aber der Modul q ist, der ja tiberhaupt immer 
nur in Verbindung mit # (@, q*) etc. auftreten kann. 


Nun folgt aus § 1. (19): 
2 4,( @,q") %( Gq") 4( Gq") ( Gq") = POR d,(29,¢’) 
2q 9,(20,q') 4, (20,q') 8,(20,¢") 8(29,¢') = PQR 4, (39,4) 
29°F, (33,q") %,(33,q") (33,97) #(39,¢7) = POR F,( oq"). 


Dann sind die Beziehungen (6) anders zu schreiben, was sich so- 
gleich als wichtig erweisen wird. 


Es ist dann: 


a (22%) {a 9 (wa!) 9 2,47) 983, ¢°)} 
= 9,( Gq) *( Gq’) 8 (29,9') 
+ £8? (20,9") # (20,q") # (39,7') 
— f97(35,q") #( Gq") #(35,9") 


r (Fey gq 9, (B, 4") (2B, q") 9 (3,q")5 


(7) = 4 4,°( Gq") #, ( Gq") 4 (25,q') 
+ gO? (2G,q") %, (20,q') 4, (3T,9q") 
+ 9'67(30,¢q') 9 ( gq") 4 (3G,q") 
—p (P4',) {a29, (97) 20,9") 943%, 4°)} 
= 4 4,?( 0,9") 4 ( Gq") 4 (25,¢') 
~ + ¢97(25,9") % (20,4") 4 (33,9") 
+ ¢'8/7(35,q') 4 ( &,g") 4 (39,q'). 





Wir setzen nun in § 1. (8) a=1, B=6. Dann folgt: 
3, (x9) 9; (¥, 9°) 
uas6 
=>’ git euiz & (x+y—uG,q') F; (6x—y—6uG,q") 


uso 








~~ 


~~ aa 


an 
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und hieraus: 
&, (2, q) %, (y, q°) 
a6 
(8) => giteuiz d, (aty—peG,q’) 8, (6x—y—6y",q") 
ei) 
5, (xq) 4, (y, 9°) 
ei) 
qhheuiz , (c+y—eD,q") & (6x—y—6nG,q"), 
“u=0 


fir x =—3 0, y=2@ ergiebt sich hieraus: 

(9) (0,9) % (20, q°) = 9 ( Bq") {¢9(8B,q") — 7°9(20,q")} 
+ #,(23,9°) { 9(20,9") + g°9(169,9")} 
+ 4, (30,97) {qo(40,q") + @°9(103,9")}. 


Diese Formel hat mit denen in (3) eine gewisse Analogie, und es 
existiren auch zu (9) noch 2 ihnliche Formeln fiir #,(0,¢) 4, (2@,q°) und 
#(0,q) #,(2@,q°). Dieselben sind jedoch zur weiteren Untersuchung 
nicht geeignet, da rechts die Function #, nicht erscheint. 


Nun folgt aber analog wie in (4) aus den Formeln der Dreithei- 
lung in § 2. (3): 
(x, 9°) Yu") = 8 (@+y9,9") F22—y, 9g") 
+ &*8,(c+y— 10,9q") #(22—y—149,q") 
“bE greets, (a+-y— 1430; ¢"') a (24 —y—28G,q"). 
Setzen wir hierein: 
lha«= By=—60 
2) «= 30 y= 40 
3) ¢=50 y=20, 


so erhalt man folgende 3 Formeln: 


94( 3,97), 63,q")— 0 (79,q") {94T,4%) +9 9(100,9%)} 
10) mae (Asa')— o,(ta,9") (oea,a%) +a (16m a} 
94(23,9°) (2, q") 9°77 ¢%) {9(8T,9") +99 20T,¢)}. 


Setzt man diese 3 Werthe in (9) ein und erwiigt, dass: 
igi, (Tm, q") = (PG 


ighd, (20, q°) = igit (0, q') O, (@, q) 9, (@, 9° 
= (er) 2 


Vpq’ 
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so folgt schliesslich : 


PQRYs i , 
—rf 28 e) (Pst =4 °( Gq’) 4,(20,q") #,( G,q’) 
(11) + P97 (25,9') %,(85,q’) 4, (25,¢') 
+ 7'47(35,9') 4( &,q') (39,9) . 
Nun folgt aber aus (7): 


—r(zer) {q° 8, (@,q") 9, (20,q") 4, (2, q)} 
= 4 9,7( Gq") 9, (20,9) 9,( Gq") 
+ PO22T,77) 239,91) 025,77) 
+ PF7(3G,q°) #( Gq") 4,(3,q'). 


Wie man sieht, sind die beiden rechten Seiten vollkommen identisch. 
Daher folgt: 


/PQ (PQRY: } Oi a ca . 
Vx © “) ez)’ = = (FoR) {9° 9, (@, 9") 9, (25,47) # ( (30,q")5 : 


Zieht man dieses Resultat gehérig zusammen, so ergiebt sich: 


7 7 PQ (PQRS r\3 
q° 9, (@,4q’) 9,(2, 9") #,(33,9") = V Ee ( eR (var) 
(12) | oder auch: 
‘ ‘ (4 PQR)I 
8928, (@,q?) (20,47) 9, (33,97) - aren 


Man vgl. dieses Resultat mit § 2. (11), § 4. (18) sowie § 9. (14) 
und (16). Es hat sich somit bei allen bis jetzt betrachteten Theilungen 
eine vollkommene Analogie herausgestellt. 


Nun folgt aus § 1. (13): 


2 8,(20,q"*) #,(20,¢q"') = 8,(0,9q’) ,(25,¢") 
2 9, (40,q") 0, (40,q") = 9,(0,9") 0,(4,q") 
2 8,(60,¢"!) #,(60,9'!) = 8 (0,9") 4, (65,¢"). 


Man wmultiplicire diese 3 Formeln und wende auf der rechten Seite 
§ 1. (3) an; sodann trage man die Werthe aus (12) ein und bringe 
alles mit Hiilfe der Formeln § 1. (14) auf den Modul qg resp. q’, so 


folgt: 


a ’ - ‘ / P| (4 PQR) 
13 29. (@,q") #.(23,¢q") 3.(33,q7) = ee8 
(13) 8 q 3 (9,4) 3( q') 3(3 W') P (pent 


Endlich folgt aus § 1. (17): 
P 4, (Gq) 8,(20,9’) 2, (33,9¢') — R O,(G,q') 9,(25,¢') 8, (39,9') 
= Q8 (G,7') & (25,9') # (39,7), 








(16) . 
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F: 


(1 
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(16) 
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also ist mit Hiilfe von (13) und (12): 


1 (4PQR = 
sete eam ome) — 5 em LY ERY 3 
also nach § 6, (10): 
(14) 8g? #(@, 9") O(23,q") 030,47) = V3 (4 PQRE 
(4par)t 


Wenn man nun erwigt, dass zu jeder Function #, (h@, g*) ein 
hh 


Factor iq“ hinzutritt, so muss den Formeln (12), (13) und (14) ver- 
mdge der Beziehungen § 1. (13) folgende Formel zu Grunde liegen: 


all , ‘ ‘ \t (PQRYE 
| er ig? d, (@, q°) a, (20, q°) a, (3G, q°) mee (P2*) (* g: ) 
9, (G,¢°) 8, (20,9¢°) 9,39,9°) = G9, (@,9q°) 9,?(7G, q”'). 


(15) 


Auch diese Formel wird spiiter aus der allgemeinen Untersuchung 
als specieller Fall hervorgehen. 
Fassen wir diese Resultate noch einmal zusammen, so haben wir: 








iG? 7 7 ‘ } (PQRYt 
—ig? 8, (0,9) 29,47), 80,g)—UL)Y PL) =a 
8 q’ 1) 9 (20,¢' na Yd EPOERS _ g; RP 
5 a'® (m4!) © Cw,a') & Oma") V3 (4 part . rp * 
29, (w gi Jr (4PQRt Po 
8 7° 9, (@,y") #,(20,9") %,383,q)—= Vp or =8 Fe. 
> / 
8 4294(@,q") 95 (25, 9") 9, (33, q) = 2 s oni g/ He tet 
pqrye 


Aus diesen Formeln ergeben sich mit Hilfe der Jacobi’schen 
Transformationsformeln in § 1. (24) die folgenden vier Formeln fiir 
die reelle Periode. Die Ausfiihrung unterlassen wir an dieser Stelle, 
da sie in § 9. far den allgemeinen Fall jeder ungeraden Zahl darge- 
legt ist: 





(5,0) C29) 12,0) = V7 CS CL =/7-B 

4 80 (7,9) 9 C4) C70) = f aegat =8) jp B 
80, (7,4) — a) Ca) — VF Seer = 8 Bh 

805 (F, 4) CZ, 9) C4, 0) — VE Am, — 8/7 -B. 


Wir wollen schliesslich noch aufmerksam machen auf die einfachen 
Beziehungssysteme, die nun in Folge von (16) und (17) und der Com- 
bination mit den Formeln § 1. (17) hervorgehen. Es ist: 




























(18) 


(19) ¢ 








W. Gortne, 


p,(@,9q") + r9,(@,q") + g% (G,q’) 
—2j/ 2. q ,(20,q') 9; (20,9") 
p?,(@,q") — r9,(@,9") — g9(G,9') 
=2/ 24. ¢%,(20,4') ® 20,9") 
pt, (@,q') —- r,(@,9q') + ¢9(G,9') 
=2) 75-49 20,9?) (20,07) 
pd, (20,q") + r%,(20,¢°) — q9(25,q') 
=2 2". @?9,(30,9") 9, (304") 
—p4,;(20,q') + r9,(2G,q") — q9(25,9') 
—2// 24 . @ 4(38,q7) & (35, q7) 
—p%,(20,q') + r9,(20,9') + q9(25,7') 


=2 RO’ g’9,(35,q') a (30,9') 


p4,(30,9q") + g9(30,q") + r,(3G,q') 
=2/ 2. ¢-'% (4) % (8,4) 

—p%,(30,q') + q93G,q') + r4,(35,9’) 
=2/ 24 -g-' ® (@, q") 9, (@, q’) 

—p4,(3B,¢;) — q9(3G,q') + rd, 83,2’ 


=—2V & q7'% (@,q") (0, 9"), 


fiir die reelle Periode aber: 


Pana) on Gua) na Fa)—2y/ $e 9 C51) aC) 
PO(F4)—00(F.0)+ 89,5 0) —2 40 9 (2) 0.CF.2) 
P9,(%,q)—Q0(%,q)—ho,(7,)—2)/"? 6 9,(2,4) (22,9) 

Pa,(7#,4)+ 00(=,4)—R9,(72,9) = 2/P%o a)0 (C4) 


—Po,(F 19) +90(2,9)+ Ro, ( =,q)=2) /RQ g t, 0) 9 (=, 4) 


rq 


— Pa,(F,a)+ e0F,4) — Re,(+ *,q)= f= = ** 4) ®, =7,4) 
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Po,(F.0) + Q9(F,0)+ RF) —2 Fo > (F9) (Fa) 
— Po4(*%,0) + 00(%S,0) + ROC a) —2 BE 0,(F9) 04(S4) 
| — 79, (9) +09C%a) Ra, )—2y/ 20 0,(,0) 9 ($0). 





§ 8. 
Allgemeines Theorem fiir die Primzahlen von der Form 6 p+ 1. 


Die nachstehende Untersuchung soll zeigen, wie die vorhergehen- 
den Resultate verallgemeinert werden kénnen. Wir werden finden, 
dass ein analoges Resultat wie in § 7. (6) fiir siimmtliche Primzahlen 
von der Form 12m-+7 gilt, sowie fiir das Dreifache simmtlicher 
Primzahlen von der Form 12m-+ 1. Das Eigenthiimliche ist, dass 
auch hierbei die Transformation dritten Grades in die Untersuchung 
eingeht. 

Es lisst sich niimlich jede Primzahl von der Form 6 p+ 1 zer- 
legen in A*? + 3 B?, und es ist in dieser Form entweder A gerade 
und B ungerade oder umgekehrt. Es zeigt sich nun, dass fiir die 
Zahlen 12 m+ 7 A gerade ist, BD ungerade, desgleichen fiir das Drei- 
fache der Primzahlen von der Form 12 m-+ 1 (vgl. den Anhang in 
§ 10.). Diese Voraussetzung brauchen wir grade, um eine Anwendung 
der allgemeinen Formel § 1. (7) auf diese Fille zu haben. 


Setzen wir dort hinein r= 1, p =3, so ist: 
a; (tx + SY, ?) 5; (sx aad ty, q’) 
| e=#?+3P—1 


“uO 


(1) | —_ 4 qi" e2ui(tx+sy) 4, {(s? + 30) y — sua, ge tse} 
: H {(s? + 38) & — Btuw, PO+M} . 


Et ist nun s?+3@—=—~p, wo p eine Primzahl von der Form 
12 m+ 7 oder das Dreifache einer Primzahl von der Form 12 m+ 1 
ist, d. h. entweder 


p=12m+7 

p=3(12m-+1), 
dann ist s eine gerade, ¢ aber eine ungerade Zahl. Wir haben also 
dann: 


oder 


a; (tx + SY, q) B, (sx 7) 3 ty, q°) 
(2) uap-—l1 

=») gt! e2uiltz+sy) a, (py aie SUD, q’) a, (pax —_ 3 tuo, q’?) . 
“#=0 





W. Gorine. 
e pike 7) 36 

Setzen wir nun hierein fiir y und « y— | und x — — und be- 

achten, dass nach § 1. (3): 

gt @+se %, (ta + sy — = Bq) _— e—ittz+sy) (s +3 a, (ta+sy,q) 

gi ’—* 8, (sx — 3ty —*= oe »Q°) = e—itsz—3ty) O—9 %, (sx —3ty,q’) . 


ferner dass: 


: ®, (py — 2° — sua, q?) = ei ev-"®) 9, (py — sua, q”) 

3p 

q* 4. (px—*2" _3¢ @, gq?) = e—i(pz—3tu®) 9, (px — 3tuD, q”) , 
3 ee, 2 ’ 


so folgt, wenn man dieses in (2) einsetzt: 
o |: &, (ta + sy, q) 4, (sx — 3 ty, q*) 


ad 
SS ertenetn 3, (py — su@, q?) 9, (px — 3tuw,¢q”) . 


Setzt man hierein fiir y y + > und bedenkt, dass ¢ eine unge- 
gerade, s aber eine gerade Zahl ist, so folgt nach § 1. (3) und (4): 


9, (ta + sy + **,q) =(— 1) ® (ta + sy, 9) 
3t—1 

®, (te — 3ty — 5%, @) =(—1) *® 4, (sa — 3ty, @?) 
p+1 


8, (py + °* —sua,q) = (— 1) ® 4, (py — suo,q?) . 





Setzen wir dies in (3) ein, so folgt: 
230-9 
(—1) * & (¢x+sy,q) 4 (s—3ty,¢’) 
(4) 
= > qh eutetsy) J (px—3ipG,g?) 3, (py—suG,q”) . 
“=o 
Hierein werde gesetzt: 


tea+tsy=tO, sx—i3ty=so, 
also 
pxre=B3P+3)7—pa, py=—d”. 
Man beachte dann, dass: 


8, ((3,q) = 9-9, 0,9); 
ferner, dass: 
3 es 3 
4, (s@, g*) = (— 1)*¢ 3, (@, 9°), 


da s immer eine gerade Zahl ist; dass ferner: 













{| 





i a ee 
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+! 1 e=t 


ti+ (s — Yq 3 


q 





























“ute 


+ 
ees ae ee 


Es ergiebt sich dann aus (4): 








a 2 





(— 1)? a, (0, q) a i(@, q’) 


(5) 1" 1 
|-7 = S pen 9, (po — Btu 9°?) 9, (suG,q") . 


“wo 
Da s gerade ist, so beachte man, dass nach § 1. (3): 
%, {(p — 1) sw, g?} =— g®@—* 9, (8B, g”) ete. 
und ferner im letzten Gliede: 
& {pw — 3t (p — 1) o, g?} = g—*' @—* & (2pw — 3tB, @?) - 


und dass sich die Hialfte aller Glieder ebenso transformiren lassen. 
Dann folgt schliesslich: 


(—1)? , (0,9) # (@,¢°) 

ae et 
= 3 SD ges, (sua, q?) {%, (po—3tua,g*?)— gD, 2 po—3tuw,q"?)} 
(6). a 
=¢'-*! 9,( 8%, q?) {9 (pT —3ta, gq”) — q?—*' B, (2pw —3tw,q*?)} 
+¢'-* , (230, q°) {9, (pw — 6ta,q”) — g?-* 8, 2pw— btw, q*?)} 
+7—* 3, (38G,q") {%, (p@ — 9tw, q°”) — q?-*' &, (2pa—9tw,q*”)} 





Genau dieselben Combinationen wie in den Klammergréssen treten 
aber wieder in Folge der Formeln § 2. (3) der Dreitheilung auf. Aus 
den dortigen Beziehungen folgt: 


Laat %, (x, g?) O(y, 2?) = 8, (@ty— po, gP?) (2a —y+ pB, ¢?) 
a — q? &* % (a+ y—2pD, gq”) (24% — y — pD, g*?) 
+ qretiz & (x+y —3p, g’”) (22 —y —3pD,q°). 


Aus dieser Formel ergiebt sich ohne Schwierigkeit allgemein: 


8) — 4, (uta, q”) 3(2utG,9’”) 
: = qP—2"t>, (2pB,q°?) { 9, (po—3tuw, g?)—q? —2u1 9, (2pa—3yta,q°”)} : 





















(11) 
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wo fiir « nach und nach alle ganzen Zablen 1, 2,3 .--- P—1 oy 


setzen sind. Es ist charakteristisch, dass auch hier wie bei der Sieben 
die Gréssen in (6), welche den Modul g*” enthalten, mit Hiilfe von 
(8) eliminirt werden. 


Es ist dann: 
(— 1) ** 8(0,4) 9 (@,@°) 9 (2p, 9°”) 
at 
(9) sail tae 
=q ° 4 q'"—? F, (su, gq?) B, (utG,q”) F(2utD,q°”) . 
) 
Nun folgt aus § 1. (13): 
& (0, 9°?) & (2utw, g°?) = & (utB, q”) 4, (utG, q”) 
und aus § 2. (11): 
2p+1 
q * %,(0,q) %, (@,q*) % (24, q°?) & (0,¢°”) 
t (PQRyi 
| =—r (Pe (-e-y, 
worin also nach § 1. (25) P= @,(0,q”) ete. Demgemiiss folgt: 


nergy! egy 


p= 


(10) 


2 
= ps q'" 9, (su@,q?) 0, (EuG,q?) F(tuG,q”) F(tuw,q”) 
1 


und auf gleiche Weise leitet man ohne Schwierigkeit die beiden ana- 
logen Formeln her: 


4 
-  (par\t (PQRYE 
oto ery Ce 
p-—l 
;, 
- > q*" &, (su@,q”) B, (tuG, q”) O, (tuG, q?) o (tuG, gq”) 
t 
1 
+ pars (PQRYE 
ara Cry CS) 
p-—il 
2 
= Ds (— 1)" que , (su@, q?) O, (tuG,q”) B, (tuD, q?) O; (tuG,q”) . 
1 
Aus diesen Formeln folgen die iv § 7. (6) fiir die Siebentheilung 


hergeleiteten als specielle Faille, wenn man p= 7 = 2? + 3-1*, also 
$= 2, t= 1 setzt. 
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§ 9. 
Allgemeine Untersuchungen fiir alle ungeraden Zahlen. 


Bei der Dreitheilung § 2. (11) hatten wir gefunden: 


ry (4PQRit 
2 qt 3B, (@,q°) _ z Vo Poni ’ 





fiir die Fiinftheilung hatte sich ergeben: 


5) ‘ 5) — Yr bPOERE 

—4q 4 (@, 9°) 4 (2 G, 9°) Vz ‘aperit 

und ich hatte bei meiner eignen Untersuchung fiir die Sieben gefun- 
den § 7. (12): 


8g? & (Gg) 4, (2D, gq’) 4 (8 5,q") = 





/* (4 PQRH 
Ro (4 parit 


Diese vollkonmene Uebereinstimmung liess vermuthen, dass hier 
wohl ein allgemeines Gesetz zu Grunde liegen médge. Die nachfol- 
genden Theoreme, welche fiir alle ungeraden Zahlen giiltig sind, ent- 
haiten in der That jene Beziehungen, sowie die mit ihnen zugleich 
auftretenden als specielle Falle in sich. Wegen ihrer eigenthiimlichen 
Analogie mit Gauss’schen Beziehungen fiir die trigonometrischen 
Functionen sin und cos sind sie als charakteristisch fiir die Kigen- 
schaften der Jacobi’schen Transcendenten # anzusehen. 

Gauss hat in seiner grossen Abhandlung: Summatio quarundam 
serierum singularium (vgl. Gesammte Werke Bd. II, Gottingen 1863) 
einige bemerkenswerthe Beziehungen und zwar auf einem an sich 
eigenthiimlichnn Wege abgeleitet. Eine von diesen Formeln ist die 
folgende: Wenn « eine Zahl von der Form 4 wu +1 oder 4 u + 3 ist, 
also allgemein eine ungerade Zahl von der Form 2 n + 1, so ist: 


— 88» o BH. »¢ Be : 22 4 
2" sin — sin 3-— sin 5. —--- sin (@ —2)-— = Ya 


(vgl. Gauss a. a. O. S. 26). 
Da nun 
‘ Qu . 2x : 2x 
sin (@ — 2). —- = sin (2% —2-—) = — sin 2. — ete., 


so ist auch: 





1q”) - - . 2 , In. 2 . Qa = 
rg”) (—1)" 2" sin 2 . sin 2. 2® . sin 3. = sin 4. =7 .-- sinn-—= =/a. 
a a a a a 


Wir werden nun folgende Formel ableiten: 


6, = a) a, “=, a) a, Cz, 4) ars 3, me )= Ya-A. 


Mathematische Annalen, VII, OL 
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Die vollkommenste Analogie ist hierin in die Augen springend. 
A wird sich als ein transcendenter Factor herausstellen, der von den 
6 fundamentalen Gréssen p, q, r, P, Q, R abhingt, nimlich: 


n a ¢ ; — ; rt 
Am(F or (S.d) 0G.08) C8)? CH 


Wir nehmen 3 Ausgangspunkte , niimlich zuerst die Formel § 1. (9), 
sodann die Productbeziehungen der Grundformeln in § 1. (1) und 
schliesslich drittens die Jacobi’schen Transformationsformeln zwischen 
der reellen und imaginiiren Periode in § 1. (24). 


1. 


Die Reihen, mit denen wir es hier zu thun haben, sind der Haupt- 
sache nach: . 


P=, (0, q%) =142 q+ 2q*+2¢e4+2quer. 
v=? (0, g%) =1—2q7 4+ 2g —2q% + 2q +... 


9a 25a 29a 


R= 9, (0, ¢) = 24! +24" +2q! +2q* 4: 
G* 0 hw, ey — ae tg tet + gate” yg geOrtm 4... 
hh 1 1 . 1 ‘ 1 
(1) 4 ae Ghee gs et ge 4 ge 4 ge” =... 
qe 3, (h@, q*) 
(x24 @+24* = Ga— 2h)" = (a+2A = Ga-24 —Gat2A) 





=—q “ +q * +g * +9 * +q  +q 4 4... 
hh 


q* 9, (h@,q") 
(a—2h)* (a+ 2h)? (3a@— 2h)? (8a+2h)? Ga—2hy? (5a-+-2h)? 
= 4a —4q 4a —q bh 4a +4 4a —4 4a — 
In diesen Reihen ist « irgend eine ungerade Zahl, also: 


a=2n+1, 








und dann bedeutet h@ etc., dass fiir h alle ganzen Zahlen von 1 bis 


m zu setzen sind. Es resultiren dann daraus die » oder e—* funda- 
mentalen Theilwerthe #,(@,q*), #,(2@,q*%) -- #,(n@,q*) und ebenso 
bei den iibrigen 3 Functionen. Die Bezeichnung ist nach § L. (25) 
die von Gauss eingefiihrte, allgemein: 

P=4, (0,97), Q@=8(0,¢), R=, (0, ¢) 

p=? (0,9); q = (0,9) , r = @, (0,q). 


Der Kiirze halber mége nun noch fiir das Product simmtlicher 
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n Theilwerthe, dem ja hier unsere Untersuchung gilt, eine neue Be- 
zeichnung eingefiihrt werden. 


Es sei namlich: 
5, (@, q*) 4, (2D, q®) «+ + B (nB, q*) = &, (h@, q*) = [5] 
=3% 


8, (@, q*) B, (20, g*) --- 3, (nD, g*) = []* 2 (h@, q*) = [%] 


> > 


Wii 
Sm 


— 


&, (@, q*) 4, (2G, q*) ++ - (nw. g*) = 8, (h@, g*) = [4] 


> > 
il 
2 


a (@, q*) a (2 @,q*)-+-@ (n@, q*) — o (hB, q*) =— [#] 


> 
II 


(2) , und entsprechend fiir die reelle eT 


9, (4, 2) ®@%,4)---%(7,q) = 
 & 9, (=, 4) % (2,9) ---% (7,4) = 
(2,9) 42,2) -- aC 9=]] oC o-@ 


Az=1 


® (=,4) * @,9)---# @,9= I]e& *,q)=(8). 


aA=l 


[ », M™ 4) =(9;) 


= me 


a, (“*, 4) = (®) 


> > 
tl 
2 





Die Multiplication liuft also iiber ein halbes Restesystem, da 
a—1- 
2 





Dann folgt aus § 1. (19): 
29 ( @,q*) 8,( @,q*) 4 ( ,g*) o ( B,q*) = PERS, (2G, 9°) 
29 (2G,q") 9, (20,q") 4,(20,9%) 9, (2H,9q°) = PORS, (4G, q*) 


29 (n@W,q*) B,(n, Bg") O(n BW, q*) H, (nD, q*) = PQRF,(2nG,q"*). 
Multipliciren wir diese » Gleichungen, so folgt: 
(3) 2"[8] [9] [9] (9,] = PrQ Rd, (2G, q*) 9, (4G, q*) -- 9,(2nG,q*). 


Von den Gliedern auf der rechten Seite lassen sich eine gewisse An- 
zahl mit Hiilfe der Beziehungen § 1. (3) reduciren. Wir unterschei- 
den 2 Fille. 


24* 
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n ist eine gerade Zahl. Dann sind ~ Glieder nach 


1. Fall: ; 


§ 1. (3) zu transformiren, nimlich die Glieder: 
a, {(n +2) a, ¢'}, o {in +4) @, g*} +++ & (2nG, Q*). 
Nun ist nach § 1. (3): 





a, (%— @, q) —— “-- a, (x, q) ? 
also 
B, (« — aD, g*) = — gq “ e-** G, (a, g*) 
und es folgt hieraus: 
8, {(n + 2) w, g*} = q-*, {(n — 1) G, g*} 
a, {@ + 4), ae 8, ahead B, at 





8, 2 n@, ) = nt 8, (@, q“), 
also: 
3, {(n + 2) D, q°} 3, {(n + 4) B, q‘} oe A a, (2 n@, q*) 
am q Stt+u+...2n—1) 3, (@, q°) a, (3 @,q") ae a, ((m — 1) @,q*). | 


. . . : . n . . 
Nun sind in der arithmetischen Reihe 5 Glieder vorhanden, also ist: t 
n 
iil = —>z (a+) 
q (S-+7-+11-+4...2n Yoo ; 


also das Product der transformirten Glieder: 


(4) a, {(n + 2) @, q"} 2, {(n + 4), "5 +B, (2NG, q") 
—(~+). , , F ; 
=—s ’ 9, (@, q*) , (3B, 4g") «++ {(n—1) B,q*} . 


. + ' Glieder vu 


2. Fall: n ist eine ungerade Zahl. Dann sind 
transformiren, nimlich: 

a {(n+1)a,q7}, 9 {(n+3) o, qt} --- &, (2nd, q*). 

Es folgt nun wieder aus § 1. (3): 


8, ((n + 1) @, g*) = 9" B, (nB, @”) 


3, ant esiasdaltianed * ((m—2) a, @*) - 
a, (aw, q’) = + 8, (w 9°); 
also: 
o, {(n+1)o, 9°} % {(n4+3)G,q"} --- 9, (2B, 9") 
(5) = q—@-+5+...28—8 a, (@, q*) a, (3 @, q*) —_ o, (nw, q*) 


=q *"*" 9,(w,q*) 9, (33,9%) «++ o, (no, 4g"). 
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In beiden Fallen, sowohl in (4) als auch in (5), liefert also das 
Product der zu transformirenden Glieder in (3) genau das Product der 
fehlenden ungeraden Theilwerthe, so dass nun rechts ebenfalls [#,] 
entsteht. 


Darum ist also: 


ang? *” ro) [9,) [4] = (POR) 


(6) oder auch anders geschrieben: 


n 4=n 
ang? "9 TT 9 (ha, 9°) 9, (ho, ¢*) %, (ho, g*) =(PQR). 
bist 
Hieraus folgt z. B.: 
A=9 
ag? [| aha, q°) ®, (ho, q°) @, (hag) = PER 


&==3 





] A=3 
ag Jf aia, q) % a, q") % (ho, 7) = PQ R 
4=1 
| A=5 
' aq" | | & (AG, q'') & (hB, q") 8 (dG, g'') = PP QR ete. 
A=1 
Dieselbe Untersuchung lisst sich auch fiir die reelle Periode fiih- 
ren und ist hier einfacher einzusehen. Wir haben hier die  Thei- 
lungswerthe: 


a; (=, 4) } 3, C=, 7) Pre B, (“, 4) etc. 


Vermége § 1. (19) ist dann: 


20(%, 4) a, (= 4) 9, (=. a) 9; (=, q)=pard, CF, 9) 


20 q) 9, @ = 4) % af) 0 Ce = =pqr ir 
29 (M 0) 0 (*2, 4) a(t,<e s (* ae par (- 2 4). 
a Nun ist: 
CM, = 9, (5,4), 0% (8S, «= 9,0, a) ete, 
also: 


2” (#) (,) (83) = (par)" 
oder: 


h=n 
» [fo ee a, (" 


A=! 


(7) 


“™,q) Gz »9) = (pqr)". 
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Aus der Combination mit (6) folgt noch: 


gant FD ®, =) (ed) 


hA=1 o(“, 4) a, ey a; oS 


2. , 

Wir werden jetzt die fundamentalen Producte [@], [#,], [@,] ete. 

einzeln darstellen. Wir gehen aus von den Jacobi’schen Fundamen- 
talformeln der Producte. 
Es ist bekanntlich: 





(8) =—1, 































lA=@ A=o@ 
q=8 (0,q)= ots =[[a-@e) (1—q**—!)? 
A= 1 A=!1 
TI i—_* 1+¢°)—' Ti | 
(9) pO Od— f wer i Gt = (1— gq") (1+ q4-!) | 
: +a" aii asi | 
A=n 
| oes 
r=?, »(0,qg)=2q4 IT =f 2at Il (1—q®) (L+q?")?. 
pS 3 | =i 
Es folgt hieraus, dass: f 
A=@a 
J[a+ma-¢-=1 
a=1 
und mit Hiilfe hiervon: 
Pe) 
. 4 
(10) CLy =a ff a a) = igh 8 (G, 9g). 
A=1 
Dass 
A=—@w 
g: [] a—¢) = id 0, (@, 9), 
A=1 


kann man sowohl mit Hiilfe von § 2. (11) erschliessen, oder abhiingig 
hiervon leicht daraus, dass 
h=n ' 
®, (x, q) = 2 qt sin « [ J (1 — 9%) (1 — 2g cos 2.x + g'’), A 
A=1 ' 
wobei man zu beachten hat, dass: 
Azo A=o 
[To-e)a-—e-)0-@-9=[]a—¢. 
A=1 A= 
Aus dieser Formel fiir #, (x, q) ergiebt sich nun aber ganz all- 
gemein : 
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a 4=0 


(11°) 9, (ma,q)—a* Jf (—a%) qa) (1— gee) (1 gto, 


’=1 
Hierin mége m eine der Zahlen 1, 2 ---  bedeuten. Nun ist aber 
ebenfalls allgemein : 


Aso h=on 3 
g | i (1 a gets) laa 1 Tr | | (1 aa ghe—-te—) . 
h=1 : iC fe 


also folgt jetzt: 





hA=o 
(11>) c, (mo,q*) = met i (1—g?*4) (1—q?4e-2) (1 — g?ha-2(a—m) | 
hA=1 
Hieraus nun folgt: 
a@ l= 
id, ( Bq) =q' / | (1— q?*#) (1 — g?4@—2) (1 — g?4e—2(—0)) 
A=1 
h=2 3 
; id, (20, )=q* ~ Tfa-e (1 — q?4«—4) (1 — gq? *e—2(e—2)) 
A=l 
h=@ 
f i, (30,q") Ta q?**) (1— q?«—8) (1 — g?4e—2(@—3)) 
A4=1 
h=n 
i, (no,92)=q* "TT a- g?**) (1— g?**—2") (1—q 2ha—2(a— n)) : 
A=1 


Multipliciren wir alle diese Gleichungen, so schliessen sich rechts 
alle Factoren an einander; denn wir haben im Exponenten: 
2ha—2, 2ha—4, 2ha—6,--2ha—2n, 2ha—2n—2,--2ha—4n. 
Wir erhalten demgemiss: 


na on oe. h=© . 


i*(@,J=—q* 2 TT (1 —g®4e)n—1 [To-ea — grhe—2)..(1 — g?ha—2(a—d) , 


Nun folgt aber aus (10), wenn man fiir h nach einander setzt 
ah, ah—1, ah—2 -- bis ah—(a—1): 





tr ‘oe 4 o* Ty ; 
: (Pat =iq a, (@,q \=q I] (1— g?**)(1— g?44—2) (1 — q?42—-4). (1 — g?4e—2(e-1) | a 
A=1 
also ergiebt sich jetzt schliesslich: 
n(n—1) 
(12) [jJ=—¢ * 4 (Gq) "1 (aD, 9g). 


Dieses ist eine von den Fundamentalformeln, welche abzuleiten 
wir uns vorgesetzt hatten. 
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Setzen wir hierin «a = 5, so resultirt als specieller Fall die Ja- 
cobi’sche Formel fiir die Fiinftheilung aus § 4. (11), nimlich: 
4, (@,¢°) 9 (2G, @) = 49, @, 9’) #6 5,9"). 
Ebenso folgt: 
4, (@,q') 9, (25,9") #,(385,97) = ¢ 4, @,¢’) #7 (79, 9q"), 



























>» 
vgl. § 7. (15). 
Da nun: 
— 
igh o, (w, @) =F"), 
so ist: 
n—l1 = n—t1 
in—lq 59" (aw, gq“) eas € eR) 3 
und es folgt somit aus (12): 
n—1 
2) , sare 7 r\t (P —— 
(13) me (a) — EAP) EP)* - 
Die iibrigen analogen Beziehungen erlangen wir mit Hiilfe der ¥ 


folgenden aus § 1. (13): 
D, (#9) (qd) =F (0, 9) 4, (2 4, 7’) 
2% (x, q*) a, (x, 7°) = ®, (0, 7) a, ( L,Y ) 
und der Beziehung (6). f 
Es ist namlich: 
3, ( &, q*) 9 ( G, g*) = 8 (0, *) 4, (2G, g?*) 
9, (2G, q*) % (2G, g*) = 4 (0, @*) O, (4G, @*) ete. 
Multipliciren wir diese » Formeln, so folgt: 
(8, ] = & (0, @*) [8] [a )-?- 
Es ist aber: weal 


n(n-+1) n—1 


q* [(%] _— (4 & (0,7) 8, (0, q?) 4 (0, q?))s (4 (0,9?) O, (0, q@* . 8, (0,¢? «)) " 
q=4 


- “Ypa) (= VPQ)* nach § 1. (14) 











sm & (0,4) = (PQ)! , 
n ¢ “) — ( an ad 
Dann folgt: , 
n(n-+1) r (4 PQR)T 
(14) Qn 6 yy 2 y : — . 
- PaI= FR a pare 


Andrerseits folgt aus der zweiten Formel: 


2" (8) = 8," (0, q*) [6] [@]-?. 


gms 
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Nun folgt aus § 1. (14): 
@ 4 oa 
“= (f bie. (4 @Y2 RP) 
q= 
? 


9," (0, q?) = (2 RQ), 


also: 
se | 
Pens 
15 2"4q ‘ 
() I=V% (4 parye 


Multipliciren wir nun (14) mit (15) und dividiren in (6), so er- 
giebt sich eine ebensolche Beziehung fiir [4]. Wenn wir mit dieser 
die erlangten Resultate zusammenstellen, so haben wir: 





ee w= (EF ER 
“oe (e]— yt POR. 
(16) ee : itn 
mY Mey 
ve nS Se 


oder die 3 letzten Beziehungen auch in dieser Form, wenn 


(Par) (Pays cate 


n(n+-1) /PR 
q¢ [@)=Ays 


(17) ¢* (a,j —4/ Fe 


n(n-+1) 
: R 
q co [o,) = A ox . 





Diese Formeln enthalten alle friiheren als specielle Faille in sich, 
namlich die Formeln in § 2. (11), in § 4. (18) und § 7. (16). 


3. 


Um nun auf einem méglichst eleganten Wege zu denselben For- 
meln fiir die reelle Periode zu gelangen, gehen wir von einer dritten 
Quelle aus, nimlich den Jacobi’schen Transformationsformeln zwi- 
schen der reellen und imaginaren Periode. Mit Hiilfe derselben werden 
wir die Formeln (12), (13), (16) einfach iibertragen. 















ist § 1. 









(18) ; 


 #, (vz, e?) =i) — 

























Somit ist: 


Aus diesen Formeln folgt, 


r =9,(0,q) = (0, ¢?) 


p=, (0, q) = 3, (0, e?) 


(24): 


Fase) 


2 


a 
& (a, e?) = / =e ep ae (=, e”) 


4 4 worln p = log q, also e? = q. 


iy= 


9, (x, e?) = pay e? > ‘se, *) 
®,(2, e?) = Vz  @, (3%, er), 
dass: 
— wr 
q=9 0,9) =% (0, 6%) =if/% 9,00, er) 


ry = 
* a (0, eP) 


9,(0, e”) 


(19) . — 7 
Q=? (0, q")=4 (0, ere) = = 5, (0, e*”) 
si 
R= 4,(0, q*) = 4,(0, e?*) = iz & (0, e*?) 
P= 9, (0, g*) = 040, e”*) = ij/ * 9,(0, 7”). 
Aus (18) folgt ferner: . 
— F a 
OR eet a ll ae SEX Lap 
B, (aw, e*?) = V Z, @ 9, (22, a). 
Setzen wir hierein fiir x: 
@, 20,30 --- oder ip, 2ip, 3ip--- 
so folgt: 
—— = 7m 
3,(G,9°) = a 4 — a?) 
3, (20, q*) = s oe a (3 or) 
1(4@, up ia? 
(20) a ae “Ee 
5, (3G, q*) = = se? @, (2, °) 
ane, )— Ze * 0 (,c7) 
’ ap ‘t.? 
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aie oO “ a 
(9,] = ( =) Gs ee (=, a?) o, (22, #)... 


ap 
. 8, (=, @*) 
und da ® ‘ 


1) (2n-+1 1 
Lp dts nn ae MOEN GHD) _ wot = 



























so ist: 
__ n(n+}) 


—* (1-+-4-+4-9-+44...22) - 
e =4q 

Also folgt jetzt mit Hiilfe der Formeln (16) und (19): 

nfo) rt 

mq © (0) =@%) 


(21) | — {4.0,(0,e%) 9(0,¢”) 8,(0,er)}! {4 8,(0, e*”) 00, e%7) B,(0,e"7)} ® 


a= 
es 


1 
n ‘ ‘ A 
a\2 nu = 22 = nH = 
= in (~)’ @, (2, c) 0, C%, 7)... 0, (%, e). 
op ce a oe 
Setzen wir nun hierein statt 


1 
Pp “ee 1 ] 
also statt: 


n? 
und statt q 
x? ; 
pe see Pp ’ 


so folgt: 
{42, (0, >) 2(0, e) 9, (0, en} {49(0, 0?) 8, (0, oP) 9,(0, ”)} 
= (BY 0,(2,0) CE et) CE 2), 
Hieraus ergiebt sich durch Anwendung der Beziehungen (19): 


G y*) {49(0, e*?) #, (0, e*”) 8, (0, ex?) }4 


1 


EV 2Y"{4000, e%) 940, e7) (0, en} 8 
-_ in( =) #, (7, e”) a, x chs a(%, e*). 


Nach der Transformation erscheint rechts i?” und dies ist immer 
=-+41. Fihren wir also unsere alten Bezeichnungen ein, so folgt: 








W. Gonixe. 


(#,) =(j5) V@ ia > q*) a, G q3) 
(22) oder nat 
@) veep)” FLY: 


Als specielle Fille fliessen hieraus: 


8, (, «) &, (22, q) = 5222) (222) 


vgl. § 4. (6) und (12) combinirt. 


Ferner: 
0 (, 4) CZ, 0) CZ, J =v Tey (PE) 


vgl. § 7. (17). 

Aehnlich wie fiir die imaginire Periode ergeben sich auch fiir die 
reelle die Formeln fiir (#), (@,) und (@,) mit Hiilfe von (7) und von 
§ 1. (13). 

Mit Hiilfe der beiden dortigen Formeln 


a, (x, q) 5,(x, q) = (0, q’) 9, (22, q*) 
und 

29(x, q) 9, (x, g) = 9 (0, g*) O(a, G2) 
folgt nimlich: 

(F) = 8" (0, g?) ()o=o? (81) 
Qn (#) = 3," (0, 94) (9)a=o4 (#,) ead 

Reducirt man dann die Gréssen (@,),—¢ und (#,),.—.4, sowie #(0, q) 
und #,(0, q#) nach den Formeln § 1. (14), so folgt: 


und 





ton (¢) = Q (aparye 
1 4PQR)s 
(23) Qn (9,) — Y/ 2B pars 
( 2) é (44PQR)t 
P (4pqrve 
2° (@,) = YY — 
( 3) p aPoryt 
oder wenn man 
n—l1 
PQR\t (es gee 
(79*)' (*#) * -2 
setzt, wahrend 
n—1 


in (17) also 
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PQRpqr\* 
Pr ye (PORes ) 


so folgt aus (22) und (23): 


(24) 


( (0,)=Va-B 

©) BY Si 
: (0,) = BY 2h 
(®) = BY £5: 





Als specielle Fille fliessen hieraus die Formeln § 2. (11), ferner 
§ 4. (19) und § 7. (17). 


Auf die 
taten fiir die 


Analogie der Formel (22) mit den Gauss’schen Resul- 
sinus-Producte haben wir schon in der Einleitung zu 


diesem Paragraphen hingewiesen. Durch Vergleichung von (22), (23), 


(24) mit (16 
zwischen der 


(25) 3 





Also hieraus: 


(26) 


) und (17) resultiren dann noch folgende Beziehungen 
reellen und imaginiren Periode: 


n(n-+-1) 


mq ° [%)]@,)=V~eAB=Ye (exzazy’ 





-  n(n+1) oy 
ers rPQR\3 
q* (0) (0) — (22292) 
n(n-+1) = 

= ¥ PQR\38 
q © [8] (8) — (Bere) 


n\n-+ 1) = 
mare par PQR\3 
q * [By] (®) — (Pree)? 


yz (1) (81) = [9] (®) = [8] (2) = [95] (%) 


Endlich noch: 


(27) 





n—2 
n(n+") — 
ing © [%) _ 1 oy : 
(#) a | par 
n(n+1) . n+l 
(i 1 _¢ [rex? 
(®) Q par 
n 1 
Pe hme eee 
q (@,) Rk par 
n+l 
ne (0 aw [ERR] * 
oe @s) P Lpar 

















§ 10. 
Anhang. 


Es ist im § 7. behauptet worden, dass siimmtliche Primzahlen 
von der Form 6m + 1 sich zerlegen lassen in die Summe eines ein- 
fachen und eines dreifachen Quadrats, wenn also p eine solche Prim- 
zahl ist, so ist: 


(1) p= v+3B. 
Die Zahlentheorie beweist diesen Satz fiir das 4-fache jeder solchen 
Primzahl, namlich dass sich immer zerlegen lisst: 
(2) 4p =a? + 2 p? 
(vgl. Bachmann: Die Lehre von der Kreistheilung und ihre Be- 
ziehungen zur Zahlentheorie. Leipzig 1872. 8S. 138 und 139.). 
Hieraus lisst sich aber das oben angegebene Resultat auf einfache 
Weise herleiten und erweitern. | 
Es ist naimlich klar, dass in (2) sowohl @ als 6 entweder zugleich 
grade oder ungrade Zahlen sein miissen. Im ersteren Falle wiire die 
Gleichung (1) sofort bewiesen. In der That liefert aber die Zahlen- 
theorie den Fall, dass sowohl « als auch 6 ungerade sind. Z. B. 
4-13 = 5? + 3 - 3? 
4-19=7°+3.-3?. . 


Wenn «@ und B nun 2 ungerade Zahlen sind, so ist entweder im- 
mer « — B oder a + 6 durch 4 theilbar, denn es ist entweder: 


1) a=4m,+1 B=4m,+1 
2) a=4m,+1 B=4m, + 1. 
Im Falle 1) aber ist 


oder 


+ (a — s) =m, —™m,, 
4(e+ B)=—m, +m,. 


In dem ersten Falle ist dann aber zugleich a + 38, im zweiten 
Falle a — 38 durch 4 theilbar, denn im 1) Falle ist 


t(@ + 38) =m, + 3m, +1, 
4(a— 38) =m, —3m,+1. 


im Falle 2) ist 


im Falle 2) 


Wir sehen also, dass jedenfalls immer folgende 2 Gleichungen zusam- 
men bestehen miisser. 







































Ueber die Theilwerthe der Jacobi'’schen Thetafunctionen, 


383 





lLa—p =—4t, 


a+3p=—4s, 

(3) oder 
IlLae+pBp =—4¢#, 
a—3$6=—4s,. 


Aus I. aber folgt: 
a=s,+ 34, B=s, — 4, 


aus II, é 
a—=s,+ 3t,, B = t, — s. 

Es wird sich also jedenfalls immer setzen lassen: 3 

4 a=-A+3B 

” B= +(4—B). 


Diese beiden Gleichungen miissen immer bestehen, mégen die Gréssen 
a und # in (2) einen Werth haben, welchen sie wollen, wenn sie nur 
beide ungerade sind. 

Setzt man die Werthe (3) in (2) ein, so folgt: 
(5) 4p =(A+3B)?+3(A— B). 


Fiihrt man beide Quadrate aus, so sieht man sofort, dass _hier- 
aus den beiden andern Gleichungen folgen: 


eS 3 


(6) 4p=(2A)? +3(2B)?. 


Die Gleichungen (5) und (6) bestehen also immer mit (2) zusam- 
men, und es zeigt sich: 
Dass jedes Vierfache einer solchen Primzahl p von der Form 
»6m + 1 auf dreifache Weise darstellbar ist als A? + 3 B’, 
yalso in der Summe eines einfachen und eines dreifachen 
» Quadrats.“ 
In der That ist: 


4. TH 12438-3243. 12 443.22 
4-13 = 243-12 = 5243.32 243-4 
, 4-19 = 1243-2 = 743-3? = 8243-2 ete, 
Sodann aber ergiebt sich aus der zweiten Gleichung in (6) sofort: 
(7) p= 4 3B, 
also unsere Gleichung (1), d. h.: 

,Jede Primzahl von der Form 6m- 1 ist immer und zwar 


,nur auf eine Art zerlegbar in die Summe eines einfachen 
yund eines dreifachen Quadrates.“ 
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Wenn aber die Gleichung (7) besteht, so ist damit auch bewiesen, 
dass sich das 4?- und das 34?-fache dieser Primzahlen von der Form 
6p +1 auf eben dieselbe Weise darstellen lasse, wobei 4 ganz belie- 
big ist. Denn es ist auch: 


| p= (AA? 4+3(AB) 
34? p = (34 B)? + 3(AA)*. 
Es folgt aber aus (6) auch: 
»»Dass ein Product aus m Primzahlen von der Form 6m + 1 


sich immer auf 2 Arten in A? + 3 B* zerlegen lasse.“ 
Denn es sei: 


(8) 


p= a,?+ 36; 
Py = a? + 3 B,*; 
so folgt: 
(9) ~ = (a,a, + 3B, B,)? + 3 (a, B, — B,a,)? 
= (a, a, — 3B, B,)* + 3 (@,B, + B,a,)?. 


Nimmt man noch eine dritte Zahl p, hinzu, so ist p, p, p, offenbar 
auf 4 Arten zerlegbar, p,, p,., p,, p, Ware auf 8, d. h. 2° Arten zer- 
legbar, und so schliesst man weiter, woraus offenbar obiger Lehrsatz 
resultirt. 
Wenn man nun folgende Tabelle der bis 100 vorhandenen Zahlen 
p betrachtet: 
T= 2?+3-1? 
15 = 1?+4 3.2? — 3?+ 2? 
W— 4443.12 : 
3L=— 2?+3.3? 
37 = 5° + 3-2?=— 6+ LP 
45— 443.3? 
61=—7+3.2?=— 5? + 6 
67 = 8? +3.-1? 
73 = 5? ++ 3. 42 = 8? 4 3? 
19=—= 2?4+3-53° 
T= T7+3-4—9°+ 4 
103 = 10° + 3-1’, 
so bemerkt man sofort den Unterschied zwischen den Zahlen von der 


Form 12m-+ 7 und denen von der Form 12m-+ 1, welche letztere 
ja auch in die Summe zweier Quadrate zerlegbar sind. 

Bei den letzteren nimlich ist A ungrade, B grade, wihrend dies 
bei denen von der Form 12m-+ 7 umgekehrt ist. Jedoch ist gemiiss 
(8) auch fiir 3(12m-+ 1) A gerade, B ungerade, 
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Da unsere Untersuchung in § 7. erforderte, dass s eine gerade, 
t aber eine ungerade Zahl sei, so gilt sie somit fiir die Primzahlen 
von der Form 12m -+ 7 und fiir das Dreifache aller Primzahlen von 
der Form 12m-+ 1. 


Dass in der Zerlegung von 12m + 1 A immer ungerade, B immer 
: gerade sein muss, hat Dirichlet bewiesen. (Vgl. Lejeune-Dirich- 
let: Recherches sur les diviseurs premiers d’une classe de formules du 
quatrieme degré. Crelle, Bd. 3, S. 69.) 

Wir wollen diesen zahlentheoretischen Ausfiihrungen schliesslich 
noch eine kurze Bemerkung hinzufiigen, welche darlegen soll, wie 
doch auch manche der vorher gefundenen analytischen Resultate ge- 
eignet sind die Fruchtbarkeit der héheren Analysis zur Herleitung 
zahlentheoretischer Wahrheiten zu bekunden, eine Beziehung zwischen 
beiden Feldern der Mathematik, welche durch die grossen Arbeiten 
Jacobi’s und Dirichlet’s zu so merkwiirdigen Ergebnissen ge- 
fiihrt hat. ; 

Aus der Dreitheilung in § 2. (5) haben wir die Formel: 


qQ+rR=pP. 


Nun aber ist, wenn die folgenden Summen von — oo bis + oo ge- 
rechnet werden: 


r—Se PS ee 
(10) a= >, 0 = Dy 

r= a gteatiy R= Za geertir , 
Tragt man dieses ein, so folgt: 


(11) > git —» {— 1+" gtk+shh — e ghektir +e enti : 


Links blieben alle solche Formen kk + 3hh stehen, in denen h 
.und k nicht zugleich grade oder ungrade sind, und zwar kommen 


dann die hetreffenden Glieder simmtlich positiv vor. Die iibrigen 
Glieder, in denen hk und k zugleich grade und ungrade sind, fallen 
heraus. 


Rechts aber stehen offenbar alle Zahlen von der Form: 
(12) A=kk+k+3hh+h+1 


worin fiir. k und h alle Werthe von — oo bis + oo zu combiniren 
sind. Aus A kénnen immer nur ungrade Zahlen resultiren, da kk +k 
sowohl als 3hh + 3h immer grade sind, wie auch k und h beschaffen 
sein mégen. Da nun die Ausdriicke hh +h und kk +k die Reihe 


Mathematische Annalen, VII, Diy 
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aller dreieckigen Zahlen bilden, wenn i und h von + oo -bis — oo 
geht, so folgt: 
»Die Summe aus dem Doppelten einer dreieckigen Zahl und 
,dem Sechsfachen einer zweiten dreieckigen Zahl, vermehrt 
um die Einheit, lisst sich immer durch A* + 3 B? darstellen, 
»worin A und B nicht gleichzeitig grade oder ungrade sind.“ 
Setzt man rechts erst h = 0, sodann k = 0, so folgt: 
Das Doppelte jeder dreieckigen Zahl vermehrt um die Einheit, 
sowie das Sechsfache jeder dreieckigen Zahl um die Kinheit 
»vermehrt, sind immer darstellbar durch die Summe eines ein- 
»fachen und eines dreifachen Quadrates.‘ 











Ueber das Kriimmungsmaass von Mannigfaltigkeiten hdherer 
Ordnung. 


Von R. Beez zu PLaven im Voigtlande. 


Im Folgenden wird diejenige n-fache Mannigfaltigkeit betrachtet 
werden, welche vermége einer gegebenen Gleichung 


(1) F (%, 2, +++ tn) =O 


ausgesondert ist aus der (n + 1)-fachen Mannigfaltigkeit (x, 7,, --+ Za). 
Letztere mag als eine absolut gegebene oder (nach Riemann) als 
eine ebene Mannigfaltigkeit angesehen werden. 

Auf F = 0 seien gegeben die unendlich nahen Punkte A und 
A (¢ = 1,2,--m), mit den Coordinaten 2, 7,,--- 2, und 7 + d;%,, 
2, + dja,,-++%, + d;%,; 80 dass also die Formeln stattfinden : 


(2) Fydix, + Fda, +---4+ Fidx, =09, (¢=1,2,---m), 


wo unter F,, F,, --- F, die Ableitungen von F’ zu verstehen sind. 
Ferner sei B ein ausserhalb F = 0 beliebig gegebener Punkt mit den 
Coordinaten y), ¥,, +--+ Yn; dann ist das Volumen des durch die 
Punkte A, A und B bestimmten Parallelepipedums dargestellt durch 
die Determinante: 


Yo — Ly At dX --+ Ayr, 


(3) R=) Hy — * d, x, d, x, 2 dy 2; : 





| Yn —Hn GX, yy -++ Ant, 


Ferner seien dw,, dw,, --- dw, die Partialdeterminanten von R, 
genommen nach den Gliedern der ersten Vertikale; und endlich sei 
dw definirt durch: 


(4) (dw)? = (dw,)? + (dw,)? +--+ (dw,). 
Zufolge der soeben fiir dw,, dw,, --- dw, gegebenen Definition 


finden die identischen Gleichungen statt: 
dw, - da, + dw, - dja, +--+ dw,-djx,=0, (¢=1,2,--n); 
hieraus ergeben sich mit Riicksicht auf (2) die Proportionen 


25* 
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dw,:dw,:---:dw,= Fy: F,:---+-+: Fi; 
aus diesen aber folgt mit Riicksicht auf (4): 
dw, F, 


©) je" /reprig pre? © %b%--®). 








d 

Die Formeln (5) lassen erkennen, dass die Quotienten ete angesehen 
werden kénnen als die Richtungscosinus der im Punkte A (oder 
Lo, Ly, -.+ ) auf der Mannigfaltigkeit F — 0 errichteten Normale. 

Die Gréssen dw,, dw,, ... dw, sind definirt als gewisse Partial- 
determinanten von R; und es findet daher die identische Gleichung 
statt: 

R = dwy (Yq — %) + 4M, (Yy — %) +++ + dn Yn — Fn) , 
eine Gleichung, welche auch so dargestellt werden kann: 

dw, ¥, — 


R ala dW Yo — & dw, yi — % i : 
(AB)- dw” dw (AB) sa dw (AB) ese dw 


(AB)? 

wo (AB) die gegenseitige Entfernung der Punkte A und B bezeich- 
nen soll. Die rechte Seite der letzten Formel reprisentirt, weil die 
d 
pat die Richtungscosinus der Normale vorstellen, den Cosinus des- 
jenigen Winkels m, unter welchem diese Normale gegen die Linie 
(AB) geneigt ist, so dass man also erhiilt: 


R 
(AB) dw = cos Q ? 
oder was dasselbe ist*): 
R 
(6) du= anaes 


"*) Diese Formel (6) scheint mir wenig im Einklang zu stehen mit einer 
gewissen Bemerkung, welche Kronecker in seiner ausgezeichneten Abhandlung: 
Ueber Systeme von Functionen mehrerer Variablen (Ber, d, Berliner Akad. d. 
Wiss. 1869, S. 170) gemacht hat. Denn, iibertragen in die von mir angewandte 
Bezeichnungsweise, wiirde jene Bemerkung etwa so auszusprechen sein: 

Wenn man fir die (n + 1) der Mannigfaltigkeit / — 0 angehirigen Punkte 
A, A; (i=1, 2, -- m) und fiir irgend einen (m + 2)'" ausserhalb dieser Mannig- 
faltigkeit liegenden Punkt B die Inhaltsdeterminante R bildet, und dieselbe 
durch die Entfernung 

‘ AB= Viv. — &o)* + (ys: — %)* +--- + (y, — 2) 

dividirt, so nihert sich dieser Quotient dem Werthe des Elementes dw, sobald 
man den Punkt B ins Unendliche riickt. 

Dass der in Rede stehende Mangel an Einklang in einem geringfiigigen 
Versehen (respective Druckfehler) seinen Grund hat, diirfte wohl keinem Zweifel 
unterliegen. 
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Offenbar reprisentirt (A.B) cos m die Hohe des mit R bezeichneten 
Parallelepipedums. Dividirt man aber das Volumen R des Parallel- 
epipedums durch seine Héhe, so erhilt man seine Basis. Die Formel 
(6) Jasst also erkennen, dass diese Basis gleich dw ist; und es kann 
daher dw aufgefasst werden als ein unendlich kleines Element der ge- 
gebenen Mannigfaltigkeit F = 0. 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir iiber zur Darstellung des 
Kriimmungsmaasses der gegebenen Mannigfaltigkeit F — 0. Je zwei 
Punkte der Mannigfaltigkeit F — 0 und der (kugelférmigen) Mannig- 
faltigkeit 


(7) BP + ert: +82 = 


mégen correspondirende genannt werden, sobald zwischen ihren Coor- 

dinaten x, %,, ... %, und &, &,,... &, die Relationen stattfinden: 
F, 

(8) &— rea a FD? (k = 0, 1,2,...m). 

Sind nun insbesondere A (&, &,, ..- &) und A” (& + dj&, &,5-+ di&,, 

..- && + 4;§,) die den Punkten A und A correspondirenden, und 

setzt man [analog mit (3), (4)]: 


No — bo d, & d,§, eee dn&, 
(9) p—/|% — §, d,&, d,§, tee dn, 


tn — bn dba dbs + dake 





und 
(10) (da)? = (da)? + (da,)? +---+ (da,)’, 


wo dw,, dw,, ... do, die Partialdeterminanten von P nach den 
Gliedern der ersten Vertikale vorstellen sollen, so wird [analog mit (5)]: 











da, & &, ‘ 
Qh = wal PS eros = 7 (k=9,1,2,...m). 
Aus (5) und (11) ergiebt sich mit Riicksicht auf (8) sofort: 
do dw 
(12) aa = aa (h=0,1,2,...m). 
Das von Gauss eingefiihrte Krii gsmaass K = = kann daher, 
wie aus (12) folgt, dargestellt werden durch: 
do _dm da doa, 
-B@-mWa Ke . 
(13) 


Bei der weiteren Entwickelung des Ausdruckes von K mégen nun der 
Reihe nach drei Falle unterschieden werden. 






























sth ~ 


es Rye A odes beats ds 


(me se 
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 Erster Fall. 


Die Gleichung (1) der betrachteten Mannigfaltigkeit sei aufgelést 
nach «,, also gegeben in der Form: 


(14) Lo — f (%,, La, ..- He) =O. J 


ord 
Alsdann besitzen die Relationen (8) die Gestalt: 
(15+) B= +t, f= — 4, GF =1,2,..n), 


wo /,, fo, --- fn die partiellen Ableitungen vou f vorstellen, wihrend 
s definirt ist durch: 


(15°) sm lt hi tiete +h. 
Die Coordinaten &, &,, &, ..- § sind in diesem Falle nur abhangig 
von den » Argumenten 2,, 2%, ... %, (nicht von 2,); so dass man 
Formeln von folgender Gestalt erhilt: 

(16) dj Ee = Exr dia: + Exodjae + ++ + Enda, » 


Beachtet man also, dass die Partialdeterminanten w, und @, definirt 
worden sind durch: 


dy, dat, ... dn, | dt, do, -.. dn&, | 


Saal 
— A,X, dy%, ~~. AyX, | ay a | 4%, @§ ... && 
| . . . . . . . . | . . . . . . . 
GH, GaSe... Aahe | d,E, dg... dn&s| 
so erhalt man auf Grund der Formel (13) und unter Anwendung des 
Multiplicationstheorems der Deterniinanten sofort: 
Ei E19 +++ Bin | q 
_ do dm _ (|\§ See 
(17) K= dw dw Cs “ k teed, ‘ ™ 
Ent Sas oe Sen 
Durch Differentiation von (15*) findet man: 
og 1 jE — 
(18) p= Ge (HE fife — hn), 
wo die fip, fj, die zweiten Ableitungen von / bezeichnen. Substi- + 


tuirt man diese Werthe (18) in (17), so folgt: 


\fisr far --- fer | 1 fP?—8 AA —— 
(19) K =— fie fe +: fn | _|hhe fe—# ... fal, 


s .* . . . . ° | . . . . . . 
{ fin fen ove e fan | ifn fofn eee fh.’ —s? 
Die zweite Determinante, welche fiir den Augenblick mit » (s?) be- 
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zeichnet werden mag, reducirt sich auf den Werth (— 1)"- s**—* 
Denn ihre Entwickelung nach Potenzen von s? giebt: 
(82) = Dn —8? ZAn1 + S$ ZA, 2 fe + (— Lys SA, + (— 1884, 
worin 2A,, die Summe aller Partialdeterminanten m'” Grades von 
rl A, = (0) bedeutet; diese Summen aber sind identisch Null mit 
alleiniger Ausnahme der letzten 2A,; so dass man erhilt: 
g (s?) = (— 1)"—18**-2 SA, + (— 182", 

= (— 1)" LP? = ot (f? + 12" so dis + fr’)) ? 

= (— 1)" s?*-?, [vgl. (15")]. 
Man erhilt also schliesslich: 


ita fia +++ fin| 


| 
(20) : rm & & eva 


| fat {ne eee ‘: 





' Zweiter Fall. 

oe Die betrachtete n-fache Mannigfaltigkeit sei, wie in (1), gegeben 
durch die Gleichung: 
(21) F (dq, %5 Ses «0+ Sq) = 0. 


Um diesen Fall auf den friiheren zuriickzufiihren, sei zuvérderst auf 
die Proportionen aufmerksam gemacht: 


(22%) 1:(—f): (A): + t(—A =H Hi Fi KH: +: HK, 


sowie auf die hieraus entspringenden Formeln: 


F. 
(22) h=—— >, 
G Fi fh ad $ 
(22°) = +3, + =— +s, (k= 1,2,...8), 


wo s und S zur Abkiirzung stehen fiir die Wurzelgréssen: 
> (22 s=VIFR TRE FR, 
S=VF?+ F?+ Fe+---+F,’. 
Aus (22°) folgt sofort: 


F,dF, — F,4F, 
df= a “= 
__ BF oo — FoF 0) ag + (Fy Fo — FoF: da, +--+ FF on — FoF, 42, . 
— ont go rae F;? Fray ieee ? ~iee 
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nun ist aber Fda dtd 4a 

x Xe oe a x, 
hay = fy day + fydty+ ++» + fadty = (— 1) 


substituirt man diesen Werth fiir dz, in die letzte Formel, so erhilt 
man das Differential df, ausgedriickt durch die n Differentiale dz,, 
dz,,... dx, (exclusive dx,); und hieraus folgt alsdany sofort: 


6 fiat ==, 





wo unter U;; die Determinante zu verstehen ist: 


0w FF 
(24) Uii=| Fo Foo Fio 
F; Fo Fii 


Substituirt man die Werthe (23) in (20), und bezeichnet man dabei 


die aus den n? Gréssen U,; zusammengesetzte Determinante kurzweg . 


mit U, so erhalt man: 





6 (—1)""U 
(25) K = or? pan 
Nun ist aber nach (22:> % 4); 5 = - Somit folgt: 
0 
(—1)"U 
(26) K= eri pie 


Diese Formel ist, wie sogleich niher dargelegt werden soll, identisch 
mit der von Kronecker*) gegebenen Formel: 


0m F,...F, | 


Fo Foo Fo... Fro | R 
ors Be Fu... es | — pe 


| 


(27) K= 
F, Fo. Fin eo. Fran 

‘Multiplicirt man nimlich in dieser Kronecker’schen Determi- 
nante — sie mag R genannt werden — simmtliche Vertikalreihen 
von der dritten an mit F,, und zieht die respective mit F,, F,, ... F, 


multiplicirte zweite Vertikalreihe von denselben ab, so erhalt man jene 
Determinante in folgender Gestalt: 


*) Dieser Ausdruck (27) des Kriimmungsmaasses K ist von Kronecker auf 
anderem Wege gefunden, niimlich aus dem Satze abgeleitet worden, dass die 
Kriimmung der n-fachen Mannigfaltigkeit dargestellt wird durch den reciproken 
Werth des Productes der » Hauptkriimmungshalbmesser. (Vgl. d. Ber, der Ber- 
liner Ak. der Wiss. 1869, S. 695.) 
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0 Fy 0 coee @ 
\ Fy Foo Fo Fio — Fi Foo «+++ Fo Fao — Fa Foo 
a= F," ial Fy FoFi —Fi Fu ---+ Fo Fu — Fa Fo |’ 





F, Fon Fy Fin — Fi Fon «++: Fo Fan — Fa Fon 
wofiir offenbar einfacher geschrieben werden kann: 
Fy Fo Fio — Fi Foo --- > Fo Fro — Fs Foo 
R= — aR F, Fo Fir — Fi Fu. -- ++ Po Fi — F, Fo: . 


oad FS —!1 





F, Fo Fin — Fi Fon ‘Phot Fo Fin — Fy Fos 
Multiplicirt man nun in dieser letzten Determinante jede Horizontal- 
reihe von der zweiten an mit F,, und subtrahirt die respective mit 





F,, F,, --- F, multiplicirte erste Horizontalreihe, so verschwinden 
simmtliche Glieder der ersten Vertikalreihe bis auf /, und man erhilt: 
Sa iy tio 

a Le ? 


wo U die schon friiher genannte Bedeutung hat. Substituirt man aber 
diesen Werth der Determinante R in die Kronecker’sche Formel 
(27), so folgt: 


und dieser Ausdruck ist in der That identisch mit dem in (26) ge- 
fundenen. 


Dritter Fall. 


Die betrachtete n-fache Mannigfaltigkeit sei gegeben durch die 
(n + 1) simultanen Gleichungen: 








(28) Te = fe (Diy Po» ** Pn), (k= 0,1, 2,---m). 
Unter A und A mdgen folgende Determinanten verstanden werden: 
Gity Ot Oat ny — E> 28 bo... Abo | 
OP: OP, OP, ” OP: OP2 OP, | 
ly, ar, 2 Oar. Bay _g Ob Ob... abs | 
(29) A=|%~"! dp, dp dp,|, A=|™ bop, Om a oF 
| | 
ig . . ° - . - } 
_ Ox, di,’ ite : éé,, 0g, 0b, 
i!" Bp, OP OP, eS" Gm OPa” OPp | 








ferner seien A,, A,, --- A, und Aj, A,, --- A, die Partialdetermi- 
nanten von A und A, genommen nach den Gliedern der ersten Verti- 
kalen; ausserdem sei H definirt durch: 


(30) H? = Ay? + A+++ An? 
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Alsdann finden, falls man die friiher mit d,, d,, --- d, bezeichneten 
Verschiebungen den Parametern p,, p., -- p» entsprechen lisst, zwi- 
schen den Determinanten dw;,, d@, und A,, A, die einfachen Be- 
ziehungen statt: 


(31) dw,= A, dp, dp,---dpr, do=—A,dp,dp,---dpn. 


Nun ist nach (11) und (12): 
dw, dw, 


32 ee ae — er 
( ) bx dw V V/ (dw)? + (dw,)? + - a (dw, P ? 


oder wei] nach (31) die dw, mit den A, proportional sind, und mit 
Riicksicht auf (30): 





A, 





A 
33 eens am =e: 
(33) gi V Ae + A? + +--+ 4,? H 
hieraus folgt sofort: 
a — oH 
_ OP; = (Az, , ~* op) 


Um im gegenwirtigen Falle einen geeigneten Ausdruck fiir das 
Kriimmungsmaass K zu finden, gehen wir aus von der Formel (13), 
welche mit Riicksicht auf (31) so dargestellt werden kann: 


(35) i wn do _ da, a Ao 


dw dws ~~. 
Substituirt man hier fiir A, seine eigentliche Bedeutung [vgl. (29)], 


indem man dabei fiir die Ms die Werthe (34) einsetzt, so folgt nach 


einer leichten Umformung: 
| HH A, A, --- As 





iwem 24 oA, | 24, 
(36) K an _ | OP, OP, OP OP, |. 
‘ _ H** . . . - . . . . a . | 
cH CA, 0 Ag —T cA, 
Bop. OPn OP, OPn 


Substituirt man in diese Determinante die Werthe der HH und 
H ‘a (30), und subtrahirt von der ersten Vertikalreihe die Summe der 
k 


respective mit A,, 4A,, --- A, multiplicirten iibrigen Vertikalreihen, 
so folgt sofort: 


| Ay wes A, | 

|@4o 2A, || CA) 

1 ia é OP, | 

(37) K = S| vied me = 5 


om a4, OA, | 


|=? 5 
OP, OP, | 
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und hiermit ist also das Kriimmungsmaass K in sehr einfacher Weise 
ausgedriickt durch die mit A,, A,, --- An bezeichneten Partialdetermi- 
nanten [vgl. (29)] und durch die Grisse H (30). 

Es mag schliesslich der erhaltene Ausdruck (37) noch einer ge- 
wissen Transformation unterworfen werden, durch welche er in Ana- 
logie tritt zu dem von Gauss gegebenen Ausdruck. Zu diesem Zwecke 
sei zunichst bemerkt, dass zufolge der fiir A,, A,, --- A, gegebenen 
Definition die identischen Gleichungen stattfinden: 





| A, A --> oil 
Gity day |, Oty 
(38*) a ee 
Oxy Bay | | On 
dp, OP, OP» 
Ox, Cx OL, 
b > L vee wes... 
(38°) 0 Ay 224 Ay Bp et Ay es 
ausserdem werde die Abkiirzung eingefiihrt: 
oo OXy 0A Ox 0A, 6x, 
Diu = 5 See sper: ps 
(39) 7 ; OP, ¥ Op; Om + Cp, Cp,’ 
ee a ee ee > 
- (4, Op; OP, + 4, Op; OP, + + An OP; CP, 


Durch Multiplication von (37) mit (38°) ergiebt sich alsdann sofort: 
Dis Ds, le De Dai 

(40) K= Ma 4 Dz» 7 : P Dns . 
Di» po? 

Hiermit ist unser Ziel erreicht. Denn die vorstehende Formel (40) 
verwandelt ‘sich in der That fiir n=2 in die bekannte Gauss’sche 
Formel: 

Ka _DD =D 
~ (AA+BB+4 CC)’ 
(Gauss Werke, Bd. IV, S. 234). Kaum bedarf es der Bemerkung, 
dass bei Gauss A, = A, A, = B, A, = C, ferner p, = p, p,» = g, 
endlich D,, = D, Dj. = D,, = D’, D,, = D” gesetzt ist. 


Plauen im Voigtlande. April, 1873. 














Ueber die gegenseitige ponderomotorische Einwirkung zwischen 
zwei elektrisch geladenen Kugeln. 


Von D. Bosyztew in Sr. Pererssure. 


In den Lehrbiichern der Elektrostatik wird, bei Betrachtung der 
gegenseitigen ponderomotorischen Einwirkung zwischen zwei elektrisch 
geladenen Kugeln gleicher Grésse, auf Fille aufmerksam gemacht*), 
in denen jene Einwirkung Null ist. Doch existiren solche Faille auch 
dann, wenn die Kugeln von ungleicher Grosse sind. In der That kann 
man — und dies zu zeigen ist der Zweck des vorliegenden Aufsatzes 
— die in Rede stehende Einwirkung zwischen zwei (einander nicht be- 
riihrenden) Kugelu jedesmal zum Verschwinden bringen, sobald man 
nur dem Verhiltniss der auf den beiden Kugeln angehiuften Elektri- 
cititsmengen einen geeigneten Werth zuertheilt; und zwar existiren 
fiir jede gegebene Entfernung g der beiden Kugelmittelpunkte zwei solche 
Werthe, welche sich darstellen als die Wurzeln einer quadratischen 
Gleichung, deren Coefficienten bestimmte Functionen von g sind; diese 
Wurzeln sind stets reell. 


§ 1. 
Allgemeine Betrachtungen **). 


Ein System elektrischer Conductoren A’, A”, - - -, deren jeder 
isolirt ist, sei geladen respective mit den Elektricititsmengen E’, E”,--- 
Ferner sei das Potential des Systems auf sich selber bezeichnet mit 


(1) Way reePeaPs 





*) Beer. Einleitung in die Elektrostatik. Braunschweig, 1865. S. 93. — 
Kéttertzsch. Lehrbuch der Elektrostatik, (Leipzig, 1872.) S. 314. 

**) Diese allgemeinen Betrachtungen, obwohl schon von Thomson angestellt 
und benutzt [vg]. Philosophical Magazine, Ser. 4, Vol. V, p. 292, Formel (f), und 
p. 294, Formel (18)], scheinen dennoch im Ganzen wenig bekannt zu sein. Die 
Redaction der Annalen hat sich daher der Miihe unterzogen, diese Betrachtungen, 
welche fiir das Verstindniss des Bobylew’schen Aufsatzes unentbehrlich sind, 
im vorliegenden § in Kiirze zu reproduciren. 
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hier bedeuten ¢, e, die in irgend zwei Oberfliichenelementen Ds, Ds, 
vorhandenen elektrischen Dichtigkeiten, und r die Entfernung der bei- 
den Elemente von einander; sowohl die Summation nach Ds, als auch 
diejenige nach Ds, ist ausgedehnt iiber sdimmitliche Oberflachenelemente 
des ganzen Systemes. Die Formel (1) kann auch so geschrieben werden: 


(2) W =42(cDs E47") — 4 B(VeDs), 


wo alsdann V das Potential des Systems auf einen Punkt reprisentirt. 
Die Summe 2(VeDs) kann, entsprechend den einzelnen Conductoren 
A’, A’, ..., in ebenso viele einzelne Summen zerlegt werden; .so dass 
man erhilt: 

(3) W=42(VeDs)+42(V'e’Ds')+--- 

Befindet sich nun die elektrische Materie bei der gegebenen riumlichen 
Lage des Systemes A’, A”, --- in ihrem Gleichgewichtszustande, so 
wird das Potential V auf jedem Conductor von constantem Werthe sein. 


Bezeichnet man diese den einzelnen Conductoren entsprechenden con- 
stanten Werthe mit C’, C”, --- so folgt aus (3): 
(4) W=3C' 2(eDs') +4C" Ze’ Ds") +----, 
oder was dasselbe ist: 
6) WHACK +4C E+... 
wo HE’, E”, --- die schon genannten Bedeutungen besitzen, nimlich 
die elektrischen Ladungen der einzelnen Conductoren reprisentiren. 
Lassen wir das System A’, A”, --- aus seiner urspriinglichen 
riumlichen Lage in eine benachbarte Lage iibergehen, so wird, nach 
Eintritt des entsprechenden elektrischen Gleichgewichtszustandes, die 
elektrische Vertheilung auf jedem einzelnen Conductor eine etwas an- 
dere sein als friiher. Bezeichnen wir fiir diese neue raiumliche Lage 
und den neuen elektrischen Gleichgewichtszustand das Potential des 
Systemes auf sich selber mit W-+ dW, so wird der Zuwachs dW 
zerlegbar sein in zwei partielle Zuwiichse dW und AW, von denen 
der erstere herriihrt von den Aenderungen der rdumlichen Lage, wiah- 
rend letzterer den Aenderungen der elektrischen Dichtigkeiten entspricht. 
Wir erhalten also mit Riicksicht auf (1) folgende Formeln: 





(6) dW=dW+AW, 
eDs-e,Ds. 
(7) OW = — 4 EE(O ar), 
(8) AW = 4- 4 yy teDs - e, Ds, + eDs - de, Ds, ; 


r 


wo die Aenderungen der r mit dr, und diejenigen der e, e, mit de, 
de, bezeichnet sind. 
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Die Formel (8) kann, wie leicht zu iibersehen ist, einfacher dar- 
gestellt werden, niimlich so: 


AW = SEHP8-4P4 _ E(deDs. E*P4), 


oder, wenn man V in genau derselben Bedeutung wie frither (2) 
braucht: 
AW = Z(VdeDs). 
Hieraus aber folgt, wenn man die Summe, entsprechend den einzelnen 
Conductoren A’, A”, ---, in ebenso viele einzelne Summen zerlegt: 
© AW=2Z(V'de Ds) + L(V" de’ Ds") +---- 
Diese Formel endlich kann, weil V’ = C’, V" =C”, .-- ist, auch 
so geschrieben werden: 
AW =C’. 3(dé Ds) + C" - E(de’Ds") +---, 


oder auch so: 


AW =C'-dE'+C"-dE”+.--., 


oder schliesslich, weil die zuertheilten Ladungen FE’, FE”, - -- unver- 
iinderlich sind, auch so: 

(9) AW=0. 

Aus (6) und (9) ergiebt sich: 

(10) dW=sw. 


Die von den elektrischen Kriiften in dem gegebenen System wih- 
rend der betrachteten Lagentveriinderung verrichtete ponderomotorische 
Arbeit driickt sich bekanntlich*) aus durch — 6 W, und kann daher, 
gufolge (10), auch dargestellt werden durch — dW. Somit ergiebt 
sich folgender Satz. 


(11) Befindet sich ein aus lauter isolirten und mit Elektricitdt ge- 
ladenen Conductoren bestehendes System in beliebig geyebener Lage, 
und die in ihm enthaltene elektrische Materie in dem entsprechen- 
den Gleichgewichtszustande, so wird die von den elektrostatischen 
Kriiften beim Uebergaunge des Systems in irgend eine benachbarte 
Lage verrichtete ponderomotorische Arbeit darstellbar sein durch 
—dW, wo W und W+ dW diejenigen Werthe bezeichnen, 
welche das elektrostatische Potential des Systemes auf sich selber 
bei der urspriinglichen und bei der neuen Lage, jedes mal nach 

. Eintritt des elektrischen Gleichgewichtszustandes, annimmt. 


Hieraus ergiebt sich durch Anwendung auf ein System von zwei 
Kugeln ein specieller Satz, welcher, wenn man den Centralabstand 
der beiden Kugelu mit g bezeichnet, folgendermassen auszusprechen ist: 


*) Vgl. Neumann: Die elektrischen Krifte. (Leipzig, 1873.) S. 24 bis 33. 















~ Ase ma 








~ 8. 
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Befinden sich zwei isolirte und elektrisch geladene Kugeln in 
einer beliebig gegebenen Lage (g), und befindet sich die in ihnen 
vorhandene elektrische Materie in dem _ entsprechenden Gleich- 
gewichtszustande, so wird zwischen den beiden Kugeln eine pon- 
deromotorische Kraft vorhanden sein, welche, repulsiv gerechnet, 


gleich — “ly ist. Hier bedeuten W und W + dW diejenigen 


Werthe, welche das elektrostatische Potential des Systemes auf sich 
selber bei den Lagen (g) und (g + dg), jedesmal nach Eintritt 
des elektrischen Gleichgewichtszustandes, annimmt. 


(12) 


Ferner ergiebt sich aus (11), wie beiliufig bemerkt sein mag, 
auch noch folgender Satz: 

(13) Ist von den beiden isolirten und elektrisch geladenen Kugeln 
die eine fest aufgestellt, die andere aber drehbar um einen ge- 
gebenen Durchmesser , und denkt man sich die in ihnen enthaltene 
elektrische Materie wiederum im Gleichgewichtszustande, so wird 
das von der ersten Kugel auf die zweite ausgeiibte ponderomo- 
forische Drehungsmoment gleich Null sein. 


§ 2. 


Die ponderomotorische Kraft /’, mit welcher zwei elektrisch geladene 
Kugeln auf einander einwirken. 


Wir betrachten zwei isolirte, mit irgend welchen Elektricitits- 
mengen FE und H geladene Kugeln, in beliebig gegebener Lage und 
im Zustande des -elektrischen Gleichgewichts; und stellen uns die Auf- 
gabe, die ponderomotorische Kraft F’, mit welcher die beiden Kugeln 
auf einander einwirken, unter Anwendung des Satzes (12) niher zu 
berechnen. 

Es seien M und M die Mittelpunkte der beiden Kugeln. Auf der 
Verbindungslinie 17M construiren wir diejenigen beiden Punkte A und 
A’, in denen sie geschnitten wird von einer auxiliiren Kugelfliche, die 
orthogonal ist zu jeder der beiden gegebenen Kugelfliichen. Diese 
Punkte A und A henutzen wir als die 


M A A M 
Pole eines dipolaren Coordinatensystemes. Ist also @ ein beliebiger 
Punkt des Raumes, und sind QA und QA’ die von ihm nach jenen 
Polen hinlaufenden Linien, so werden die dipolaren Coordinaten #, 
des Punktes @Q definirt zu denken sein durch die Formeln: 


A 
® = log GF , 


(149) aaa 
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(1) VHF? Fis >” 
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Ferner seien 7’ und © die #-Coordinaten der beiden Mittelpunkte M 

und M, und 6 — 7 =A; so dass also 

(14°) T=pos., O=—neg, A—neg. 

Gleichzeitig werde gesetzt: 

(14°) e~*7 = p, e+h@—w, et4— et(9-N—q; (wo e=2,718---); 

so dass also.die Relation stattfindet 

(14°) po=—q. 

Endlich mégen die Radien der beiden Kugeln mit r und g, und die 

Entfernungen MM und AA’ respective mit g und 2a bezeichnet sein. 

Die Gréssen r, @ sind alsdann unverianderlich gegeben; wihrend hin- 

gegen 7, 0, A, p, @, g, a abhingig von der augenblicklichen Ent- 

fernung der beiden Kugeln, also Functionen von g sind. Besonders 

hervorzuheben ist, 

(15) dass die Gréssen p, @, q (falls die beiden Kugeln endlich sind 
und einander nicht beriihren) positive dchte Briiche sind, zwischen 


denen, je nachdem r > 9 oder r = 9 ist, die Relationen statt- 
finden : 



























p>@>q fir r>e, 
p=@>q fir r—o. 

Denken wir uns die beiden Kugeln in der Centraldistanz g, und 
die auf ihnen vorhandene elektrische Materie im entsprechenden Gleich- 
gewichtszustande, so wird das elektrische Potential V der beiden Kugeln 
auf irgend einen Punkt (#, @), der ausserhalb der Kugeln liegt, aus- 
gedriickt sein durch *): 

etn) (9-7) _ et @n+0(4— 9) 
2=@ pel ehitn+1)4 ‘oi 





P™ (cos @) , 


n=0 





ret ef @n+1) (@- - 9) _ gk aatn (449) 
1 — ef (@a+1)4 


wo unter C und [ diejenigen constanten Werthe zu verstehen sind, 
welche das Potential V innerhalb der Kugeln, sowie auch an ihren 
Oberflichen besitzt; dabei reprisentirt P™) die bekaunte Laplace’sche 
Function. 

Mit Hiilfe der Formel (16) gelangt man in bekannter Weise**) 
zu gewissen Ausdriicken fiir die elektrischen Dichtigkeiten und La- 
dungen. Setzt man zur Abkiirzung: 


*) C. Neumann. Allgemeine Lisung des Problems iiber den stationiren 
T aturzustand eines homogenen Kérpers, welcher von irgend zwei nicht- 
concentriechen Kugelflichen begrenzt wird. (Halle, 1862.) S. 55. 
**) Neumann l. ¢. p. XII (der Einleitung). 







































300) , 


Ueber elektrisch geladene Kugeln. 


ro n a 








e~ t@nt+y7r pent 
bm ta: 2 —aachaa a cel 
n _ ” 
n=0 =s n=0 q 
(17) {H=2 z ee ot ee 
i =2a.- ——_—————_ = 2a- a 
$ian41)4 —gq?"tl? 
n—=0 1" id n=0 : q 
NI etentne eo ao?"ti 
J =2a- > pure ag =2a- —r 
~— ez(2nt4 1—q n+ 


rn—O0 n 


lI 
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so sind die fiir die elektrischen Ladungen FE und H der beiden Kugeln 
resultirenden Ausdriicke folgende: 


E=+CL—TH 

H=—CH-+TJ. 

Bezeichnet endlich W das Potential des Systemes der beiden Kugeln 
auf sich selbst, so ist nach (5): 

(19) W=4CE+4TH. 


(18) 





Analoge Formeln werden sich nun offenbar ergeben, wenn man 
(ohne sonst irgend welche Aenderungen vorzunehmen) an Stelle der 
} bisher gegebenen Centraldistanz MM = g eine etwas andere Central- 
distanz g + dg der Betrachtung zu Grunde legt. Bezeichnet man die 
Werthe, welche C, [, L, H, J, W alsdann annehmen, mit C + dC, 
r+dr,L+dL,H+dH, J+dJ, W+ dW, und beachtet man, 
dass die elektrischen Ladungen FE, H dieselben sein sollen, wie friiher, 
so ergeben sich aus (18) und (19) folgende Relationen: 


" e+ LaC — Hal + CaL —rdH, 
(20) 0=—HdC+ Jal — CdaH+TaJ, 
(21) dW=4(HdC+Hdf). 


Multiplicirt man die beiden Gleichungen (20) respective mit C und [, 
und addirt, so folgt mit Riicksicht auf (18): 


(22) 0 = (Ed 4 Hdl) + (C2dL — 20TdH + r?dJ); 
endlich folgt aus (21) und (22): 
(23) dW =—4(C*dL —2CfdH+1P'dJ). 


Nach dem Satze (12) ist nun aber die ponderomotorische Kraft 
I’, mit welcher die beiden Kugeln bei der Centraldistanz g repulsiv 


auf einander wirken, gleich — 7: Somit folgt aus (23): 


‘ So a » ad 
ep r= 4 (C4 zor dt 41242). 


Mathematische Annalen. VII. 
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Bei einer gegebenen Centraldistanz g wird daher die Kraft F’ ver- 
schwinden, sobald man den Quotienten 


C 


(25) ome 


der Art einrichtet, dass der quadratischen Gleichung 


9 d L d H dJ 
x = 


dg — 2s dg + dg 0 


(26) 


C x . > 
r hiingt aber, wie aus (18) 


folgt, mit den Quotienten - durch die Relation zusammen: 


Geniige geschieht. Jener Quotient «= 


, E  «L—H 

(27) H — J—a#H 

Somit ergiebt sich folgendes Resultat: 

(28)  ezeichnet man fiir eine beliebig gegebene Centraldistanz g die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung (26) mit x und 2”, so 
wird, um die Kraft IF bei dieser Centraldistanz zum Verschwin- 
den zu bringen, nur erforderlich sein, dass man dem Quotienten 
im . 3 , a 
i cimen der beiden Werthe 

“L-—H we" L—H 
J—xH?’ J—2"H 
zuertheilt. 
In den nachfolgeneden Expositionen soll gezeigt werden, dass die in 
Rede stehenden beiden Wurzeln 2’, x” stets reell sind. 


§ 3. 


Nihere Untersuchung derjenigen quadratischen Gleichung, von welcher 
das Verschwinden der Kraft 7’ abhingig ist. 


Beachtet man die relative Lage der vier Punkte WZ, M, A, A’: 


M A A’ M 
so ergeben sich mit Riicksicht auf (14*.»»%¢) die Relationen: 
(29°) MA + AM=MA+AM=MM = y, 
(29>) MA —MA=MA —MA = AA =2a. 
Ferner ergiebt sich aus (14% » %4); 

. . MA’ 9 MA 
(30) placa a: @? = = MA? 
oder was dasselbe ist: ; 
_»_. (MA? ox? (M A’)? 
p= MAMA? © > MAM 











—-— 
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Hiefiir aber kann, weil MZ A-MA' =r? und MA- MA’ = QO? ist*), 
auch geschrieben werden: 
(31) p—? = (esP : a= 


72 


(MA’)? 
o? 
Endlich folgt aus (30) und (31) 


{ MA =rp- : MA’ = 00, 


(32) ae eee srs 
| MA rp, MA oa; 
und hierdurch erlangen die Relationen (29*+») folgende Gestalt: 
(33) _ rp-'+ eo =—rp+ eo-'=g, 
(33°) r(p-'— p) = e(@-!'!— BD) = 2a. 


Wir haben nun 7, @ als gegebene Constanten, hingegen g als eine 
Variable anzusehen; von g abhiingig sind die Gréssen 7, 0, A, p, 
@, q, a (14%) © 4), somit auch die Gréssen L, H, J (17). Es 
dL dH 
dg’ dg’ 
d. a. um die Bildung der Coefficienten der quadratischen Glei- 


handelt sich nun um die Bildung der Differentialquotienten 
dJ 
dg’ 
chung (26). 

Dureh Differentiation der Gleichungen (33°) nach g erhalt man: 
(34") ap = A+ do i+ , 


“ern a 2 eR 5k. 2. 
— 1—q?> ° ag ire? } 


und in analoger Weise findet man aus (33): 


‘Ab gda_ itp? dp_ 1+? do 
(34 ) “ie” Pr ? dg wo dg 


Multiplicirt man die Gleichungen (54*) respective mit den aus (33) 
entspringenden HKelationen: 


2a i—p? 2a 1-—32 
, : , —e yp ? r aa oO ? 
so ergiebt sich: 
Oh) te — CFOS, 1S — Oe 
dg 1—q dg 1—¢ 


Ferner folgt aus (34°) mit Riicksicht auf (34°): 


da__ 4, (+p +0) 


dg  1-¢ 


(35) 2 
Endlich ist nach (14°): q¢ == p@; so dass also der Differentialquotient a 


ausdriickbar ist durch dp und “8 


- Somit erhilt man unter Benutzung 
dg dg 


der Formeln (35*): 


*) Neumann lL. e. p, 29 











D. Bozytew. 






404 


¢ dq _ 


Wir gehen nunmehr iiber zu den Gréssen L, H, J. Der Aus- 
druck Z (17) kann folgendermassen umgestaltet werden: 


rz—@ a=e é=o@ 


II 


2n+1 
Pp 2a 2n i 
a i 2a D> > (pret? qherh4, 
n= qd a=8 s=0 
i=@ et) 
= 2a . (a'p > a?"*p*), 
7=0 n=0 
= 24a . i - q - . 
i 1 — 4?! p? 


In solcher Weise erhilt man aus (17) im Ganzen folgende Formeln: 


i=@ i i= i 
Eunte. > —f2.. Jute. > Ss... 
. i=0 1—q*! p®’ ro | 1—¢' a" 
H=2a- —i___. = 2a ~ Je 
— ,2it2 2j 
i=0 1 q j= —?¢ 


Differenzirt man nun den ersten dieser Ausdriicke, niimlich Z nach 
der Entfernung g, so findet man mit Riicksicht auf (35*»°) und nach 
einigen Reductionen: 


(2) a 2 > (teas h) 5 


hier hat f; die lei ° 
2% 27 
(6) fim (i — 9? 5.) + (ig — of = S), 
1-—¢ 1—¢ 
und kann daher auch so dargestellt werden: 
k=i 


(7) fi i= Sarees Sew —en, 


oder auch so: 
k= 


(9) b= 2-26 -rrr™. 


Substituirt man diesen Werth fiir /; in die Formel (a), und beachtet 
man, dass dieses f;, wie aus (8) folgt, fiir i — 0 verschwindet, so er- 
<0 sich: 


1) G-—2- > = a Sa — 934) (1 — prgt=#4)); 


denn in Folge des eben genannten Verschwindens kann als untere 
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Grenze der Summe i = 1 (statt des friiheren i = 0) genommen 
werden. 

Offenbar ergiebt sich fiir den Ausdruck J (36) ein analoges Re- 
sultat; namlich: 


ix=@ 


| (38) 47 = 2. > re fo, Sa — ey — we *)). 


k=1 


Endlich erhilt man aus (36) fiir den Differentialquotienten von 
H nach g den Werth: 


io 


dH _ a 
dg ~~ (a— a7 (2ia+¢ — (1+ p*)(1 + 5 eats 3 ==); 
und hieraus folgt nach einigen Umformungen: 
io ki 
‘ 1H ‘ 9.9128 sk—3 
 Z-- (a=ey 2 I — veh — atgt-5) 
i=1 q f=1 
i=o@ k=t 


~ @= Grae 2 d-e—29). 


Die Formeln (37), (88), (39) lassen, wenn man Riicksicht nimmt 
p auf die Bemerkungen (15), sofort erkennen, 
dL dJ dH 
dg’ dg’ dg 
Durch eine weitere Transformation lassen sich die Differential- 
quotienten (17), (18), (19) in eine fiir unsere Zweckte bequemere Ge- 
stalt versetzen. Um diese Transformationen darlegen zu kénnen, be- 
trachten wir zuvérderst die beiden Ausdriicke: 





(40) dass die Differentialquotienten stets negativ sind. 


i= @ 


“ ki 
(a) oO = “2 (G = > eres gyi — &, e)), 


k=1 





| (b) v= > (gage So —reya ae ‘)), 


wo in dem erstern § einen beliebigen ‘chten Bruch vorstellen soll. 
4 Vertauscht man in ® und ¥ die Reihenfolge der Summationen, so 
wird: 


| (0-8. an Mae Oe) 


ks 
s 2 ,2i— 


voz (a — wg-2). 5 Sg! ie 5 ). 


. . 1 1 : 
| 7" . oe _ anes iil 
Entwickelt man jetzt die Ausdriicke Gee und Ge mit Hiilfe 
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so 
1 ‘ 
der bekannten Formel 77 > (s+ 1)a@*, vertauscht man sodann 
. s=0 ‘ 
die Summationen nach i und s, und bringt man endlich die Summation 
nach i zur wirklichen Ausfiihrung, so erhilt man: 


k= 


=e s=@® (2s-+1)k -2 (28+ 1)k 
— 2k " vy] 4 Eq 
-> (a—#ye- Px +1)é , ati = = oe|)> 


k=@ 
NM geste 2 (2s+1)k 
é as pd 
¥—= D> ((i— aa" *) - a Sth ae ra ers|)- 


s=0 | 


Wird nunmehr Vertauschung vorgenommen zwischen den Summationen 
nach k und s, und die Summation nach & zur Austiihrung gebracht, 
so ergiebt sich: 


getl gets gett gets 
(a) O= = (s+ lee — gst! a r+s| - — get ~~ sa}; 


9 1 
(b’) v-> (s i 1) [= -— _ pts art ; @3+3 
\ —_ get! 1—@?t3| La— gst 1— @ets 
Substituirt man in ®, (a), (a) fiir & - — p und @, so er- 


d y 


halt man die Ausdriicke fiir 7 (37) und * ——— * (38). Substituirt man 


ferner daselbst § = 1, so erhilt man die al Zeile des Ausdrucks fiir 
S a (39); wihrend die erste Zeile desselben durch Y, (b), (b’) dargestellt 


it Somit ergiebt sich: 





aL ‘ ‘NO —_ 
a? get ote 
dt ‘ NX . 7 
(41) ao 2. Pa (s+ 1)H,Z,, 
dH NO . 
G7 -'- D> Zot NWN + 22), 


4 


wo Y,, H,, Z die hisiiaes haben: 


“—— pet! gets 
8 i-g’t! 1—_*t? ? 
2s+1 23+3 
@ @ 
(42) {H; = —__,, — -— 
1 —_et! ee. gts ? 
Ol ce " eae 


wre qt! mar qt} oes qt! = 1—qt3 ‘ 
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§ 4. 
Fortsetzung. Untersuchung der Wurzeln der quadratischen Gleichung. 
Wie bereits bemerkt (15), sind p, @, q positive iichte Briiche. 
Mit Riicksicht hierauf folgt aus (42) sofort, 
dass die Gréssen Y,, H,, Z, stiimmtlich positiv sind; auch lisst 
se nachweisen, dass zwischen diesen Gréssen, je nachdem 
(43) r > @ oder r = g ist, folgende Relationen stattfinden: 
¥, > H, > Z; fiir ie Q, 
Y,=H,> Z, fir r=—g@. 
Um diesen Nachweis zu fiihren, sind die Differenzen Y,—H, und 
H, — Z, einer genaueren Betrachtung zu unterwerfen. 
Setzt man zur Abkiirzung 2s + 1 =, so folgt aus (42): 
n+-2 at? 


m __ at p 
y,- gat ce 
1— q" 1—¢_°r? 2 





oder was dasselbe ist: 
Y—H = for )r—@")  (p"(1—a®"F*) a" (1— pF") | 
‘ *  (1—q") (1—q"*?) 1—a" i-p? 
und hieraus folgt: 
k=n 
| —_ - (1 — p*) (1 —a”) F 
° ‘ (1 ace q") (1 = q"*?) k=0 : 
wo F' die Bedeutung hat: 
F= p” wt — wo" p* . 
a (pw)* (p*—24 — w*—3*) : 
=a (p@)” (eres am yy") ss 
Nun ist offenbar: 


= i] aS 
’ ‘ ’ , 
F—D>'F+ DF, 
s==0 k=0 k=s-+1 


oder, wenn man fiir J’ seinen Werth (bald in dieser, bald in jener 
Gestalt) substituirt: 


k=n k=s k=n 

7 J 

a r= 4 (pw)* (p" SB W.. w*—2t) + > (pw)” (wet—* — pk—*) 4 
c= k=0 k=s+1 


Beachtet man, dass p@ = gq ist, und substituirt man in der zweiten 
Summe rechter Hand an Stelle von & einen anderen Index k’, mit i 
verbunden durch die Relation i + k’ =2s+1=—n, so erhiilt man: 


k= bs Mss 
Rj 

>" F= >’ g* (p*—2* aaa w"—**) -{- > q” (w"- 2k’ p*-?*) - 
r=0 k=0 k‘=0 
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Schreibt man endlich & fiir k’, so folgt durch Zusammenziehung der 
beiden Summen: 


k=n k= 08 


an F a a (1 ee. q*—2*)(p—2* > W"—24) . 
=—_ =O 


Wir erhalten daher schliesslich: 


’ (i—p)(i—-w i . aa ; on 
(44) ¥,—H, = (1 oe 2. ¥ a =o), 
wo » zur Abkiirzung steht fiir 2s-+ 1. — Aus dieser Formel (44) 
folgt mit Riicksicht auf (15) sofort, dass die Differenz Y, — H, stets 
positiv ist, oder (genauer ausgedriickt), dass sie positiv oder null sein 
wird, je nachdem p groésser oder gleich @ ist. Mit andern Worten: 
wir erkennen, 

dass Y, >H, ist fir r>e, 
und dass Y, = H, ist fir r=—o. 
Somit ist die Behauplung (45) erwiesen, insoweit dieselbe auf Y, und 
H, Bezug hat. 
Setzt man wiederum 2s + 1 =, so folgt aus (42): 
n-+2 n+2 


4 x a" — qf" a” —*¢ 
a a — F € 


1 pan q" 1 ae q" +? r 


oder was dasselbe ist: 
— 2 a= (1 — P(t — &) BD" 1—q" n \! a” . 
H, 4.= gt) ( (I + @) i—4q q (1 + 1) ss 


und hieraus folgt: 
k=n—1 
y (1— @(i — @) oe an 
H, — Z,=- wv ne , 
- git rs _— 
wo F’ einen Ausdruck repriisentirt, der (mit Riicksicht auf die Relation 
p@ = ¢) in folgenden verschiedenen Gestalten dargestellt werden kann 


Fam(l+a)¢—vil+@o, 

- C n o k 
=o [i +a)—a4+a(2) (*)], 
= org (1+ @) — (1+ q9)p"~*). 

Wir erhalten daher schliesslich: 


k=n—1 


(45) Hy — Z, = CH OU— OS angt((l +o) — (1+ 9) "41, 
r=0 


wo » zur Abkiirzung steht fiir 2s-+ 1. — Aus dieser Formel folgt 
mit Riicksicht auf (15) sofort, dass die Differenz H, — Z, jederzeit 
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positiv und von Null verschieden sein wird, einerlei ob p > @ oder 
p=®@ ist. Es ergiebt sich also die Relation: 
H, > Z, als giiltig fiir r >, 
und auch fiir ro, 
Somit ist die Behauplung (43) erwiesen, insofern dicselbe auf H, und Z, 
Bezug hat. 
Aus den Formeln (41) folgt augenblicklich: 


ga (ab 4 as) _ 
~ €9 dg dg 


2 - > + 1)(Y; _ Z;) (Hs tee Zs) 3 
s=0 


und hieraus folgt mit Riicksicht auf die Relationen (43): 


aac 94H (dL dJ < 
(46) “ dg G + dg 0. 
Andererseits folgt aus der Bemerkung (49): 

AT 9 dH , (aL dJ 

(47) 2 ag + Cag + ag) <- 


Aus — on Formeln (46) und (47) erkennt man, dass die 


. d 
Grosse 2 a4  shrem absoluten Betr age nach hoher steht als die Grosse 


al aJ). so dass man also schreiben kann: 
dg dg/? 
" dif aL dJ\2 
(48) 4(q5) >G+Z 


Nun ist aber bekanntlich fiir zwei beliebig gegebene reelle Groéssen 
« und #6 jederzeit (« + 6)? > 4a; folglich wird: 

aL dJ¥ dLdJ- 
(49) dg + dg dg dg 
Aus (48) und (49) resultirt endlich: 
. diy — dhdd, 
(50) Gs “ dg dg? 
und hieraus endlich folgt, dass die beiden Wurzeln a’, x” der gu 
untersuchenden quadratischen Gleichung (26) in der That stets reell 
sind; w. Z. 2. W. 


Petersburg, Juni 1873. 








Sur les différentes formes des courbes planes du quatrieme 
ordre*). 


Par H. G. Zeuruen a Copenhague. 


(Avee deux planches lithographiées.) 


I. Définitions, propriétés connues ou évidentes. 


1. Nous appelons branche compléte la partie d'une courbe plane 
qui peut étre parcourue d'une maniére continue par un point qui, 
apres en avoir passé une fois tout point fixe, revient au point de dé- 
part. En ne nous occupant ici que de propriétés projectives, nous ne 
regardons pas comme interruption de la continuité le passage par 
Yinfini, si seulement le point mobile a la méme direction limite en 
s‘éloignant a Vinfini et en en retournant. 

Il y a**) deux espéces de branches completes: les branches d’ordre ~ 
pair, que toute droite rencontre en un nombre pair de points, et les 
branches d’ordre impair, que toute droite rencontre en un nombre im- 
pair de points. — Une branche d’ordre pair rencontre tante autre 
branche compléte en un nombre pair de points, mais deux branches 
dordre impair se rencontrent en un nombre impair de points, — Une 
branche d’ordre pair sans points multiples, divise le plan en deux par- 
ties, dont |’une qui renferme des branches d’ordre impair s’appelle 
Vexterne, Yautre qui n’en renferme aucune s’appelle l’interne. 

Note. Il n’est pas nécessaire de sortir du plan pour prouver ces 
propriétés connues des branches completes. Désignons par a une 
branche complete, par A et M un point fixe et un point mobile de 
cette branche. Si l’on prend le point A pour point de départ du mou- 
vement de M, un des deux segments déterminés sur la droite infinie 
AM par les deux points 4 et M, commencera par étre nul, pendant 
que Yautre est la droite entitre. La méme chose aura lieu au retour 


*) Une partie des résultats de cette recherche ont été publiés dans les 
Comptes rendus de V Acad. des Sciences 28 juillet 1873, et dans un mémoire in- 
séré au Tidsskrift for Mathematik 1873. 

**) Voir v. Staudt: Geometrie der Lage. 
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de M a A. Il se présente ici deux cas différents: 1° celui ot le 
segment qui commence par étre nul finit par étre nul, et 2° celui ot 
ce segment finit par étre la droite entiére. 

Désignons par b une autre branche complete dans le méme plan. 
Toutes les fois que le point mobile MZ passe un point d’intersection 
avee la branche b, un des points d’intersection de la droite AM et de 
la branche b, passe de l'un des segments de AM a l'autre. Comme 
le segment AM qui commence par é¢tre nul commence par n’avoir 
aucun point d’intersection avec la branche }, on voit que le nombre 
des points d’intersection de a et b est pair au impair suivant que ce 
segment AWM finit par rencontrer ) en un nombre pair ou impair de 
points. Sil finit par étre nul il finira, comme il commengait, par 
n’avoir aucun point d’intersection avec b: alors la branche a rencontre 
toute autre branche (y compris les droites) en un nombre pair de 
points. Sil finit par étre la droite entitre AM, la branche @ ren- 
contre, premiérement, toute droite en un nombre impair de points, et 
ensuite on voit quelle rencontre aussi toute autre branche douée de 
cette méme propriété, qui caractérise les branches d’ordre impair, en 
un nombre impair de points. 

Si la branche a, que nous supposons dénuée de points multiples, 
est d’ordre pair, si A est un point fixe placé au dehors de la branche, 
et M un point qui se meut sans la passer jamais, les nombres de 
points d'intersection avec a qui se trouvent sur les deux segments de 
AM restent, pendant tout le mouvement de JM, pairs ou impairs. 
Dans le dernier cas on ne peut parvenir de WM a A sans passer la 
branche. On voit ainsi qu'elle divise le plan en deux parties. Comme 
deux branches d’ordre impair se rencontrent toujours, il est impossible 
quil peut y en avoir dans toutes les deux parties séparées par une 
branche d’ordre pair. Mais on peut prouver quil y en a dans l'une. 
En effet, on peut construire une série de branches complétes (¢), voi- 
sines & la branche donnée a et & une droite (branche d’orde impair) 
b, qui ne rencontrent pas a et qui aient le méme nombre d’inter- 
sections avec une autre droite que celle-ci a avec a et b. Ce nombre 
étant impair, il faut qu’une des branches (c) soit d’ordre impair, 

2. Une courbe algébrique sans points multiples, ne peut avoir 
plus dune branche d’ordre impair. Si la courbe est d’ordre pair toutes 
ses branches completes sont d’ordre pair, si elle est d’ordre impair 
lune de ses branches est d’ordre impair, les autres d’ordre pair. 

Une courbe du quatriéme ordre (quartique) a, au plus, quatre 
branches externes l’une a l'autre, ou deux branches dont l'une se 
trouve dans la partie du plan interne a l'autre, et, dans ce dernier 
cas, la branche interne ne peut avoir des tangentes doubles ou d’in- 
flexion. 
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Car, sil en était autrement on pourrait construire des coniques 
rencontrant la courbe en plus de 8 points, ou des droites la rencon- 
trant en plus de 4 points. 

3. Une tangente double réelle d'une quartique peut étre 1° une 
tangente double d’une seule branche, 2° une droite tangente a la courbe 
en deux points imaginaires, et 3° une tangente commune a deux 
branches différentes. Dans le premier cas les points de contact ne 
peuvent étre séparés par les points d’intersection avec deux autres tan- 
gentes doubles; car Yune ou‘l’autre de celles-ci rencontrerait alors la 
courbe en un point différent de ses points de contact. La méme chose 
a lieu, évidemment, si les points de contact sont imaginaires. Dans 
ces deux cas nous appelons les tangentes doubles tangentes doubles de 
la premiére espéce, respectivement a contacts réels et a contacts ima- 
ginaires. Les tangentes communes 4 des branches différentes s’ap- 
pellent tangentes doubles de la seconde espéce. 

4. Une tangente double de la premiére espece a contacts réels, 
se trouve en entier dans la partie du plan externe a la branche qu'elle 
touche; car, s’il en était autrement elle rencontrerait la quartique en 
deux points différents des points de contact. La branche a entre les 
points de contact un are rentrant, dont une partie, limitée par deux 
points d’inflexion, tourne sa convexité vers la partie interne du plan. 
Réciproquement, tout are tournant sa convexité vers la partie interne 
du plan, occasionne une tangente double de la premiére espece & con- 
tacts réels. On voit ainsi que le nombre d'inflexions réelles dune quar- 
tique, est egal au double du nombre de ses tangentes doubles de la pre- 
micere espece a contacts réels. : 


II. Nombre de tangentes doubles de la premiére espéce. 


5. Le nombre de tangentes doubles de la premicre espéce d'une 
quartique quelconque sans points multiples, est ¢gal a quatre. 

Nous commencerons par prouver que deux quartiques quelconques 
sans points multiples ont le méme nombre de tangentes doubles de la 
premiére espéce. Placées dans un méme plan, les deux courbes déter- 
minent un faisceau, ov elles séparent deux séries de quartiques réelles*): 
les déformations infiniment petites que subissent successivement la 
courbe variable du faisceau dans l'une ou autre de ces séries, consti- 
tuent une déformation finie, qui conduit de l'une des courbes données 
i l'autre. Il suffit donc de démontrer qu’aucune de ces déformations 
infiniment petites n’altere le nombre de tangentes doubles de la pre- 
miére espece. 


*) Nous appelons ici réelle toute courbe dont l’équation ne contient que des 
coéfficients réels. 
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On peut s'imaginer deux maniéres dont ce nombre pourrait étre 
altéré: 1° si deux tangentes doubles de la premiére espéce coincident 
pour devenir ensuite imaginaires, ou réciproquement, ou 2° si des 
tangentes doubles de premiére espéce se transforment en tangentes 
doubles de seconde espéce, ou réciproquement. La seule maniére 
dont deux tangentes doubles d’une quartique peuvent coincider, c’est 
si elle a un point double; car une quartique ne peut avoir, ni des 
tangentes triples, ni des tangentes doubles dont un des contacts 
soit du second ordre. Si une tangente double de premiére espéce a 
contacts réels se transforme en une tangente double de seconde espéce 
il faut que la branche tangente & la tangente double se divise en deux. 
Au moment de transition la courbe a un point double a branches ré- 
elles. I] n’existe aucune transition immédiate*) de tangentes doubles 
réelles & contacts imaginaires, 4 des tangentes doubles de seconde espéce. 

Nous n’aurons donc & nous occuper que des transitions de la courbe 
variable du faisceau par les courbes réelles données d’un point double, et 
il sera permis de négliger les cas ot d’autres singularités s’ajoutent 
au point double (tels que celui ot la courbe a deux points doubles, 
ou un point d’inflexion coincide avec le point double etc.).. En effet, 
on peut éviter ces cas, qui ne se présentent que dans les faisceaux 
dont les constantes satisfont 4 des équations particuliéres, en disposant 
des positions des deux courbes données, ou en faisant subir 4 celles-ci 
des déformations assez legéres pour n’affecter pas le nombre dont il 
s'agit — ce qui est possible, parceque les courbes données n’ont pas 
elles-mémes des points doubles. 

Un point double peut étre réel ou imaginaire, et, dans le premier 
cas, avoir des branches réelles ou imaginaires. Notre faisceau ne con- 
tient aucune courbe réelle douée d’un point double imaginaire; car alors 
elle en aurait deux. Les deux tangentes doubles qui se confondent 
en une tangente menée d’un point isolé, sont de la seconde espéce; 
car un point isolé résulte du resserrement d'une branche qui va s'éva- 
nouir, ou il est le commencement d’une branche qui va naitre. Dans 
le cas enfin d’un point double a branches réelles**), les tangentes doubles 
de premiére espece qui vont étre imaginaires ou tangentes doubles de 
seconde espece ont des contacts réels, et il n’y en a pas dont les con- 
tacts aillent étre en méme temps imaginaires, ou réciproquement. On 
doit done prouver que le nombre de tangentes doubles de premiére 





*) En des cas particuliers les deux transitions suivantes peuvent avoir lieu 
a la fois: 1° celle de tangente double a contacts imaginaires 4 tangente double 
d’une seule branche, et 2° celle 4 tangente double de seconde espéce. La der- 
niére transition demande un point double. 

**) On trouvera dans les n° 17, et suiv. une discussion de ce cas plus dé- 
taillée que nécessaire pour la démonstration actuelle. 
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espece a contacts réels, reste inaltéré dans cette transition. Ce nombre 
est (n° 4.) la moitié de celui des inflexions réelles. Or, chacune des 
deux tangentes au point double est la position limite de trois tangentes 
d'inflexion, dont une seule est réelle soit avant soit apres la transition 
par la courbe & point double*), et cette courbe singuliére n’a pas 
d@autres tangentes d'inflexion coincidentes. Donec, le nombre d’in- 
flexions réelles ne subit aucune altération, et, par conséquent, le nombre 
dont il s’agit ni non plus. 

Le nombre des tangentes doubles de premiére espéce d’une quar- 
tique sans points singuliers, a donc une valeur constante. Pour ‘savoir 
quelle est cette valeur il suffit de connaitre les tangentes doubles d’une 
seule courbe. Or la courbe qui a servi a Pliicker d’exemple d’une 
quartique présentant 28 tangentes doubles réelles en a quatre qui sont 
de la premiere espece. Done ete. 

Nous ajouterons & la démonstration dont nous nous sommes servis 
la remarque suivante. Un faisceau de quartiques ne contient pas en 
général d'autres courbes singuli¢res**) — c’est & dire des courbes qui 
ont d’autres points ou tangentes singuliers qu'une courbe quelconque 
du faisceau — que celles qui ont un point double, et celles dont deux 
tangentes d’inflexion, coincidant avec une tangente double, forment 
une tangente 4 contact du troisiéme ordre. Par ces tangentes doubles 
singuliéres se fait la transition de tangentes doubles de premiere 
espece & contacts réels, & des tangentes doubles 4 contacts imaginai- 
res. C’est done seulement le nombre total des tangentes doubles de 
premiére espéce qui reste constant, et non pas ceux des deux classes 
de ces tangentes doubles. 


6. Deux branches d’une quartique externes l’une a l'autre ont 
quatre tangentes communes, placées comme celles de deux coniques 
externes l’une 4 l’autre. Une cinquiéme, sil y en avait, rencontrerait 
nécessairement Ja courbe en des points différents des points de con- 
tact, ce qui est impossible. Comme une quartique a 4, 3, 2, 1, 0 
branches externes l'une 4 l'autre, elle aura 24, 12, 4, 0 tangentes 
doubles de seconde espéce. Le nombre total des tangentes- doubles 
réelles sera done 28, 16, 8, 4. 


*) On le voit en faisant une figure; mais j’en ai aussi montré la raison al- 
gébrique dans les n® 10—11 d’un Mémoire intitulé: Almindelige Egenskaber .... 
Recherche des propriétés générales des Syst?mes de Courbes Planes, suivie d'une 
application 4 la détermination des caractéristiques des systtmes élémentaires du 
4™e ordre (imprimé avec un Résumé en francais dans les Mémoires de 1 Académie 
danoise des Sciences, Ser. V, Vol. 10). 

**) La premiére et la troisitme partie du Mémoire que je viens de citer 
contiennent des recherches sur les courbes singuliéres d’un systéme, 
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Pliicker avait présumé*), et plus tard d’autres savants ont-ils 
prouvé (voir dans ce qui suit le n° 18.), que le nombre de tangentes 
doubles réelles ne peut avoir d'autres valeurs que 28, 16, 8, 4, 0; nous 
voyons ici qu'il faut aussi exclure le cas dernier. 

Le nombre total des tangentes doubles de la premiére espéce d’une 
quartique étant égal 4 quatre, celui des tangentes doubles de la pre- 
miére espece a contacts réels est au plus quatre. On voit done qu'une 
quartique ne peut avoir plus de 8 inflexions réelles. 


III. Propriétés des tangentes doubles de premiére espéce. 


7. La propriété principale des tangentes doubles de premiére 
espece est celle que nous avons déji mentionnée (n° 3.), que tous les 
points d'intersection d’une de ces tangentes doubles avec les autres 
tangentes doubles de la quartique, se trouvent sur un seul des deux 
segments limités par les points de contact. En ayant égard a cette 
propriété on peut déduire les autres des propriétés générales des tan- 
gentes doubles. 

On sait, par exemple, que toute tangente double d’une quartique 
est rencontrée par 27 des 63 systémes de coniques ayant quatre con- 
tacts avec la quartique en des séries de conples en involution, et qu’a 
chacune de ces séries appartiennent le couple formé des points de con- 
tact, et cing couples formés des points d’intersection avec dix autres 
tangentes doubles. Si la tangente double dont il s’agit est de la pre- 
miére espece, on voit que toutes ces 27 involutions ont des points 
doubles réels. Mais nous n’insisterons pas 4 dautres propriétés des 
tangentes doubles de la premiére espece, que celles dont nous aurons 
i faire usage dans la classification des formes différentes des quartiques. 
C’est de ces propriétés que nous allons nous occuper. 


8. Si les cdtés d'un triangle ABC sont des tangentes doubles 
d'une quartique, D,, D,; £,, £,; F,, F, étant les points de con- 
tact, on sait, suivant le théoreme de Carnot, que 

BD,.BD, | CE,-CK | AMA, _ yy 
CD, CD, ' AE,- AE, ° BF,-BF, ~=°*> 





Aux cas ov l'on sait seulement que le premier membre de cette équa- 
tion est positif, on voit qu'il a la valeur de + 1, et que, par consé¢- 


quent, les six points de contact se trouvent sur une méme conique. 
Or BP: BD, 


CD,.CD, * 0, suivant que B et C séparent D, et D, ou non. 
Par conséquent, si, dans le triangle formé de trois tangentes doubles 
d’une quartique, aucun des’ couples de points de contact n'est séparé 











*) Theorie der algebraischen Curven p, 253, 


ia 
1 
'§ 
F 
{| 
} 


ny een Seve we 


ee es ea 


ee ee) eee 


ee ean in erence meee ee arenes se 


Se ee 


at Letina 








H. G. Zeursen. 


par les sommets du triangle, ou si deux couples sont séparés, les six 
points de contact se trouvent sur une méme conique. 

On trouve en particulier que les points de contact de trois tangentes 
doubles de premicre espéce se trouvent sur une méme conique, et que du 
méme les points de contact dune tangente double de seconde espéce, ‘et 
ceux de deux tangentes doubles de premiére espéce qui ne séparent pas 
les points de contact de la tangente double de seconde espéce, se trouvent 
sur une conique. 

9. Si, de quatre couples de points, toutes les combinaisons A trois 
se trouvent sur des coniques, les quatre coniques ainsi déterminées coin- 
cident. En effet, si l’on désigne par g =O une de ces quatre co- 
niques, et par «= 0, y=0, 2 =0 les droites dont les points d'in- 
tersection avec g font trois des quatre couples, les autres coniques 
seront représentées par des équations des formes suivantes : ; 


yz+ap=0, 
zx+bo=0O0, 
ay +ep=0, 
ou a, b et ¢ sont des constantes. ‘Toutes ces coniques doivent passer 


par les points du quatrieme couple. Ces deux points doivent, par con- 
séquent, satisfaire aux équations 


ax-p=by-p=ce-g, 
ce qui est impossible & moins que @ passe par un de ces points. 
Mais alors @ coincide avex les trois autres coniques C- F’- D. 

En appliquant ce lemme aux tangentes doubles de premiére espece, 
on voit que fous les points de contact des tangentes doubles de la pre- 
miére espece dune quartique se trouvent swr une conique. Ce théoréme 
montre de nouveau que le nombre des tangents doubles de premiére 
espece est au plus quatre (mais non pas qu'il a toujours cette valeur). 

10. Le lemme du n° 9. nous fournit encore le théoréme suivant: 

Aucun des triangles formés de trois tangentes doubles*) de premiére 
espece ne peut renfermer deux branches externes Vune a Vautre. 

En effet, s'il y en avait deux dans un seul triangle les points de 
contact des quatre tangentes communes aux deux branches se trouve- 
raient (selon les n° 8 et 9.) sur la conique passant par les points de 
contact des tangentes doubles de premiere espéce. Cette conique ren- 
contrerait ainsi la quartique en plus de 8 points, ce qui est impossible. 


*) Trois droites forment, dans la géométrie projective, quatre triangles. 
Quatre droites forment trois quadrilatéres et quatre triangles. Chaque segment, 
fait sur une des droites par les autres, est a la fois cdté d’un quadrilatére et d’un 
triangle. Deux quelconques des droites contiennent des cétés consécutifs de deux 
quadrilatéres, et des cétés opposés du troisiéme. 
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On conclut du théoreme prouvé que toutes les branches de la 
courbe doivent se trouver, soit dans les trois quadrilateres, soit dans 
les quatre triangles, formés des quatre tangentes doubles de premiére 
espece, et qu’aucune de ces sept parties du plan ne contient deux 
branches externes l'une a lautre. Car un quadrilatere queleonque 
ajouté & un triangle quelconque, fait un triangle limité par trois tan- 
gentes doubles de premiére espéce. 


, 


IV. Enumération des formes des quartiques sans points multiples. 


11. Quant 4 sa forme une quartique appartient toujours (selon 
les n® 2. et 10.) & une des trois classes suivantes: 

Quartiques composées de deux branches dont l'une se trouve dans 
la partie du plan interne 4 l'autre. Nous appelons ces courbes, qui 
sont toujours renfermées dans un seul quadrilatére ou triangle*), 
quartiques annulaires. 

Quartiques composées de trois branches, au plus, distribuées dans 
les trois quadrilattres. Nous appelons ces courbes quartiques quadri- 
latérales. 

Quartiques composées de quatre branches, au plus, distribuées dans 
les quatre triangles. Nous appelons ces courbes quartiques tri- 
latérales. 

On aura des divisions ultérieures des quartiques en ayant égard, 
1° au nombre des tangentes doubles de premiére espece 4 contacts 
réels, et & la distribution de ces tangentes doubles aux différentes 
branches, ou 2° au nombre des branches réelles. Nous ne ferons usage 
que de la premiére de ces deux bases de division. Toutefois il sera 
clair qu’au moins les branches ayant des tangentes doubles de pre- 
miere espece sont réelles. 


12. Il s'agit notamment de se rendre compte des différentes po- 
sitions que peut prendre la conique g qui passe par les 8 points de 
contact des tangentes doubles de la premiére espéce. Comme tous ses 
deux points d’intersection avec une des droites, si elle en a de réels, 
se trouvent sur un seul des trois segments de la droite, elle pénétre, 
au plus, dans r + 1 de sept parties du plan si elle a des intersections 
réelles avec + des quatre droites. Cette considération nous montrera 
l'impossibilité de quelques cas qui se présentent (voir III., 1V. et VII. 
dans |’énumération suivante). 


*) Nous désignons ici et dans ce qui suit, par les seuls mots de ,,quadri- 
latéres“ et ,,triangles“ les trois quadrilatéres et les quatre triangles que forment 
les tangentes doubles de premiére espéce. Nous y appliquerons aussi le nom 
commun de ,,parties du plan“. 
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I. La conique p rencontre tous les cétés d’un quadrilatére. Elle 
pénétre alors dans ce quadrilatére et dans les quatre triangles. 

Il. La conique gp rencontre trois cétés @un quadrilatére et un cété 
@un autre. Elle pénétre alors dans ce quadrilatére et dans trois des 
triangles; elle rencontre deux cétés de l'un de ceux-ci. 

Ill. La conique p rencontre deux cédtés de deux quadrilatéres. On 
ne peut avoir des cdtés opposés de tous les deux quadrilatéres (voir 
la note du n° 10.), ni non plus des cétés consecutifs de tous les deux 
quadrilatéres. En effet, dans ce dernier cas la conique pénétrerait 
dans six parties du plan (les deux quadrilateres et tous les quatre 
triangles, ce qu’on voit sans difficulté au moyen d’une figure). II ne 
reste done que, le cas ou les cétés de lun des quadrilatéres sont opposes, 
eux de Vautre consécutifs. Alors la conique pénétre seulement dans 
quatre parties du plan: les deux quadrilateres et deux triangles; elle 
rencontre aussi deux cdtés de chacun de ceux-ci. 

IV. La conique » rencontre deux cotés Wun quadrilatére, et un 
cété de chacun des deux autres. On apercevra sans difficulté que les 
deux cdtés du premier quadrilatére sont oppos’s, que la conique pénétre 
dans les trois quadrilateres et dans deux triangles, et qu'elle rencontre 
tous les trois cétés de l'un de ceux-ci. 

V. La conique p rencontre trois cétés @un quadrilatére. Elle pé- 
nétre alors dans ce quadrilatére et dans trois triangles. 

VI. La conique rencontre deux cédtés opposés d'un quadrilatére 
et un coté dun autre. Elle pénétre alors dans les deux quadrilatéres 
et dans deux triangles, et elle rencontre deux cédtés de l’un de ceux-ci. 

Vil. La conique p rencontre deux cétés consécutifs dun quadri- 
latére, et un cété du quadrilatére ov les cétés, segments des mémes tan- 
gentes doubles que les deux cétés du premier quadrilatére, sont opposes. 
Elle pénétre alors dans les deux quadrilatéres et dans deux triangles, 
et elle rencontre deux cdtés de l’un de ceux-ci. 

VII. La conique rencontre les trois cétés dun triangle (un cdté 
de chacun des quadrilatéres). Elle pénétre dans le triangle et dans 
les trois quadrilatéres. 

IX et X. La conique y rencontre deux cétés, soit opposés, soit 
consécutifs, dun quadrilatére. Fille pénétre dans le quadrilatére et dans 
deux triangles. 

XI. La conique g rencontre deux cétés dun triangle. Elle pé- 
nétre dans le triangle et dans deux quadrilatéres. 

XII. La conique p rencontre un cété dun quadrilatére (triangle). 
Elle pénetre dans le quadrilatére et dans le triangle. 

XII. La conique ne rencontre aucune des quatre droites. 

On voit sans difficulté que toutes les positions de g, énumérées 
ici, sont possibles, 
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13. En indiquant les quartiques annulaires, quadrilatérales et tri- 
latérales qui correspondent aux positions de la conique p définies dans 
le n° précédent, nous aurons une énumération des différentes formes 
des quartiques qui sera, du moins, complete. Nous montrerons qu'elle 
nest pas trop ctendue, en donnant des exemples de toutes les formes 
énumérées. 

Nous appellerons, dans notre énumération, r-folium une branche 
d’ordre pair, douée de r tangentes doubles de premiére espece. Une 
branche d’ordre pair, sans aucune tangente double de premiére espéce 
(r =), s’appelle un ovale (quand méme elle rencontre la droite 4 l’in- 
fini). Les nombres indiqués pour des ovales ne sont que des maxima; 
seulement une quartique annulaire deviendrait quadrilatérale ou tri- 
latérale, si son ovale interne cessait d’étre réel. Les nombres L, II. ete. 
indiquent, suivant le n° précédent, les positions des points de contact 
des tangentes doubles de premiére espéce. L’indication de ces posi- 
tions fait une partie essentielle de la définition de chaque forme. 


I, 
1) Quartique annulaire, composée d’1 quadrifolium et d’1 ovale 
interne. (Fig. 1.) 


2) Quartique quadrilatérale, composée d’1 quadrifolium et de 2 
ovales. (Courbe 1 de la fig. 2.) 
3) Quartique trilatérale, composée de 4 unifolia. (Courbe 2 de 
la fig. 2.) 
II. 
4) Quartique quadrilatérale, composée d’1 trifolium, @1 uni- 
folium et d’1 ovale. (Courbe 1 de la fig. 3.) 
5) Quartique trilatérale, composée d’1 bifolium, de 2 unifolia 
et d’1 ovale. (Courbe 2 de la fig. 3.) 
III. 
6) Quartique quadrilatérale, composée de 2 bifoiia et d’l ovale. 
(Courbe 1 de la fig. 4.) ‘ 
7) Quartique trilatérale, composée de 2 bifolia et de 2 ovales. 
(Courbe 2 de la fig. 4.) 
IV. 
8) Quartique quadrilatérale, composée d’1 bifoliam et de 2 uni- 
folia. (Courbe 1 de la fig. 5.) 
9) Quartique trilatérale, composée d’1 trifolium, @'1 unifolium 
et de 2 ovales. (Courbe 2 de la fig. 5.) 
¥. 
10) Quartique annulaire, composée d’1 trifolium et d’1 ovale 
interne. 
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11) Quartique quadrilatérale, composée d’l trifolium et de 2 
ovales. 
12) Quartique trilatérale, composée de 3 unifolia et d’1 ovale. 


VI. et VII. 
13) et 15) Quartique quadrilatérale, composée d’1 bifolium, d'l 
unifolium et d'1 ovale. 
14) et 16) Quartique trilatérale, composée d’1 bifolium, dl 
unifotium et de 2 ovales. 


Vill. 


17) Quartique annulaire, composée d’1 trifolium et d'un ovale 
interne. 

18) Quartique quadrilatérale, composée de 3 unifolia. 

19) Quartique trilatérale, composée d’1 trifolium et de 3 ovales. 

IX. et X. 

20) et 23) Quartique annulaire, composée d’1 bifolium et dl 
ovale interne. 

21) et 24) Quartique quadrilatérale, composée d’1 bifolium et de 
2 ovales. 

22) et 25) Quartique trilatérale, composée de 2 unifolia et de 
2 ovales. 

XI. 

26) Quartique annulaire, composée d’1 bifolium et d’1 ovale 
interne. 

27) Quartique quadrilatérale, composée de 2 wnifolia et d’1 ovale. 

28) Quartique trilatérale, composée d’1 bifoliuwm et de 3 ovales. 

XII. 

29) et 30) Quartique annulaire, composée dl unifolium, placé, 
soit dans un quadrilatére, soit dans un triangle, et d’l ovale interne. 

531) Quartique quadrilatérale, composée d'l unifolium et de 2 
ovales. 

32) Quartique trilatérale, composée d’1 unifolium et de 3 ovales. 


XII. 


33) et 34) Quartique annulaire, composée d’un ovale, placé, soit 
dans un quadrilatére, soit dans un triangle, et un ovale interne. 

35) Quartique quadrilatérale, composée de 3 ovales. 

36) Quartique trilatérale, composée de 4 ovales. 


Les 9 premiéres de ces différentes formes suffiront 4 donner une 
idée assez claire de la variété des formes des quartiques; car les autres 
n’en sont que les simplifications qu’on trouve si les contacts d’une ou 
plusieurs tangentes doubles deviennent imaginaires. Plusieurs de ces 
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derniéres formes ne different entre elles que par la position, peu es- 
sentielle, de tangentes doubles 4 contacts imaginaires. 


V. Démonstration de l’existence de toutes les formes énumérées. 


14. On sait q’une quartique quelconque peut étre représentée par 
une équation de la forme 


(1) ayzutkg’? =O, 

ol «= 0, y=0, z=0, w=0 sont quatre tangentes doubles dont 

les points de contact se trouvent sur une méme conique gp = 0. Comme 

xyzu change son signe toutes les fois que le point représenté fran- 
chit une des quatre tangentes doubles, cette quantité a un signe dif- 
férent, suivant que le point se trouve dans un des quadrilateres ou 
dans un des triangles que forment ces quatre droites. Supposons, pour 
fixer les idées, que syzu <0 si le point se trouve dans un des qua- 
drilateres, et que xyzu > 0 sil se trouve dans un des triangles. 

Alors tous les points de la quartique représentée par Véquation (1) se 

trouveront dans un des quadrilatéres si k > 0, dans un des triangles, 

si k < 0. Nous voyens ainsi que l'une des deux propriétés des quatre 

tangentes doubles de premiere espeéce dont nous avons parlé a la fin 

> du n° 10., est une propriété générale de quatre tangentes doubles dont 
les points de contact sont placés sur une conique. 

Si les tangentes doubles sont de la premiére espece il faut que 
la conique g ait une des 13 positions énumérées dans le n° 12.; mais 
cette condition ne suffit pas. Cependant, on peut prouver que, pour 
ces positions de g, si k difféere peu de zéro, la courbe est une quartique 
quadrilatérale ou trilatérale ayant x, y, 2, u pour tangentes doubles de 
premiere espece. 

. En effet, si k = 0 Véquation (1) représentera une courbe compo- 
sée des quatre tangentes doubles. On voit ainsi que, si /& differe tres 
peu de zéro, la courbe doit étre composée, soit d’une seule branche 
dans chaque quadrilatére si k > 0, soit d’une seule branche dans chaque — 
triangle si k <0. Alors, suivant notre supposition sur la position de 
@, aucune des quatre tangentes doubles ne peut étre tangente a deux 
branches différentes. Elles sont done de la premiére espece, et la 

ad courbe est une quartique quadrilatérale ou trilatérale suivant que k z 0. 
Comme toutes les 13 positions de la conique g sont possibles, 

nous voyons, non seulement que toutes les différentes quartiques qua- 

drilatérales et trilatérales que nous avons énumérées existent, mais 
aussi que leurs nombres d’ovales peuvent atteindre aux maxima que 
nous avons indiqués. 

15. Aussi pour démontrer l’existence des quartiques annulaires 
nous ferons usage de l’équation (1). Commengons par supposer que 
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la conique g soit tangente aux quatre droites x, y, z, u. Alors la 
conique g se trouve nécessairement dans un des quadrilatéres, formés 
par ces droites. Pour k > 0 le méme quadrilatere contiendra une 
branche de la quartique, qui, aux points de contact de gm, a des con- 
tacts du 3° ordre avec les droites x, y, z, u, et qui reste par consé- 
quent, au voisinage de ces points de contact, dans la partie du plan 
externe 4 la conique. Comme ces points sont les seuls ov elle ren- 
contre g, elle entoure cette conique. Or on peut déterminer & ainsi 
que la quartique (1) passe par un point quelconque interne A la co- 
nique g. Ce point appartient nécessairement 4 une branche de la 
courbe déterminée interne 4 celle dont nous venons de parler. La 
courbe est donc une quartique annulaire. 


En faisant subir 4 une des quartiques annulaires qu’on trouve 
ainsi (ot l’ovale interne ne se réduit pas & un point isolé) des alté- 
rations assez petites, pour que l’ovale interne ne s’évanouisse, ni ne 
se confonde avec la branche externe, on peut obtenir des exemples de 
toutes les quartiques annulaires, renfermées dans un quadrilatére, dont 
nous avons parlé. I] suffit de remplacer les tangentes x, y, z, u de 
la conique g, par d'autres droites trés voisines qui n’y sont plus tan- 
gentes. 

Quant aux quartiques annulaires renfermées dans un triangle, on 
procéde de la méme maniére, en commengant seulement du cas od 
est renfermée dans un des triangles formés par 2, y, 2, u, et tangente 
& ses cdtés. 

16. L'existence des 36 formes. énumérées est donc démontrée; 
mais nous croyons ben de regarder encore, dans un ‘certain cas, les 
variations d’une courbe du faisceau que représente ]’équation (1) 


xyzu+kg?=0, 


si k est un paramétre variable. Le cas auquel nous nous bornons est 
celui ot g rencontre les quatre cdtés d'un quadrilatére, formé par 2, 
y, 2, u, en des points placés ainsi que le faisceau contienne des quar- 
tiques annulaires. Nous supposerons que la valeur de k croisse de 0 
par co a 0. * 

Pour k = 0, la courbe est composée de quatre droites; elle a donc 
six pots doubles 4 branches réelles. 

Pour de petites valeurs positives de k, la courbe est une quartique 
quadrilatérale (forme 2) douée de deux ovales réels. Pour des valeurs 
croissantes de k, ces ovales doivent disparaitre, avant que la courbe 
devienne une quartique annulaire. Au moment de la disposition ils 
se réduisent & des points isolés. Il y a donc, dans cette série de quar- 
tiques quadrilatérales, faisant partie du faisceau, deux courbes douées 
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d'un point isolé (ou, en particulier, une courbe douée de deux points 
isolés). 

La transition aux quartiques annulaires (forme 1) se fait par une 
courbe composée d’un quadrifolium et d’un point isolé interne. Ce 
point est le commencement d’un ovale interne, qui croit, jusqu’a ce 
qu'il se confond avec le quadrifolium, qui l’entoure, et qui s’est retréci 
jusqu’ai présent. La courbe de transition est douée d’un point double 
i branches réelles. 

Apres cette transition, on rencontre une nouvelle série de quar- 
tiques quadrilatérales consistant en un seul quadrifolium, qui se retrécit 
de plus en plus, jusqu’a ce qu'il se divise en deux branches, puis en 
trois et enfin en quatre branches. Chacune de ces trois divisions se 
fait par une courbe présentant un point double 4 branches réelles. 
Les courbes 4 deux branches ont seulement deux des droites x, y, 2, u 
pour tangentes doubles de premiére espéce, les courbes 4 trois bran- 
ches, une, et, pour les courbes & quatre branches, toutes ces quatre 
tangentes doubles sont de la seconde espéce. Ces trois séries de cour- 
bes du faisceau peuvent présenter de différentes formes; on peut, par 
exemple, en rencontrer la suite suivante: quartiques trilatérales compo- 
sées de deux bifolia (forme 7 sans ovales), puis quartiques quadrilaté- 
rales composées d’un bifoliwm et de deux unifolia (forme 8), et enfin 
quartiques trilatérales composées de quatre wnifolia (forme 3). Quelque 
que soit du reste cette suite, qui peut consister en plus de trois for- 
mes différentes, on finira toujours, pour des valeurs de & croissant a 
Yinfini, par trouver les courbes composées de quatre wnifolia dont nous 
venons de parler; car, pour k = oo, la courbe du faisceau se réduit a 
la conique double g*? ayant pour sommets*) les huit points d’inter- 
section avec les droites x, y, 2, u, et, par conséquent, pour de trés 
grandes valeurs positives de k, elle doit étre composée de quatre bran- 
ches, qui tendent & couvrir deux fois les quatre arcs de la conique p 
qui se trouvent dans le quadrilateére. 

Des que le paramétre k, aprés avoir été infini, prend des valeurs 
négatives, la courbe du faisceau, venant de couvrir deux fois les quatre 
arcs de » qui se trouvent dans les triangles, devient de nouveau une 
quartique trilatérale composée de quatre unifolia; mais a présent les 
droites x, y, 2, w en sont les tangentes doubles de la premiere espéce. 
Elle garde cette forme, jusqu’a ce qu'elle coincide, pour k = 0, avec 
les quatre droites -fixes. 

Nous avons vu que la courbe du faisceau qui correspond 4 k = 0 
a 6 points doubles. Elle compte donc pour 6 courbes du faisceau 





*) On appelle sommet un point d’une courbe singuliére d’un systéme qui a 
la propriété que toute droite passant par lui est tangente 4 la courbe. 
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douées de points doubles. Nous avons encore rencontré, dans le 
faisceau, 7 courbes réelles douées de points doubles; trois de ces points 
sont isolés, quatre ont des branches réelles. Il y a enfin dans le 
faisceau une conique double. Or on peut prouver*) qu'il y a, en gé- 
néral, dans un faisceau de quartiques 27 courbes douées de points 
doubles, mais qu'une conique double en absorbe 14. Nous voyons 
done qu'il n’y a pas, dans le faisceau actuel, 4 cdté des courbes réelles 
que nous avons nommeées, des courbes imaginaires douées de points 


doubles. 


VI. Quartiques douées de points doubles. 


17. Les résultats que nous avons trouvés en étudiant les formes 
des quartiques générales, sont aussi applicables aux cas limites ot les 
courbes présentent des points singuliers. 

Seulement, on doit se rendre compte du nombre des tangentes 
doubles de la premiére espece qui prennent alors des positions parti- 
euliéres. Si nous nous bornons aux courbes douées de points doubles, 
nous aurons & nous occuper séparément des espéeces suivantes de points 
doubles: 7° points isolés, 2° points de connexion de deux branches dont 
Pune est interne a Vautre, 3° points de connexion de deux branches, 
externes Vune a Vautre, 4 points Wintersection des deux parties @une 
branche qui se divise en deux branches @ordre impair, 5° points doubles 
imaginaires. 

18. Un point isolé n’est qu'un ovale infiniment petit, et les tan- 
gentes qu’on peut en mener aux autres branches de la courbe sont, 
nous l’avons dit dans le n° 5., des positions limites de tangentes doubles 
de la seconde espece. 

Une courbe présentant des points isolés est toujours une forme 
limite de courbes présentant (au moins) le méme nombre dovales**); 
mais nous étant bornés, quant a la réalité des ovales des différentes 
formes, & en indiquer le nombre maximum, nous ne discuterons, ni 
non plus, combien de ces ovales peuvent se réduire, a la fois, 4 des 
points isolés. ‘ 

19. Par un point de connexion de deux branches dont Vune est in- 
terne & Vautre ne passe aucune droite réelle qui est tangente a la courbe 
en un autre point. Une courbe présentant de ces points doubles, 
comme une courbe présentant des points isolés, garde done toutes ses 
quatre tangentes doubles de premicre espéece. Les différentes formes de 
ces courbes sont des limites de quartiques annulaires; elles n’ont donc 

*) Voir mon Mémoire déja cité sur les Systémes de Courbes p. 83. 

**) Nous ne parlons pas ici de points isolés formés par la coincidence de 
plusieurs points doubles en cuspidaux. 
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pas d’autres branches que celles que joignent ces points singuliers. 
Il n’est pas difficile de prouver que, réciproquement, toute forme de 
uartiques annulaires, présentant r tangentes doubles a contacts réels, 
conduit & des courbes douées de 1, 2--7 des points doubles dont nous 
nous occupons. S'il y a plus d’un de ces points on peut aussi les re- 
garder comme des points de connexion de branches externes l'une a 
l'autre et jointes d'une maniére cyclique (voir le n° suivant). II 
n’existe pas des quartiques qui aient a la fois des points de connexion 
de deux branches dont l'une est interne 4 l'autre, et d’autres points 
doubles. 

20. Un point de connexion de deux branches externes Vune a Vautre, 
a la propriété, qui le distingue des points dont nous venons de parler, 
détre centre d’un faisceau qui contient, soit des droites qui rencontrent 
encore en deux points la branche unique composée des deux branzhes qui 
forment le point double, soit des droites qui ne la rencontrent qu’en ce 
point. Les premiéres de ces droites sont séparées des derniéres par 
deux droites tangentes & la branche dont il s’agit en des points diffé- 
rents du point double. Si l’on regarde la courbe comme limite de 
courbes ot les deux branches sont séparées, chacune de ces deux tan- 
gentes est a la fois la position limite d’une tangente double de pre- 
miére espéce, et d'une tangente commune aux deux branches. Les 
tangentes menées du point double aux autres branches de la courbe 
sont des positions limites de tangentes doubles de seconde espece. On 
voit done que les tangentes mencées du point double absorbent deux tan- 
gentes doubles de premiére espéce. La courbe en a done encore deux. 

On aurait aussi pu considérer la courbe comme limite de courbes 
dont une seule branche tend a se diviser en deux. Alors toutes les 
tangentes menées du point double sont des limites de tangentes doubles 
imaginaires, pendant que les deux tangentes communes aux deux bran- 
ches sont des limites de tangentes doubles de premitre espéece. 

Si une quartique a plusieurs points de connexion de branches ex- 
ternes l'une a ]’autre, et qu’on la regarde comme limite de courbes ot 


ces branches sont séparées, on voit — de la méme maniére, a peu 
pres, que dans les cas ot il n’y avait qu’un seul de ces points — que 


chacun de ces points doubles est position limite de points de contact de 
deux tangentes doubles de premiere espece. II s’ensuit que, pour dé- 
duire les formes de quartiques douées de ces points des formes de 
quartiques générales, énumérées dans le n° 13., il faut seulement faire 
passer la conique g par des points d’intersection des tangentes doubles 
de premiere espece, ou faire coincider deux de ces tangentes doubles 
(a contacts réels). Dans ce dernier cas la courbe est composée de 
deux branches liées par deux points doubles d’une maniere cyclique, 
c'est 4 dire ainsi quelles divisent la partie du plan externe a elles en 
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deux parties. Alors on peut aussi regarder la courbe comme composée 
de deux branches d’ordre pair qui se rencontrent en deux points. — 
Deux branches peuvent aussi avoir deux points de connexion sans étre 
liées d’une maniére cyclique. Cela arrivera si la conique passe par 
deux sommets opposés d’un quadrilatére: alors deux branches des quar- 
tiques quadrilatérales, limites des formes 2, 4 et 6 de I’énumération 
au n° 13., forment une seule branche compléte d’ordre pair, qui passe 
deux fois par chacun des sommets du quadrilatere, et qui rencontre 
toute droite en deux ou quatre points. — Si deux tangentes doubles 
de premiére espéce & contacts réels coincident, en méme temps que 
la conique g passe par le point d’intersection des deux autres, on ob- 
tient une courbe dont les deux branches, liées d’une maniére cyclique, 
ont encore un troisitme point de connexion: Ces deux branches for- 
ment une seule branche compléte d’ordre pair 4 trois points doubles, 
qui rencontre toute droite en deux ou quatre points. — Trois branches 
peuvent étre liées, soit les deux 4 la troisitme par deux points de con- 
nexion, soit les deux entre elles (d'une maniére non cyclique) par deux 
points de connexion, et la troisitme 4 une delles par un troisieme 
point de connexion, soit d’une maniére cyclique par trois points de con- 
nexion. Dans tous ces trois cas les trois branches en forment une 
seule. — Quatre branches peuvent étre liées, soit d’une maniére suc- 
cessive par trois points de connexion, soit les trois 4 la quatriéme par 
trois points de connexion. Les quatre branches en forment une seule. 
— Pour compléter ces considérations on pourrait regarder aussi des 
quartiques composées de deux coniques. 

Une courbe ayant des points de connexion de branches externes 
lune a l’autre peut avoir, en méme temps, des points isolés. 

21. Deux branches dordre impair dont se compose une branche 
Wordre pair dune quartique ont la propriété de rencontrer toute droite 
en un ou en trois points. Comme, de plus, le nombre total des in- 
tersections d’une droite avec les deux branches est au plus quatre, ces 
deux branches ne se rencontrent qu’en un seul point, qui est un point 
double de la quartique, et le faisceau de droites par ce point double 
se divise en quatre parties, dont les deux contiennent des droites ren- 
contrant encore en deux points |’une ou l’autre des deux branches, les 
deux autres, qui séparent les deux premiéres, des droites qui ne ren- 
contrent des deux branches qu’au point double. Les limites de ces 
quatre parties du faisceau sont quatre droites tangentes aux deux 
branches en des points différents du point double. Deux de ces tan- 
gentes se trouvent dans l'une, et deux, dans l’autre des deux parties 
du plan séparées par-les deux branches. Si la branche composée est 
la limite d’une série de branches d’ordre pair ordinaires, l'une des deux 
parties du plan devient externe, l’autre interne. Les deux tangentes 
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qui se trouvent dans la partie externe sont les positions limites des 
quatre tangentes doubles de premiére espéce, les deux tangentes dans 
la partie interne sont les limites de quatre tangentes imaginaires, qui 
vont étre tangentes doubles de la premiere espéce, si, par la courbe sin- 
guliére, il se fait une transition & des courbes ov les parties externe 
et interne du plan sont changées entre elles. 


On voit ainsi qu'une branche d’ordre pair qui tend a se diviser 
en deux branches d’ordre impair a quatre tangentes doubles de pre- 
miére espéce a contacts réels, et, par conséquent, 8 inflexions. Cha- 
cune des deux branches d’ordre impair a donc 3 inflexions réelles, ce 
qui est aussi, comme pour la branche d’ordre impair d’une cubique, 
une conséquence de la circonstance qu’elles rencontrent toute droite 
en un ou trois points. 


Une quartique douée d’une des branches composées qui nous oc- 
cupent peut avoir encore une seule branche, qui est nécessairement 
un ovale. Celui-ci peut étre joint 4 un des branches d’ordre impair 
par un point double, ou se réduire & un point isolé. On peut obtenir 
toutes ces formes en assujétissant des quartiques composées d’une cu- 
bique et d'une droite qui n’en rencontre que la branche d’ordre impair 
en un seul point a des petites altérations. Pour les déduire des formes 
générales du n° 13., il faut faire coincider les tangentes doubles de 
premiere espéce deux a deux, et faire passer la conique g par leur 
point d’intersection. 


22. Si une quartique réelle est douée de deux points doubles ima- 
ginaires quatre tangentes doubles coincident avec la droite réelle qui 
joint ces deux points singuliers. On peut donc regarder la quartique 
comme courbe de transition de courbes ot deux de ces tangentes 


doubles sont réelles & des courbes ot elles sont imaginaires: alors les. 


deux autres passeront en méme temps de J’imaginaire au réel. En 
effet, comme le nombre de tangentes doubles de premiére espéce doit 
rester constant, il faut que la courbe variable en reprenne autant 
qwelle perd. Or les tangentes doubles qui coincident, au moment de 
transition, avec la droite joignant les deux points doubles sont de la 
premiére espece tant qu’elles sont réelles, leurs points de contact étant 
imaginaires. Par conséquent, comme deux d’entre elles sont réelles 
avant, et imaginaires aprés la transition, il faut que les deux autres 
se comportent de la maniére inverse. On voit ainsi que la droite 
joignant les deux points doubles imaginaires absorbe deux tangentes 
doubles de la premiére espéce. La courbe singuliétre en a done encore 
deux. , 

On peut déduire les différentes formes de quartiques douées de 
deux points doubles imaginaires des formes 23—36 de quartiques gé- 
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nérales énumérées dans le n° 13., en faisant coincider deux tangentes 
doubles de premiére espece & contacts imaginaires. Comme, dans ce 
cas, la différence des triangles et des quadrilateres cesse, on obtient 
ainsi chaque forme deux fois. On voit que la courbe est renfermée 
dans deux triangles qui ont pour base commune un segment de la 
droite joignant les deux points doubles, pendant que leurs deux autres 
cotés sont des segments différents des deux tangentes doubles de pre- 
miére espéce, et qu’aucun de ces deux triangles ne contient des bran- 
ches externes l'une a l’autre. La quartique peut avoir un point isolé 
ou un point de connexion de deux branches, mais aucun des points 
doubles dont nous avons parlé au n° 21. 


VII. Applications 4 ]’étude des surfaces du troisiéme ordre. 


23. M. Geiser, dans son intéressant mémoire sur les tangentes 
doubles d’une quartique*), a montré qu il est possible d’inscrire & un 
cone quelconque du quatrieme ordre des surfaces du troisi¢me ordre qui 
passent par le sommet du cOne. On prend pour plan tangent ¢ de la 
surface cubique en ce point un des 28 plans tangents doubles du cone. 
Si g, = 0 est l’équation d’un cone du second ordre passant par les 
génératrices de contact de ce plan, l’équation du cone quartique est de 
la forme 

£9; — 9, = 0. 
On voit done que l’équation 


y, +2 9,u + wv2=—0, 
oi « = est un plan qui ne passe pas par le sommet, réprésente une 
surface cubique inscrite au cone. 

Si le cone quartique donné et son plan tangent double z sont 
‘réels, il suffit, pour trouver une surface cubique réelle, de prendre pour 
g, et w un cone et un plan réels. Or, nous avons prouvé que toute 
quartique plane a au moins, quatre tangentes doubles réelles; un cone 
quartique a donc au moins quatre plans tangents doubles réels. On 
voit ainsi qu'il est toujours possible dinserire ad un cone quartique reel 
des surfaces cubiques réelles. Par conséquent, on peut appliquer a toute 
quartique plane des résultats déduits de propositions sur les surfaces 
cubiques, lors méme que, dans ces propositions, on a égard a la réalité. 


24. Nous pouvons, en nous servant d’un procédé réciproque a 
celui dont nous venons de parler, appliquer quelques-uns des résultats 
relatifs aux quartiques planer que nous avons trouvés, a |’étude des 
surfaces cubiques. 


*) Mathematische Annalen I. 






























' Sur les courbes du troisiéme ordre. 


Nous avons vu (n° 6.) que le nombre total des tangentes 
doubles d’une quartique a toujours une des valeurs suivantes 28, 16, 
8, 4. Or, les plans tangents doubles des cones circonscrits 4 une sur- 
face cubique, et ayant pour sommets des points de la surface, sont 1° 
le plan tangent de la surface au sommet, et 2° les plans qui joignent 
le sommet aux droites de la surface. On voit ainsi qu'une surface 
cubique contient 27, 15, 7, 3 droites réelles, résultat trouvé par M. 
Schlifli*). 

Nous avons vu, de plus, que le nombre des tangentes doubles de 
premiere espéce d’une courbe quartique est toujours égal a quatre. Si 
on prend pour sommets de cones circonscrits & une méme surface 
cubique différents points de cette surface, tous ces cdnes auront les 
mémes nombres totaux de plans tangents doubles. Ils auront, par 
conséquent, aussi les mémes nombres de plans tangents doubles de 
seconde espéce, c'est a dire de plans tangents communs a deux nappes 
completes. [Nous appelons nappe campléte d’un céne la partie du 
cone qui projette une branche complete d’une courbe plane.| Le céne 
circonscrit ad une surface cubique douce de 27, 15 ou 7 droites réelles 
(1, 2, 3” species de M. Schlafli), et ayant un point de la sur- 
face pour sommet, sera donc composée de 4, 3, 2 nappes completes ex- 
ternes Vune a Vautre. 


Le cone circonscrit 4 une cubique douée de 3 droites réelles ne 
consistera qu’en 1 ou 0 nappes ou en 2 dont l'une est interne a l’autre. 
Dans ce cas la surface peut étre composée d’une nappe d’ordre pair 
et d'une nappe d’ordre impair (4™° species), ou seulement d’une nappe 
d’ordre impair (5™° species) **). Une droite menée d’une nappe d’ordre 
pair d’une surface cubique ne peut étre tangente a la nappe d’ordre 
impair; mais d’un point d’une nappe d’ordre impair on peut toujouts 
mener des tangentes, soit 4 cette méme nappe, soit a la nappe d’ordre 
pair sil y en a, et ces tangentes doivent appartenir 4 de différentes 
nappes du cone. On voit ainsi qu’ wn cone quartique circonscrit ad une 
surface cubique de la 4” species, n’a aucune nappe réelle si le sommet 
se trouve sur la nappe dordre pair de la surface, mais une nappe in- 
terne a une autre si le sommet se trowe sur la nappe dordre impair 
de la surface. 

Un céne quartique circonscrit a wne surface cubique de la 5” spe- 
cies consiste en une seule nappe. En effet, suivant une remarque que 


*) Quart. Math. Journal vol. Il, et Philosophical Transactions vol. 153, 1863. 

*t) C’est M. Klein qui a montré que la surface est, dans ces deux cas, re- 
spectivement de la 4™° et de la 5™¢ species (Phys. med. Societiit zu Erlangen 
5 mai 1873). Nousle montrerons d’une autre maniére dans le n° 26, 
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nous venons de faire, il a au moins une nappe. S'il avait encore 


une nappe interne, la surface cubique devrait se trouver soit entre les 
~ deux cones, soit dans les parties de l’espace interne au cone interne 
et externe au céne externe. Dans le premier cas le sommet du cone 
serait un point singulier de la surface, et dans le second cas la sur- 
face aurait une nappe d’ordre pair, et serait, par conséquent, de la 
4° species. 


25. Si le sommet du cdne quartique est placé sur une droite 
réelle de la surface, cette droite devient une génératrice double du 
cone. Les plans tangents au céne le long de la droite sont les plans 
tangents de la surface aux points doubles de l’involution, formée par 
les couples de points de contact de la surface avec les plans passant 
par la droite. Cas deux plans tangents peuvent étre réels ou imagi- 
ginaires; dans le dernier cas la droite est génératrice isolée du cone. 
Par la droite passent encore les plans tangents au cone qui sont: 
1° le plan tangent a la surface au sommet du cone, et 2° les cing 
plans qui contiennent les couples de droites de la surface qui ren- 
contrent la droite donnée. Le premier plan est réel, les autres sont 
réels ou imaginaires. 


Comme le nombre de nappes du cdne -quartique circonscrit est 
indépendant de la position du sommet sur la surface, les cdnes a gé- 
nératrice double ne sont pas des formes de transition & des cdnes 
ayant une autre connexion des nappes, mais seulement des formes 
limites: les mémes nappes et les mémes plans tangents doubles sont 
réels avant et aprés le passage du sommet de |’un cdté d’une droite 
de la surface 4 l’autre*). Aux plans tangents doubles, réels avant et 
apres le passage, appartiennent toujours le plan tangent de la sur- 
face au sommet du cone, et le plan, qui tend & coincider avec celui-ci, 
passant par la droite de la surface dont il s'agit, et, par conséquent, 
au moins deux autres plans tangents doubles qui tendent a coincider. 
On voit done que la génératrice double ne peut étre une génératrice 
de connexion d’une nappe avec une nappe interne, ni non plus une 
génératrice de connexion de deux nappes qui sont réunies avant et 
apres le passage du sommet au dela de la droite. Mais elle peut 
étre une génératrice isolée, ou une génératrice de connexion de deux 
nappes, externes l'une a l'autre, qui sont séparées avant et apres le 


*) Dans le systéme de courbes d'intersections d'un plan avec les cénes cir- 
conscrits dont les sommets se trouvent sur une courbe C de la surface, la courbe 
d'intersection avec le céne ayant pour sommet un point d’intersection de la courbe 
C avec une droite de la surface, compte pour un nombre pair (6) de courbes 4 
point double. 
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passage, ou une génératrice d’intersection de deux nappes d’ordre im- 
pair résultant de la division d’une nappe d’ordre pair. (Voir les 
n°* 17.— 21.) Dans le dernier cas, deux (ou quatre s'il y a une 
nappe interne) des plans tangents réels au cone singulier qui passent 
par sa génératrice double sont des positions limites de plans tangents 
doubles imaginaires. Chacun de ces plans réels renferme done deux 
droites- imaginaires de la surface. 


26. Ces considérations fournissent une nouvelle démonstration des ” 
théoremes de M. Schlafli*) sur la réalité des plans des triangles ; 
formés par trois droites de la surface. 

1” et 2” species. Aucune des 4 ou 3 nappes ne peut se diviser 
en deux nappes d’ordre impair (n° 21.). Un cone circonscrit dont le 
sommet est placé sur une des 27 ou 15 droites a done cette droite 
pour génératrice isolée, ou pour génératrice de connexion de deux c 
nappes. On voit done que par chacune des droites réelles de la sur- : 
face passent 5 (1’* species) ou 3 (2° species) plans de triangle, et que 
toutes les droites de ces plans sont réelles. On trouve ainsi 45 du 15 
plans réels. 

3m species. Si la génératrice double d’un cone circonscrit dont 
le sommet est placé sur une des 7 droites de la surface, est une gé- 
nératrice isolée ou génératrice de connexion de 2 nappes du cdne, un 
seul plan de triangle passe par elle. Si, au contraire, la génératrice 
est droite d’intersection de deux nappes d’ordre impair, tous les 5 plans ¥ 
de triangle qui passent par elle sont réels, et dans 3 de ces plans 
toutes les droites sont réelles (voir 21.). La droite rencontre dans le 
premier cas seulement 2 autres droites de la surface, dans le dernier, ; 
toutes les six autres droites. Le plan d'un triangle formé par trois 5 
droites réelles, est done rencontré par toutes les autres 4 droites en 
des points d’une seule de ces trois droites. On voit ainsi que tous q 
les plans de triangle passent par une seule droite, et qwil y ena 5, ; 
dont les deux contiennent des couples de droites imaginaires. 

4° species. Comme les cones quartiques circonscrits n'ont plus 
des nappes externes l'une 4 l'autre, on ne trouve pas ici des cones 
ayant une génératrice de connexion, ni non plus des cones ayant une 
génératrice isolée; car par celle-ci, sil y en avait, on ne -pourrait 
mener des plans tangents réels. Les seuls cénes 4 génératrice double 
qu’on trouve ici ont une nappe composée de deux nappes d’ordre im- 
’ pair. Une autre nappe se trouve du cdté qui devient linterne si le cE 

sommet s’éloigne de la droite. Par chacune des 3 droites réelles de la 
surface passent done 5 plans de triangles, dont les quatre contiennent 








*) Loc. cit. 
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des couples de droites imaginaires. Il y a, en tout, 13 plans de triangle 
réels. 

5m species. Ce cas est analogue au précedent. Comme le céne 
n’a plus aucune nappe interne, seulement 3 plans de triangle passent 
par chacune des 3 droites réelles de la surface: deux de ces 3 plans 
contiennent des couples de droites imaginaires. Le nombre total des 


plans de triangle réels est 7. 
15 octobre 1873. 



































Von GorpDAN in GIESSEN. 


Herr Brill hat (Annalen IV. Bd. 8. 530) einen Determinanten- 
satz verdffentlicht, dessen Illustration der Gegenstand dieser Unter- 
suchung sein soll. Ich will ihn hier dazu benutzen, um einige Eigen- 
schaften des griéssten gemeinsamen Factors zweier Functionen einer 


Veriinderlichen herzuleiten. 


Der Brill’sche Satz kann folgendermassen ausgedriickt werden: 


yl. Es seien: 
rn Grossen x, und sn Grossen 1; 


| M11 Hig ...- Lin | Uy1 Ug ..++ Un 
| Vay Hog «+2 + Han | | Ugi U2g «++ - U2n 
a ——e-+ ee ee aaa 

| Bp1 Lrg .. 2+ Lyn | Us1 Usa 2 2 2 o Ugn 


gegeben, wo wir r und s so wihlen, dass: 


r+s=n 
ist. Zwischen diesen n? Gréssen mégen rs Relationen: 
(1) Uni Vir 4- Ung Vig eee eee UtnLin = 0 


bestehen. Die r-reihigen Determinanten 
| Mi, UV,i, +s UY | 


Uri se eee Lr 


des Systems der z sind alsdann den s-reihigen Determinanten 


(ky hig... Kes), 


des Systems der w proportional, welche ihnen der Art entsprechen, 


dass die Indices: 
er? eres 
eine Permutation der Zahlen: 
i) 
bilden.“ 


Mathematische Annalen. VII. 


Ueber den gréssten gemeinsamen Factor. 





eT Ree 
ee 


- 
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Wir wollen aus diesem Brill’schen Satze einen andern herleiten, 
indem wir zunichst die sm Gréssen u,;, durch die Coefficienten ¢;, von 
yr Functionen: 


yy, == O,08°—* -- C.n~10°—* coecces C11 
(2) Po = Cnn 2 —* + Can 109 * wo C2,1 
Ws = qa + ao ~* @e8oen 6s Cs,1 > 


sodann aber die rn-Gréssen x4 
Lik = a-* 
durch die Potenzen von y Grdéssen: 
Bi3 Mapes Se 
ersetzen. Wir erhalten durch diese Einsetzung folgenden neuen Satz: 
wll. Haben die s-Gleichungen: 
y,=0....%=0 
die y Wurzeln: 
is eee & 
gemein, so sind die r reihigen Determinanten (i,, i, ....%,), des 


Potenzensystems: 
| 1 w, w,? ... w,*—? | 


a ae ae ae 


ba S20. Ser | 
z,°—} ee s,4-! | 


(wo = (i, ..+ 4), gesetzt ist) den s-reihigen De- 





a? ... av" 


terminanten (k,, k, ... k,), des Coefficientensystems : 


| Cyt eeereees Ck, n 


| Ck ee oe Ckyn 
proportional, welche ihnen so entsprechen, dass: 

ore eee 
eine Permutation der Zahlen 1... ist.“ 

Zuniichst will ich den Brill’schen Satz in dieser zweiten Form 
dazu anwenden, um gewisse bekannte Relationen zwischen den Coef- 
ficienten und Wurzeln einer Gleichung herzustellen. 

Die Gleichung: 

f = Gy 2 + Gy-1 2"! ... a 
moége die Wurzeln: 
3) 


Bo eee By 
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besitzen. Setzt man im Satze I]. n=u-+1; r—pw; s=—1 und 
ersetzt man y, durch /, so gelangt man zu folgendem Satze: 
»lII. Die Coefficienten 
Vint 
einer Gleichung / = 0 sind den wu reihigen Determinanten (i,, 2, . . . i,) 
des Gréssensystems: 





. weveer ," 
ED My scccwes bh 

: 3 
. aerrrr Li ; 


proportional multiplicirt mit + 1 oder —1, je nachdem die Anzahl 

{ der Inversionen der Permutation: 
ha +s+s ee 
grade oder ungrade ist.“ — | 
Etwas verwickeltere Beziehungen zwischen den Coefficienten a und | 
den Wurzeln x kann man folgendermassen erhalten. — Ersetzt man 
in dem Satze II. die Functionen w» durch die Functionen 
ee af, 

so gelangt man zu dem folgenden Satz: 
i »lV. Die g-reihigen Determinanten (7, ....%,), des Systems der 

Wurzeln sind den v-reihigen Determinanten (i,4;.... iu4,), des 





Systems: 
Bp Gntisss- ee 
o new danas a, 0 > 
Oy Oren Busses Ay 
proportional.“ 


Fiir v = 1 geht dieser Satz in den vorigen iiber. “4 
Ist in dem vorigen Satze u = 1, also: 


f= 4,2 + a, 


so werden die Determinanten des Systems: 





cS A eer 7,” 
| denen des Systems: 
L G, @ VO. e eee 
2 Se eee se | 
‘ 27 
- | 
| | 
| eerie es A, A | 
proportional. Hieraus lisst sich leicht der folgende Satz ableiten: 


28* 



















Gorpay, 
V. ,,Die Potenzen: 


laaw?.... a 


sind den mw-reihigen Determiuanten des Systems: 


| SS ree 

2 Vee eae | 

oS © + ee 

a eee l—z 
gleich.“ 


Aus dem Satze IV. lassen sich Relationen zwischen den Coeffi- 
cienten und den Wurzeln mehrerer Gleichungen ableiten. 


Die Gleichungen 
f = aya" + ay—-10"-! .... a 
gp = b, 2” + b,-12"-!....8 { 
mégen die Wurzeln haben: 


Gy Gy ii Gs 2, 8,...-4 
Die Determinanten: 


(@, ty eos ty), und (ty 4-1 iyo eas tur)» 
sind dann nach Satz IV. den Determinanten: 


(iy4i tye eoee tu tre und (2, ty eoee ty), 


proportional, die Proportionalitiitsfactoren haben die Werthe: 





Qu te ee @ Au—v+1 
J Saree 
ee ee 2 be ee Qu a” , bi 
1 ar] W(e—e,) "N° 18, —Bp 
aul | 
Bigs se os a 
und man hat also die Identitit: 
ay bf | 








Z liye stn)as (insti es sine oT aS TE Lites) llosttesesttade 






Nun ist nach dem Zerlegungssatz einer Determinante in Partialdeter- 
minanten-Producte : 





‘f fi- 


— 


ti 


ee eee 
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eee ay O 0 
OG Qpwteosvé. ay 
ett aan eners | ; - 4 . 
— b b 0 0 = Zilty «++ ty)g + rt1 +++ tute) 
ES sece sen ® "a 
Gras, tale ela Ue ras cue 
SM ho Ss ee ews QPrrras 
rear e ate | — ne : 
1 B, Bitte! se 2; (4, seed ty) (ty41 TS tu+r)e 
eiet eine ta lenets | 
|, Saver eS 6pte-t 


= TT ine — x) T1(B; — Bx) (a: — Bx) 
T= ay b# TT (a; — Bx) 


mithin ist: 


In iihnlicher Weise, wie wir so eben die Determinante 7 aus den 
Coefficienten zweier Gleichungen zusammengesetzt haben, kann man 
auch Determinanten aus denen von mehr Gleichungen bilden. 


Wir wollen uns hier auf die Untersuchung von 3 Gleichungen 


f = Ay 2" + Qy—-10"—'.. 2... - 2.4 =0 
yp = b, 2” + b,-12"-! 6 nex atte oe .b =0 
P= Cyt? + Co HO! 1... eee y= 0 


beschriinken, und ihre Wurzeln durch: 


Ay, My. + + Cus By, By-.-Brs yr Yo-++ Ve 


bezeichnen. Wir bilden aus ihnen das System der Formeln: 


f =O: af ws...» oi gi—P-1f = @ 
g=0; rp=—0;.....2%-"'9p =0 . 
eo ¥=0; rcy=9;..... wN—e-ly = 0) 


welche linear in den N Potenzen sind: 
2 N-1 
3, @ ++ 208 = 


und wiihlen N so, dass die Anzahl unserer Formeln ebenfalls N ist, 


also: 
N=N—u+N—v}+N—o=—*tete 


Die Determinante unseres Systems: 





» 6s 2 ae we a. Ce & & 


“es ie ae a a, a ke OME 


2 oe er eo ee 





eee os © @ 








oe e & 6 © @ & 2 













kann folgendermassen transformirt werden. 





Nach Satz III. sind den (N—)-reihigen Determinanten (i, 7,...iv—,), 
des Systems: 
|G. Gu-1-- Pater 0 | 
. & &— ae 0 | 
0 << 2 + @.% 0 Qn Au—1 ay | 
den u-reihigen Determinanten (iy—.41, iv-~4+1..-- ty), des Systems 
BOR «6 2 sos a*-* 
rs ie «,"—! 
PO eae . 
proportional, der Proportionalitiitsfactor ist: 
tone 
TT (a; — a,) 


Ordnet man nun S nach Producten von Unterdeterminanten der 
N— uw 1 Zeilen, trigt fiir diese ihre Werthe ein und wendet so- 
dann den Maultiplicationssatz an, so entsteht die Formel: 


S . T1(ce4— 0) ; 

4-91 (cr) 04-2 Ep(ax,) 02406 P(@,) @,4-@—1 (ex,) 2, Ve-? eh(ex9)..0. W(Q) 
a,-7-* p(s) 

=a n— . . . 











ag" (a) 
Ordnet man diese Determinante nach Producten von Unter-Deter- 


minanten aus den N — vy ersten und N— 9 letzten Colonnen, so 
wird: 





r- 
0 











oS Rares py 
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S . 11 (@;— a) =a, ¥—* DG ( His) P (Gig) --- P(Giy_,)V (Cry, 41) (aig) P 


. 2 —v—1 e 1 
1 a, a ....@4 1 Giy_yyaecees aN ert 
. 2 N-—wv-1 
a 1 @, a ....ag o 
. 2 N—v—1 - N—o—1 
| 1 Giy_, Gy_,---- Gp, *| | 1 Wig ov eees eres 


wo die Summation sich iiber alle Combinationen i,, i,...iy—, der 
Zahlen 1.... erstreckt und t das Vorzeichen + 1 oder — 1 be- 
deutet, ja nachdem die Permutation i, ---%, eine grade oder ungrade 
Anzahl Inversionen besitzt. 

Die Determinanten rechter Hand sind gleich Producten von Diffe- 
renzen der a; hebt man dieselben gegen das Product linker Hand weg, 
so wird: 





p(a)---- P(% y_ ) 7] Ce ) ae v(m; ) 
(4") S=x= es-* =i 2 1=N—v sy = —? 
TT (,.— @;) 


r=1 s—N—?r-+1 


In iihnlicher Weise kann man die beiden andern Formeln ableiten: 
(6;,) Suded y Biy_ A) f(Biy_o4) eae f(6.,) s 


y 
(4°) S'== (—1)4-DW-m ph —-» 5, vi 


r=N-—@ =? 
TT T (6,—6,) 


r=1 s=N—e+1 
f(y;,) seweents F(¥iy_,) @ — ienenee f(y; ) 
7=N—n s=@ bd 


T (%,—%,) 


r=1 sx N—e+1 





(49) S=(—1)Hee re 


Wir wollen nun die Voraussetzung machen, dass die Formeln f 
und @ die 4 Wurzeln: 


gemeinsam haben und dass dieselben mit den Wurzeln: 
Quy Ou—1 eoecee Ou—A+1 


B,, By—1 oe eee By—a+1 
von » tibereinstimmen, dass also die Ausdriicke: 
f(a) ..- f(a), 9(m™)--- + p(m) 
identisch verschwinden. 
Wir wollen zwei Fille untersuchen, in denen: 


von / und: 


utv—e a Pees 4 
44> oder A = > 
ist. — Im ersten Falle verschwinden in der Formel (4*) alle Ghieder 
rechter Hand, da in der Zahlenreihe: 


ay ? te eevee in _-v 
mindestens eine der Zahlen: 













Gorpay, 


wyu—l..~—4+l 
vorkommt, also mindestens einer der Factoren: 


p(m,)..-.. 9 (aiy_,) 
verschwindet. — Hieraus folgt der Satz: 
VI. ,,Haben die Gleichungen f und @ mehr als: 
J Aaah 


Wurzeln gemein, so verschwindet die Determinante S fiir beliebige 
Werthe der Coefficienten c. Es verschwinden dann die g-reihigen 
Determinanten des Systems: 


SS er a 0 

ye eo ee Mg eo Se ee SL eS 0 | 

Le eee af a rear Ay 
6, | ip ae a ee weal by 2 ee oe ee 0 
SSS ae Rey se 

(Man kann diesen Satz auch direct beweisen.) . 
In dem zweiten Falle, wo: 
i tyes 
A= 5 


ist, verschwinden alle Glieder rechter Hand, bei denen die Combination 
3S a 
eine der Zahlen: wu, w—1, w—2...4—A-+1 enthiilt, es bleibt 
also nur das Glied iibrig, wo die Combination: 
ie «wine 
mit der Combination 
12....N—y» 
iibereinstimmt. Statt der Formel II. haben wir in diesem Falle die 
Relation: 
ua (a) oe p(ay_,) W(ay_ yp ott »(«,,) 
a r=N~—¥ s== 


“ ‘ 
TT (a,.— @,) 
r=1 s=N—r-+1 


S=a 
re 


oder: 
@p (a) ---- p(ay_ ,) (m4) eoeees ee V (ut r—e) 


- /, 


Hieraus ergiebt sich der Satz: 
VII. ,,Die Determinante S verschwindet in 2 Fallen: 


1. Wenn f und » mehr als etrne Wurzeln gemein haben. 






a a 


ee 












n 


n 


——— 
woe 
— 


Fig. 1. 


cy 


Tafel 1.( Bd.VIl, 





Fig. 


oO 
= 


nw 


S. 410) 





Fio. : 





Lay 








Tafel I. (Bd. VI, 8. 410.) 
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2. Wenn f und » ete-» Wurzeln gemein haben und eine 
dieser Wurzeln w befriedigt.‘ 
Der zweite Theil lisst sich sehr leicht direct nachweisen. 
Die obigen Formeln geben uns die Mittel an die Hand, den gréss- 
ten gemeinsamen Factor: 
@ = O,2' + O,-12°-'..... 0, = 0, (w — a,) (a@—,) . . . (wu —™) 


der Functionen f und @ zu berechnen. 
Zuniichst erhilt man Relationen zur Bestimmung der Coefficienten 
0; mit Hiilfe des Satzes IV. Nach demselben sind die g-reihigen 


Determinanten (7,, i,.... ig)g des Systemes: 
| QO, O,_-1 ons & 0, O O 
i Se ea ee Q, () 
| 
| He 
re csr e ee QO, 0, 
der Coefficienten der Formeln: 
(6°) O@=0; 2O=—0......20-19=—0) 
den N — g-reihigen Determinanten ((,41...¢y) des Systems: 
ho My ee ecis =," -* | 
eh «oe 
' V—1 
BS Mpme ooo o's Tye | 


proportional. Nach Satz LU. sind nun die g-reihigen Determinanten 
(4, ... + %),, des Systems: 


Gp Gpng ces sMe O22 2s D 
rors ee ST errs 
b, db, —1 . by 7) 0 
0 O . ee es Dy | 


der Formeln: 
(6°) /=0; xf=0...a4—-“—!f=0; p=0; zp=—0...... aN—*—1g==0 


gleichfalls den Determinanten (ip;;---+ iy), proportional, mithin auch 
den Determinanten (i,...%g)4. Aus diesen Proportionen lassen sich 
die Gréssen © bestimmen. Man kann diese Relationen auch daraus 
folgern, dass das Formelsystem (6°) eine lineare Folge des Systems 
(6*) ist. ° 
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Um 0 direct zu berechnen, ersetze man die Gleichung » = 0 durch 
die Gleichung 





x—t=—0, 
die Determinante S geht durch diese Substitution in die Determinante: 
Qn Au—1 Au—-1+ +++ a 00 0 ee ar cea 0 | 
co a, | 
b, by—1 a a) @ ed oe by 0 6 6% oe Oe 6 OR Se & DB 0 | 
“gore Bae axed 
i <1 ebbs elk & es wea ea bee ea Os by | 
Se ae 7 MR Serres ce 0 | 
eg OD ee ane er eee SS) ae. hs ewe | 
‘5 1—&| 


iiber. Derselbe hat nach F. (5) den Werth: 


_ p (a) p (ag) +--+ play _,) (4%; —§) (#2—&) - - - - (4g — 8) 
8, — a,” ere Tl (a, — ™,) a at ee 





(-— 1)* = p(ay)--+--- (ay ,) 
(7) = GE arog 


ist also dem gréssten gemeinsamen Factor von / und proportional. 
— Man kann ihr nach Satz V. die Form geben: 


Ce 2 Sy ee ee re | See 0 | 
A dteveenseyseneve ae? eT Snare 0 
. . . . . . . e . . . . . . . A 
) 1 be? + Bug w—*....Bi a beng... by 0...0..0.0 0|=S,. 
Pm oon. csccsces aces ert Saapeeeeee Di nscusonlé 0 | 
by 





Wir sind oben, um die Resultante zweier Functionen f und 
vom m'‘*" und n= Grade zu bilden, von dem Formelsystem: 


(9) f=0; 2f=—0....2°—f==0; p=0; zp=—0........ z"—1@==0) 


ausgegangen, und haben die Determinante 7’ ihrer Coefficienten ge- 
bildet. Man kann nun, ohne den Werth J zu iindern, Combinationen 
dieser Formeln einfiihren. (Vgl. Baltzers Determinanten. 3. Aufl. 
S. 169.) 


Wahlen wir > m und bezeichnen wir den Quotienten: 
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ix=nk=n 
(10) F(z, y)= f(@) oW—e@) fy) "F's a ae—taos.: 
sete imiai? 


so werden erstens die Coefficienten ¢;, und c; einander gleich. 
Ferner werden die Gleichungen: 


UY, = G1, n-1 gt a C1, n—2 PO a ho bees “w= 
(11) We == C2 41 2-1 + C2,n—2 BF oe eae C1 = 
_—- Pe, oe ee ee ee Cn1 =O 


Combinationen der Formeln (9) und werden wie diese durch die ge- 
meinsamen Wurzeln: 
Hy Wa eevee 1} 


von f und » befriedigt; endlich ist die Determinante: 





Cia Cig - e wo Cin 
Ca1 Cog - 2 2 wo C2,” 

(12) Re kay 
| Cnyle 2 2 2 eo Cn, n 


gleich der Resultante 7 von f und . 
Die Partialdeterminanten dieser Determinante sind: 


Cigna haya eco eecrccees Cit kn | 
a,R , ie Ge oe oe eee 





F) _— 


OC; ky 0¢; Cia, ky 


wr 
| Cin, kaa +e pee e eee Cinsky 

WO i, i...++%n3 k,...k, irgend welche Permutationen der Zahlen 

1.... bedeuten und « die Zahl + 1 oder —1, je nachdem die 

Anzah] der Inversionen in diesen beiden Permutationen zusammen 

grade oder ungrade ist. — Ich will diese Partialdeterminanten durch 


C Ses a i ‘Ng wa = 
7 ee ka/ $, fy. 00 tale 
bezeichnen. 7 Ae 
Da die Wurzeln z die Gleichungen (11) befriedigen, so folgt aus 


Satz II., dass die Determinanten ( + Soli 7 aus den Coefficienten 


i,t. 
kk, ...kale 
der » — 4 Formeln yy, ,,.. + Yx, den Determinanten (i, . . . 4), (vgl. 
Satz Il.) proportional sind, dass also der Quotient: 


aati 
kha... ka Cc 
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von der Indices i unabhiingig ist. — Da aus dem niamlichen Grunde 
der Quotient: 


Bk, ....h 
Geo 
(kyky... ha), 


von den Indices k unabhingig ist, so folet hieraus, dass der Quotient: 
56°s cn] ? 
(" Mae a * 
k, ce ee hy ‘ 


von den Indices i und k unabhiingig ist. Dieser Quotient hat den 


Werth: 
cipher ae 
erates ) i a 

(13) = > —— =(C, 
(i .... 4)3 TT (a;— 2)" 


wir wollen ihn durch C bezeichnen und gelangen so zu dem Formel- 
system: 


te ee ae ; 
(14) ¢ et n). oT oe oe 





Um diese Formeln in eine einzige zusammenzuziehen, fiihre ich 
24 neue Functionen ein: 


P, (x) = pr, * 1 Pi, n—1 Fe a pir 
P; (x) _ Pe, —ar-' -- Pr, ee Pn: Salad - pot 


P, (x) = pin 2°! + pani a*-?..... par 
V; (a) == 1, n grt a Gi,n—1 re ead Git 


Qa (%) = Ga, n@"—! + Qan—1 2"? 2. Gat 


und transformire die Determinante: 














n 


a 





ee, 
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Man kann fiir dieselbe leicht den Werth finden: 


aa 


U=z ek. 4 rekc ig +++ ta), (hy hy. . Ia), 


wo sich die Summe iiber alle Combinationen i, ....%, kh, ....h, der 
Zahlen 1..... n erstreckt. — Nach Formel (14) erhalten wir dem- 
nach: ba 
ba 


(16) U = CEi(iy iy... ta)y (iyi. tay Beh. ba) (hy. a) 


Nun ist nach dem Multiplikationssatze: 


| n—1 

1 Ui s++- H, | Pir Pre ceeees Waa | 

= . 

la,....% Poy Pag s+ sees P2, n—1 | — ' , , 
§ ; | = 2i(iy49.-- ta) (ty .--ta), 
. . . ° ° | 

a—12} | 

| 1 HT, +++. Wy | | Pay Pag seers Pa, n—1 


Mahe oc och Py(m) 
and ebento: 
Zehr «+ ba)g (by «td, = BA O(a)... Qa(x2), 
saithin: 
(17) U—CU+ P,(m,).... Pr(ms) E+ Q,(m,)...--- Qi(m). 


Um den gréssten gemeinsamen Factor: 
O(a) = @,2"...... 0, 


zu erhalten, gehe ich von der Relation aus: 


ae eo a? 
D Miia a5 are mt," 
O(a) - T(x; — a) = O; ‘ : 
1 Bacce ee md 
=O, [(2,3...41), —2(1,3,4...Af DT) eee (— 1) (1, 2,3...4), a] 


und wende darauf die Formel (14) an. Es wird dann: 




























se tail ss Rc 8 


tie y 


i 


EE ea Re ee te te ee eR Nee eee Se me wet Ll Sew ec ea erie ee 
. ul “ - ~ So oes week ba paren Caallt ot 4 Cat abit, << “ fie j 4 wy Pan ha 
: nr " " ood. 7 ath , PL Gi eA Oe 
7 “Fy , 8 7" 


ae, yo 


nee Gaye 


oe 
ioe 


saat : 
a wpe 
A 


wear kee 


6 eet ss Nae ads 74 
wy tee Oe ee 


dus 
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z C(1.... aja O(a) T1(a;—a) 


» So aoa eee ere 


also nach Formel (13): 


G (b+ Me (1... a)e O(a) 

Caps, apie Ca41,a04—! eens Cat1,1 Ca+1,2+-2 Ca+1,443-++-CAti,2 

| Cn, a+1 at Cn, 2 er Cn, A+2 Cn, A438 eeesCnn 
mithin stellt die Determinante rechter Hand den gréssten gemeinsamen 
Factor von f und @ dar. In ihnlicher Weise kann man viele Deter- 


minanten bilden, welche dem © proportional sind, man kann alle 
diese Bildungen in eine einzige Formel zusammen fassen. 


Um dieselbe zu erhalten, fiihre ich » — 4 = neue Variable: 
Bag By as « M 


ein und bilde die Determinante: 





n—1 

La ...-- x; 
n—1 

1 Eereeee a, * 
n—1l 

RM, cee 7; 

. . | 
1 Wace cece Za—1 | 


a 
of 


Ordnet man sie nach Producten von Partialdeterminanten, so er- 
halt man fiir sie die Summe: 


=TT (x;— ax) TT (%;—2x) Th (#;— 7x) = TT (a— Lx) TT (%;—7,) TO (xi) . 


2; & (4, dy eee ty) (Mu-pt eee tn) ? 


welche sich iiber alle Combinationen ¢,...%, von 1... erstreckt 
und worin ¢ das Vorzeichen bedeutet, welches in bekannter Weise von 
der Permutation der ¢ abhingt. 


So entsteht die Formel: 


Oy 2; & (i, oes tu) _ (Gu+1 ¢6¢e tn) a TT (a;— xx) TT (%;— 2) TT0 (a) 


und wenn man w neue Variable 














en 
or- 


lle 


er- 


ekt 
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; Wir Yo > + > Ye 
einfihrt, auch: 


Oy ak (ky rg Ku) y hua oy ee kn), = TT (Yi— Yr) TT (7;— m) TTO(y;). 


Multiplicirt man diese beiden Formeln mit einander und wendet die 
Formel (14) an, so wird: 


tu pa tu+2 eee dn ; : : 
Kin 1 Ku+e cee r) iar dl tu) (ky, nee ku), 


= CTT (x; — xx) TT (yi — ye) (ai — m)? TO (x) O(y,) , 


02 ze( 


oder nach Formel (13): 


(18) 62 Xi, k ° (t, eee tu) (k, eee ku), a+ Ci,, k, Cig,hg es Cin, Ky 
re 
= (10024) Me) Ta — ) TE) Ow). 
ou M, 
Nun ist nach dem Multiplicationssatze: 
C1,k, C2,k ee ee Cn,k, | | Lay... . &"—* | 
C1 C2, +220 Coke | | Lay... Bo"? | 
| Ct. yp ©2 dy wae Cr, ky | | Lady... oe 
Wh, (©) Va, (Wa) .eeeeee Vp, (2p) 
== 2; (i, ..-tu), ZAC, x, Cin, ye ++ Cig, ky = ; ‘ ; 
| Pky (L1) Wry, (La) -s+0+ es r,, (Ly) | 


und ebenso: 


| V1 (#) Hy (@)- +--+. w+ Yn (2) | Ly yy? yy" | 

| Wy (@2) wee ee ee eeeee Wn(®) | Ly -+-e- y.-* 
St eee ee ee ee 
| Wy (Gu) Wo(@u)e vere eee Wn( Zp) | | 5 eee eee 

= Thy... Ku)y D+ Wi, (1) We, (We) - - » Vey (Zu) 

| F(a, %) P(e, yo). ++ F(x, , Yu) | 
F(x, yy) F(@2; Yo) -+ +++ F (x2; Yu) Vy 
= . . . . . . . . . . . . == ? 


F’(Gp, 4) F (Gp, Yo) +--+ F (Xp; Yu) 
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mithin: 
@2# — (| es 


vom 


) TI (x; — a4) T1(yi— yx) T1O(2;) O(y,) - 


Sieht man hier x, als variabel, die iibrigen Gréssen x, y als constant 
an, so ist der Quotient: 


der grésste gemeinsame Factor von / und 9. 


Giessen, im October 1873. 




















Quadratische Transformationen des elliptischen Differentiales 


2 + ¢,% dx, 
| ee SUE. 
oa, + 2 ja, + %s 5a, 


CG. = 
1 Oa, 


unter der Voraussetzung /(v7v2x) = 0. 


Von S. GuNDELFINGER in TUBINGEN. 


Die Transformation dritter Ordnung des Differentiales 
«AX, — Lada, 
Vax, + 4ba,3a +--+ cas! 
laisst sich bekanntlich in eleganter Weise an die Invariantentheorie 
kniipfen und ist in diesem Sinne nach dem Vorgange Hermite’s 
und Cayley’s noch jiingst von Clebsch in seiner Theorie der bini- 
ren Formen ausfiihrlich dargelegt worden. Den Ausgangspunkt der 
hierzu gehérigen Untersuchungen bildet eine merkwiirdige typische 
Darstellung des simultanen Systems von zwei biniiren cubischen For- 
men. Da drei terniire quadratische Formen in ganz analoger Weise 
typisch dargestellt werden kénnen (vgl. Hermite in Band 57 des 
Borchardt’schen Journals 8. 375), so lassen sich ‘hnliche Ergebnisse 
fiir die quadratischen Transformationen des Differentiales 
T+ 42,dx;5 . a 3 . : 
— FP = yy 2," Te 9X," X +++ 3 2,== 0 
© Fa, Caf’ kab ey fy? / 11%) PBA phy? Ly ++ + Oy 99 Hy Ly Hy , 
erwarten. Sollen in der That drei terniire Formen zweiten Grades 
yi (t = 1, 2, 3) so bestimmt werden, dass vermége der Substitutionen 


OH, = Ay (Mp My My) OL, = Ay (Uy My tty) Os = Zz (Mj U_QUy) 
der Ausdruek 
DA |Adx, _ 
Cf (a) + Ce f" (€) + Cf" (a5) 

in einen von der Form iibergeht 

_ St hyuyduy 

; kX” (,) + hyp X (uy) + hyX' (uy)? 

worin 


X (U4, Mg tts) = Dyy1 Uy? BO yoy? tly + + + GDjo3 My Uys =O, 
so kann man nach den eben erwiihnten Resultaten Hermite’s von 


vornherein annehmen, dass die y; die partiellen Differentialquotienten 
Mathematische Annalen. VII. 29 





a a a 
S. Gunperrinaer. 


einer und derselben ganzen homogenen Function dritten Grades 
z(u,u.u,) seien. Der Zweck der vorliegenden Note ist, drei solche 
Formen yx anzugeben, fiir deren jede die Gleichungen 


o ‘ 9: 
Of; = a (@ —_ 1, 2, 3) 


eine solche Substitution bilden. 


Die Contravariante S; = S;(u,u,u,) der Form /*) geht durch 
die Transformation 
ec coe, at en ae eee 
(1) a: Cael dz, hi Uy = fy U, = fs 
iiber in: 


Sr (fis fey fs) = ¥ SP? — 5 2) = 4 BVSf— A) BVSL+ 4). 
Hieraus und aus den Formeln, die in der Theorie der Abel’schen 
Functionen von Clebsch und Gerdes 8. 51 entwickelt sind, ergiebt 
sich unmittelbar, dass unter Voraussetzung der Gleichungen 


=0O und ¥—35yVSf+A=0 


mit dem Systeme (1) gleichzeitig auch die Relation besteht: 


z+¢ Me d tt, He, IiSAS+h,x,da2;, 
( S; os i; oe 7° iC fica. \ Lol v 7 ov + ov 
A Ou, + ~ OU + ¢& = GOVT — (i, Oxy 7 hy OX, a ky O ky 


 —9S+thmda, 
av oY Ow? 
ky Oxy a ky OM + ks: Cs 


worin ‘die k;, wie die ¢;, vollig willkiihrlich sein kénnen. Liisst man 
in der letzten Gleichung an Stelle der Coefficienten a, ,, von f die 
Coefficienten p,2, der Conjugirten P, treten, so erhiilt man nach den 
von.mir in Bd. IV. dieser Zeitschr. 8. 144— 163 bewiesenen Resulta- 
ten den Satz: 


I]. Unter Zugrundelegung der Gleichungen 








f of of ‘ BR 
— ~ a 0 3 / A = 
A ve E474 a? D2.) und P >P+VRS,=O0 
wird vermige der Substitutionen 
oP oP oP 
m%=4-4 m=} 2=4,/ 
> OU 2 3 OU ; ° OU 
2+ cada, — 3VRE+k,wydus 


©, A (a) + cg XW (a) + Cy A (Wy) ~ ey P’(0ey) 4 hey P’ (tg) 4 hy P’ (ty) 


*) Die hier angewandte Bezeichnungsweise stimmt genau mit der von mir 
in Band IV. dieser Zeitschrift 8. 144—163 angegebenen iiberein, 
**) Vgl. Gordan in Band [. dieser Zeitschrift S. 106, Tafel X, 2 
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Transformationen elliptischer Differentiale. 


Mit Hiilfe dieses Theoremes lassen sich nun auch leicht drei quad- 
ratische Transformationen finden, welche das Differential 


T+ %x,dx, ade 
Cf (4) + gf” (2) + gf” (as) 
selbst in ein anderes gleicher Art verwandeln. 

Es giebt bekanntlich drei Formen gq, fiir welche Ag =f. Setzt 
man niimlich m = xf — AA, so wird A (xf — AA) =f, sobald x und 
A den Gleichungen geniigen 

G, (xd) =4 oe eb = U0 und G, (xd) = 4 oe) =_1, 
x! — 6 Sx222 4.8 Txd — 3 S2A' = G (xd) 
gesetzt. Indem man das Theorem I. auf jede dieser drei Formen @ 
(anstatt auf /) anwendet, erhiilt man endlich: 
Il. Unter Annahme der Gleichungen 


[ (#) %_, 23) = 0 
und 


X = 3Y G(xd)- R(x P, —AR) + S, (xd) R, + S, (xd) P, =0 


besteht, vermige der Substitutionen 


O(uP, iR,) E : 
xu=4 <7? {== 1,2,3 
die Relation 
_ Bae teday 86 R(S + Kyi ss) G (ud) 
Cf" (4) + Caf" (a) + egf (43) sg, OX _ ax ~ ax 
ky Ou + ky OUy + k. OU; 


sobald ; eine Wurzel der cubischen Gleichung G, (xs) = 0. 
Die durch diesen Satz (11) geléste Aufgabe: 
Aus einer gegebenen Curve dritter Ordnung f (a, £2, 23) = 0 
eine Curve dritter Classe @ (u,, U,, U3) = 0 derart absauleiten, dass 
f (@' (uy), (Ue), P' (Uy) = 0 das Product zweier Curven dritter Classe 
darstelilt, 
ist, wie eine einfache Abzihlung lehrt, vollig bestimmt und besitzt 
ausser den drei hier mitgetheilten Lésungen sicherlich keine weiteren. 
Ich konnte jedoch bis jetzt keinen strengen analytischen Beweis hier- 
fiir finden. 


Tiibingen, im October 1873. 
























Ueber das simultane System zweier binaren cubischen 
Formen. 


Von 8S. GunDELFINGER in TiBINGEN. 


Im 57. Bande des Borchardt’schen Journals 8. 375 hat Her- 
mite zum ersten Male auf eine typische Darstellung dieses Systems 
aufmerksam gemacht, bei der die beiden gegebenen Formen als Diffe- 
rentialquotienten einer und derselben Function vierten Grades erschei- 
nen. Clebsch hat alsdann im 67. Bande derselben Zeitschrift S. 360 
und spiiter in seiner Theorie der biniiren Formen (8S. 22i1—228, 392 
—405) diese typische Darstellung aufs genaueste studirt und nament- 
lich die dabei auftretenden Coefficienten durch die Invarianten des 
volistiindigen Systemes ausgedriickt, allerdings mit Hiilfe weitliufiger 
und kiinstlicher Rechnungen. In der folgenden Note sollen diese Er- 
gebnisse iibersichtlicher gruppirt und in bedeutend einfacherer Weise 
abgeleitet werden. Den Schluss bildet eine interessante Anwendung 
auf die Curven dritten Grades. 

Seien 

f = (a, z, + a, 2, =a, =—b5 =—.-.-.. 
yp = (a, 4, + «, x)> = a," = B,*= 
die beiden gegebenen Formen und 
Rt = (ab)? (ed) (ac) (bd) 


die Discrimmante von /. Ferner setze man R, gebildet fiir irgend 
eine lineare Combination 2,f + 2,9: 
(1) Riseang = %,'R+ 42,32,8 + 62,22,? 7 + 42,2,3F + 2,4P 
= 9(2,, 2) 
und 
J=(ac)>=(f,9)>, ®#=(aa)a,?a,2 = (f, p) = ,'. 
Um vollstiindige Uebereinstimmung mit der Bezeichnungsweise 


von Clebsch herbeizufiihren, definiren wir endlich p, x und Q durch 
die Gleichungen: 
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Biniire cubische Formen. 


| — 4 (Fb) d, = p,2, + p.% = p, 
(2) 4 (OB) 9, = 1,4, + 1,2, = T ; 
| (p; %,—p,H,)= — 2Q. 


Fiihren wir alsdann p und a durch die Formeln (2) als neue 
Variabeln ein, so gehen — 8 Q?f und — 8 Q*@ in cubische Formen 
von p und 2 iiber, die wir beziehungsweise f/’ und ’ nennen wol- 


lene Da 


} { (cep) ey? a (ax)a,2} = (a) (Pa) {(#a)?a,2 — (Pa)? a,? oY 


= (ta) (Aa) {(Pa)a, + (Pa)a,$ (aa), 
=1(997)9,8,/—0, 


so sind wegen der Relationen 


~_9 » JOD 9 ‘ ™ Ee 
= - <2? 4 a. oe = ry = 12 Q? (ap) a,” 
Finn GOP ESE eee x, == — 122° (an)a,” 
op lé x . OX, f \ / 


cf und a identisch, und man hat also vermége der Substitutionen 


(2) Gleichungen von der Gestalt 

af EF ‘ or 
3 8 CC a und — 8 3q@ = - 
(3) Q*f } 5 un Q3 bop ? 
worin I’ == J’ (a, p) eine gewisse biquadratische Form von a=und p. 
Die Invarianten 7 und j dieser Form lassen sich durch Q und J aus- 
driicken. Da niimlich die Covariante #, sowie die JInvariante J durch 
die lineare Transformation (2) nur um eine Potenz der Substitutions- 





determinante (pa) = — 2 Q sich iindern, so ergiebt sich nach (3): 
, OF oF oF oF 
. 1 fa-a. : Op On ‘oot 
64 293 = 1? . 3? op ae ee op (px), 
. 2 oF 
64 Q° (f, p> = (| ag? 4 1 ory (px)’, 
oder 
. a... 2% ree °F \) 
(4) 64 2°39 = 42-32 Lop? cn? Ga =)} = Hr, 
(5) 16 Q6J = (F, F)‘ =i,, 


Aehnlich wird nach (4) und (3) 
8 - 64 (9, fa, + ppz)'! 2° = (H,, F)' (pa), 
oder, weil 
(®, (22+ pps) '=(Pa)* (Fa) + (Fa) (Ip) = — f(pa)+F(ap)—sQ, 
(6) — 96 Q° = (H,, F)'=y, 






































454 8S. Gunpetrincer. 
Vermittelst (5) und (6) findet sich nunmehr F leicht. Bildet 
man nimlich die Discriminante irgend einer linearen Combination 
— 8Q3(z,f+2,), so unterscheidet sich diese nur um (pz)® von der 
Discriminante der in p und z cubischen Form 2, $ af + 2,4 a . Da 
die letztere gleich 4 j, F’(2,,2,) — 4%,H,,,.)*), so hat man mit Riick- 
sicht auf (1): 
BOO (e,, £4) = (ip Flere) — b ip Hye, 3) (Dm), 


oder, indem man die vollig willkiihrlichen z, und z, resp. durch z 

und p ersetzt, 

(7) — 8 6 (a, p) = — 88O=—42K 4+ JH,, 

also auch nach bekannten Sitzen iiber biquadratische biniire Formen: 
24 BH, = —4J5°?2F + H,(6Q — J). 

Durch Auflésung der beiden letzten Gleichungen ergiebt sich endlich 

F=(4{d'+22)0—JH, 


(8) H, = 4 (He — 4320) @, 


so dass simmtliche Coefficienten in J’ durch die fiinf Invarianten R, 
S, -- P und durch J und Q ausgedriickt sind. Die zwei Relationen 
zwischen den sieben letzteren ergeben sich sofort, indem man die In- 
varianten 7 und j der Form 8 Q°@ aus (7) berechnet: 


Jo =2d'+ 24QS 
Ijin = 2 J* + 108 Q? + 36 QJ. 

Ueberhaupt lisst sich, nachdem einmal F’ als Combination von 
® und H,, gefunden, ohne Miihe aus jedem Satze iiber biniire biquadra- 
tische Formen ein entsprechender fiir das vorliegende System ableiten. 
Als einziges Beispiel einer solchen Uebertragung fiihren wir hier noch 


die Berechnung von iy an, um daraus Schliisse auf die Theorie der 


Curven dritter Ordnung ziehen zu kénnen. Man hat nach (4) und (5) 
a2 


64 _ ty, (Pm)! Las = (px)! — ~ QU J2, 


5 = Bp 
> 3 ? 
eine Formel, welche den Satz giebt: 
Das Verschwinden von J ist nothwendig und hinreichend, damit 


das Doppelverhiiltniss aus den 4 Wurzeln der Gleichung # = 0 gleich 
einer imaginiiren Cubikwurzel der Einheit werde. 


*) F (%, %) geht aus F vermége Ersetzung von x durch z, und von p durch 
2q hervor. 
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Geometrisch ausgedriickt lautet dieses Theorem: 

Wenn die vier Doppelpunkte der Involution xf + Am =0 dqui- 
anharmonisch liegen, ist J = 0, und umgekehrt. 

Durch ein bekanntes Uebertragungsprincip erhilt man hieraus fiir 
die Curvenlehre: 

Alle Geraden Uy, #, + Uy%, + U3%, = 0, welche von Curven eines 
Biischels dritter Ordnung xf (%,%_%,) + AQ (a, 2,7) = xa,’ + da,» =0 
in vier dquianharmonisch liegenden Punkten beriihrt werden, hiillen eine 
Curve dritter Classe ein, deren symbolische Gleichung (anu)? = 0. 

Wofern  («,%,%;) = Af, gleich der Hesse’schen Determinante 
von /, verschwindet (aaw)>*) identisch, so dass man sagen kann: 

Die vier Punkte, in denen irgend eine Gerade von vier Curven 
des syzygetischen Biischels xf + 2AQf = 0 beriihrt wird, lieaen daqui- 
anharmonisch **) 

Mit diesem Satze hingt vermége geometrischer Betrachtungen aufs 
engste zusammen ein anderer, der die Untersuchungen von Ros anes 
und Schréter in den Math. Annal. II, 8. 549—562 ergiinzt und in 
einem neuen Lichte erscheinen lisst: 

Wenn zwei Dreiecke auf sechsfache Art perspectivisch liegen, so 
sind thre 9 Schnittpunkte die Wendepunkte jeder durch sie gelegten Curve 
dritter Ordnung. 

Der Beweis kann iiberaus leicht gefiihrt werden. Sind nimlich 
wu, == 0, wu =O, u, =O die Gleichungen der Scheitel des einen Drei- 
seits, so ist das Product der Ecken des andern Dreiseits nach dem von 
Rosanes auf §. 551 1. c. ausgesprochenen Theorem in der Form 


au,® + bu® + cus? + 6 du, uu, = 0 


darstellbar, was offenbar den fraglichen Satz erhirtet. 


Tiibingen, im October 1873. 


*) (aau)s = 0 kommt tiberein mit der bekannten Salmon’schen Identitiit 


ta 3. 3¢.% - ek eee 
aay 3a,Pa, ae, +3 4,4,? a, ey a,c, .; 


y 
wenn man 
Gy = XQY3— LzYo, —§ lg. = HY — MY; ; Az = LyYo — LeYs 
setzt. 
**) Dieses Theorem ist umkehrbar und also fiir syzygetische Biischel cha- 
rakteristisch. 























Untersuchungen tiber orthogonale Flaichensysteme. 


Von A. ENNEPER in GOTTINGEN. 


Die ungemeinen Schwierigkeiten, welche die Aufstellung ortho- 
gonaler Flichensysteme darbietet, sowie die Wahrscheinlichkeit, dass 
die allgemeine Integration der drei Gleichungen, welche ausdriicken 
dass sich die Flichen orthogonal schneiden, mit den vorhandenen 
Hiilfsmitteln der Analysis kaum vollstindig gelingen wird, fiihrt von 
selbst darauf, dem allgemeinen Probleme noch weitere geometrische 
Beschrinkungen beizufiigen, welche es gestatten, die Coordinaten eines 
Punktes im Raume explicite in Function dreier Parameter darzustel- 
len. In den nachfelgenden Untersuchungen sind zu den bisher be- 
kannten Systemen einige neue Systeme von ziemlicher Allgemeinheit 
hinzugefiigt, insofern die Ausdriicke fiir die Coordinaten willkiihrliche 
Functionen enthalten. Der gréssern Deutlichkeit wegen sind die fun- 
damentalen Gleichupgen, soweit .wie néthig, kurz vorausgeschickt. 


:. 


Sind a, y, ¢ die Coordinaten eines gemeinschaftlichen Punktes von 
drei gegenseitig zu einander orthogonalen Flichen, ferner u, v, w die 
drei Parameter des Systems, so finden bekanntlich die Gleichungen statt: 


Cx Ox Cy oY 02 G2 
De) + a» + 7 =U, 


Cu er Cu ev Cu ev 
° Cx Ox Oy oy Oz Oz 

(1) Bu bw t gu dwt eusw ”? 
pu bu Ou ou Cu ou 

eee wg. cree 2 22 98 _— 

ov ew Cv Cw waa = ** 


Setzt man: 
{ (SS) + GE) +.) - 

(2) GC) +QV+@) =e, 
Ga) 


ow 7 4) + (=) = FR, 
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bedeutet ¢ eine der drei Coordinaten 2, y, z, so findet man zur Be- 
stimmung vou ¢ aus den Gleichungen (1) und (2) die folgenden sechs 


partiellen Differentialgleichungen : 


Untersuchungen iiber orthogonale Flichensysteme. 





oe 1 OP ot P OP dt _ P OP dat 
ou P Cw ou Q? ov dv R? Ow ow’ 
~ ett _«_—sid AQ at rs 1 6Q dt Q 0Q et 
(3 ov P? ou ou Q dv dv R® Ow dw’ 
ott =—C ROR Gt ROR Gt 4 1 OR ot 
owe P2 Gu eu Q@ ov dv R oGw ow 
o% _ 1 @P ca + 9 on be 
dudv P Ov ou ou ov? 
; ert 1 aP 2 aR ot 
(4) duew ~=6on Ps@ws Ou = + R Cu ew’ 
ort 1 6 oR ot 
Lévéew @Q dw is a R @v ew 


Aus den Gleichungen (3) und (4) ergeben sich endlich die folgen- 
den sechs Differentialgleichungen zur Bestimmung der drei Quantiti- 


ten P, Q und R: 


1 oP) aQ@\ , 1 OP 2Q _ 
cv = +7 ou a(S 7) v R? ow ew 
0 C oP oR 1 OP OR 
(5) dw \R oy) + = G ( wo + Q@ Gv ov 
6 ’ — 1 0Q 10Q@oR 
Cv s) tT 3 - (h a) + P? Ou Cu 
oP eQ re 1 0P OR 
Gvow Q dv dw R dw dv’ 
. a2Q 1 0Q@0P , 1 @Q@aR 
(6) cucw =P eu dw + R dw bu?’ 
o*R . 1 oR er 1 0ROQ. 


eudv = P ou + Q Ov bu 


Die Kriimmungsverhiltnisse einer der Fliichen des Systems hangen 
bekanntlich von P, Q, R und den Differentialquotienten dieser Quan- 
titiiten nach uw, v, w ab. Wird eine der Fliichen dadurch geometrisch 
definirt, dass eine oder mehrere der Quantitiiten P, Q, R bestimmte 


Werthe annehmen, so scheint es am einfachsten zu sein, 
tischen Lésung sich der obigen Gleichungen zu bedienen. 


neuen Anwendungen dieser Gleichungen moége ein Verfahren voran- 
gehn, mit dessen Hiilfe es in manchen Fiillen méglich ist, aus einem 
bestimmten orthogonalen Fliichensysteme ein anderes System, oder un- 
endlich viele Systeme abzuleiten, fiir den Fall, dass sich die Integration 
einer linearen, partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung voll- 


stiiudig bewerkstelligen lisst. 











Dem Punkte (x, y, z) mége der Punkt (x,, y,, 2,) auf beliebige 
Weise entsprechen. Die Cosinus der Winkel, welche die Verbindungs- 
linie der beiden Punkte mit jeder der Normalen zu einer der drei or- 
thogonalen Flichen, welche sich im Punkte (x, y, 2) schneiden, seien 
respective : 
f g h 
VF +e +h? VPP Ft? VR +h’ 

wo /, g, h beliebige Functionen von uw, v, w sind. Fir «,, y,, 2 
hat man dann die Gleichungen: 


_—— — Ox i. 1 Cx 1 Cow 
—— ” + i P eu t J VY cv + h R Ow? 
ra ty _ t oy 1 @y 1 oy 
(1) pny + / P eu + g W@ ov + h R Gw? 
ats ~ 3 chy Ses 1 02 
~~. + / P ou + g Q ov + h R aw 


Die Quantitiiten f, g, h lassen sich so bestimmen, dass der Punkt 
(#;, %, 2) ebenfalls einem orthogonalen Systeme angehdrt und dieses 
System liisst sich weiter dahin bestimmen, dass die drei Normalen in 
correspondirenden Punkten beider Fliichensysteme parallel sind. Ana- 
lytisch betrachtet kommt dieses auf die Gleichungen: 


Cx, OU" ET 
€ cs os a cs 
(2) = = = 7 

Cx cy 0% 

cs os os 


heraus, wo successive uw, v, w statt s zu setzen ist. Bildet man aus 
(1) die Differentialquotienten von 2,, y,, 2, nach w, v, w, so lassen 
sich die rechten Seiten der Gleichungen fiir: © 

Oxy On, Ox, 

eu? ov’ Ow 
mit Hiilfe der Gleichungen (3) und (4) von I. auf die Form bringen: 


H @x H 
P Gu + Q 


Nimmt man in den Gleichungen (2) s = w, bedeutet 6 eine Unbe- 
stimmte, so hat man: 


I, Ox 


+R. 


v eu 


1 Ox 


Ov 





_ ey Oz _ 02 
= 6 : = 06> 


Ox — 0x our 
P,] ou? Cu ou 


ou u? ou 


Die vorstehenden Gleichungen in Verbindung mit den Gleichungen 


(1) von I. geben: 











Untersuchungen iiber orthogonale Flichensysteme. 


~~ 4 





Om Ox ou" oy 
ou ov + 


ou Ov ou ov ? 





Ox, Ox re Cy, oy 4 az, e2 jane 


Ou ew ou ow ou ow ? 





: . : 7 0%, 4 
Diese Gleichungen zeigen, dass in dem Ausdrucke von Fe die 


Ox Ox . = » a 2 
Factoren von a, und —. verschwinden miissen. Auf diese Art erhiilt 


man aus der Doppelgleichung (2) fiir s =u, v, w die folgenden sechs 


Gleichungen: 
19 og. § oF (A) oh 0 eee 
) 3a" Ode? ) ta“ 
F ef. . 9 G@ . oh g &Y 
(9) ou P du? (9) co CR Ow” 
(1) Of han (3) #9 _. # eR, 
Cw P Cu Cw ) ev 


Die vorstehenden sechs Gleichungen reduciren sich durch Elimi- 
nation zweier der Functionen /, g, h auf zwei lineare, partielle Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung fiir die dritte der bemerkten 
Functionen. Aus (5) und (7) folgt nimlich: 


P ef P af 
9 = = ; 
( ) J OY dv’ h oR cw 
cu ou 


Setzt man diese Werthe von g und h in die Gleichungen (6) und 
(8), so reduciren sich diese Gleichungen in Folge der Gleichungen (5) 
und (6) aus J. auf eine Gleichung, niimlich auf die folgende: 


5? 
1 oY oR 1 oR éY 
(10) C ‘tf <a {f R Cw cu + of Yc v cw . 
Cv Ow ov A) ow oR 
Cu ou 


Die Substitution der Werthe von g und / aus den Gleichungen 
(9) in die Gleichungen (3) und (4) giebt: 








( $ s*) 
Of ss Of «Ow XP Ou { cP é@ 
Gu ov. ev 1 oY ss PQ ov ou? 
P au 
(11) 0 1 OR 
otf sof Ow \P Ou } oP COR 
Cuew ew 1 oR + PRéw du ~ 
P eu 


Differentiirt man die erste Gleichung (11) nach w, die zweite nach 
v, bildet die Differenz der erhaltenen Resultate, so erhilt man mittelst 
der Gleichungen (5) und (6) von I. die Gleichung (10). Man findet 


. 
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iiberhaupt, dass von den drei Gleichungen (10) und (11) immer eine 
Folge der beiden andern ist, so dass also zur Bestimmung von f sich 
zwei Gleichungen ergeben, welche wesentlich von einander verschie- 
den sind. Eine sehr einfache Anwendung der Gleichungen (10) und 
(11) liefert das System von drei orthogonalen Kugelflichen. Nimmt 
man: 


(12): c= >, y= p> 2=7) 
wo: 
-(13) D=v+vr+ wv’, 
so ist: 
(14) PaQ=R= D ' 
Die Gleichung (10) giebt dann: 

orf ef éD ef eD 

Ov cw oa cv Cw + Cv ow 20. 


Wegen des Werthes von D aus (13) lisst sich die vorstehende 
Gleichung kiirzer schreiben: 


(15) a. AY 


Ov Ow 
Die Gleichungen (11) lassen sich nach (13) und (14) auf folgende 
Formen bringen: 


e eer F ~£) ai Ger 7 Pr) 2 oD 


av ou ou u ov? 
@ (aDf Dt) is (ar _ Df\ 1 @D 
Cw ou uJ \ eu u D dw? 
d. h. es ist: 
1 (aDf _ Df 
D outs 


sowohl von v wie von w unabhingig. Bedeutet U, eine Function 
von u allein, so ist: 
obf - Df — U, 
ou ub 
oder: 
0 Df DU 1» o, U 
Du a = = i = (vw {- w-) = +f u U; . 
Darch Integration folgt: 


Df 
=I 


4 ° ss "U, 4 1 T 94 
= (ve? + w) | , Ou +f wU,au+tr, 


wo t von uw unabhiingig ist. Wegen der Gleichung (15) ist 5 =0, 


also t= V + W, wo V und W respective beliebige Functionen der 
Argumente v und w sind. Ks ist also: 












od 


sc 
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PL V+ W+ fud,aut (+ wr) f% au, 
oder v? + w? = D — w* gesetzt: 


me = V+ W+ fu, ou—wt {Sony Dd fu Ou. 


Nimmt man endlich zur Vereinfachung: 


fut, ou—w f oS du=U, 


so ist: ; 
—2 uf f ou= — == J"; 
also: 
(16) Df=(U+V+ W)u— 4 DU'~ 
Aus dieser Gleichung und den Gleichungen (9) folgt: 
(17) {Dg =(U+ V+ W)o—3Dd’, 


| Dkh=(U+ V+ W)w—4DW’. 


Mittelst der Gleichungen (12), (13), (16) und (17) ergeben sich 
aus (1) fiir 7,, y,, 2, folgende Gleichungen: 


| a,=uvuH—}4U', y=vH—- sv’, 4.—wH-jW’, 
(18) — ae U0+0V’—V+woW —w+1 
| wu? + v? + w? 

Man kann die Gleichungen (18) leicht in etwas anderer Weise 
darstelien. Setzt man: U-—uU' = 2 R, so folgt durch Differentiation 
nach w die Gleichung: 

a 2 2 
2 Ou) CO 

Diese Gleichung nach «% integrirt giebt, mit Weglassung einer un- 

nothigen Constanten: a 
al um f 22 


—{U'= fe ae 


oder u? = @ gesetzt: 


Nimmt man ferner v? = 9,, w=—o,, V—vV =2 R,, 
W—wW’+1=28,, so treten an Stelle der Gleichungen (18) 
die folgenden: 


o—-—Hye+ f 22, 


¢ Ry 
y= — H/e, +f ie 














A, Ennrrer. 


,=—HYe,+ =a 
Vox 

Hoe 2thtk 

ot eat e 
Diese Gleichungen hat zuerst Darboux gegeben, bei Aufstellung 
der Systeme orthogonaler Fliichen, fiir welche alle Kriimmungslinien 
plan sind. (Mémoires scientifiques de l’école normale supérieure. 
Année 1866, t. III, p. 129.) Die obige Ableitung scheint der ein- 
fachste Weg zu sein, auf welchem man zu den Gleichungen (18) ge- 
langt. , 
Legt man drei confocale Flichen zweiten Grades zu Grunde, so 


hat man: 
2 ye 2 
a Bb — st id I, 


ct — s* 


wo successive wu, v, w statt s zu setzen ist. Bildet man die Werthe 
von P, ¥, Rk, so nimmt die Gleichung (10) folgende Form an: 


<< Se w (v? — w*) of » (w? — wu?) 
dvdw = dv (w* — u*) (w* — v*) Ow (v?— u®) (w®— v*) ’ 
wo w >v> wu angenommen ist. Fiihrt man w, und v, als Variabele 
mittelst der Gleichungen : 
1 


— 5; => w - = WV 
w? — u? 1? ve — uv? ! 


ein, so geht die obige Differentialgleichung iiber in: 
ae a ae _ a 
2 — w¥,) _ =(Q. 
(UY \/ 7 v, Ow, + Ory Cw, 

Die vorstehende Gleichung ist nicht in endlicher orm integrabel, 
wie sich ergiebt, wenn man eine von Laplace ausgearbeitete Me- 
thode anwendet. Uebrigens ist die Gleichung auch als specieller Fall 
in einer allgemeinen Gleichung enthalterr, welche Laplace als Bei- 
spiel der zuerst von Euler entdeckten Integrationsmethode unter- 
sucht hat. (Mémoires de ]’ Académie pour l’année 1773. Paris 1777, 
pag. 376.) 


Ill. 


Besteht ein System von Kriimmungslinien einer Fliche aus Krei- 
sen, so ist dieselbe die Enveloppe einer Kugelfliiche von variabelem 
Radius, deren Mittelpunkt eine beliebige Raumcurve beschreibt. Sind 
beide Systeme Kreise, so kann die Fliiche als Enveloppe einer Kugel- 
fiche angesehen werden, welche drei gegebene Kugelflichen beriihrt. 
Diese Enveloppe, welche nach Dupin die Cyclide genannt wird, lisst 
sich so bestimmen, dass dieselbe einem orthogonalen Fliichensysteme 
angehért, wie im Folgenden gezeigt werden soll. Die Werthe der 












bl 
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Coordinate geben, wegen der darin enthaltenen willkiihrlichen Functio- 
nen, zu manchen interessanten besondern Fiillen Veranlassung. Fiir 
eine Fliiche, welche einem orthogonalen Systeme angehért, seien w und 
v die Argumente der Kriimmungslinien. Durch die Tangente zur Kriim- 
mungslinie, fiir welche w allein- variabel ist, werde im Punkte (a, y, 2) 
der Fliiche der Normalschnitt gelegt und dessen Kriimmungshalbmesser 
durch F, bezeichnet. Nach bekannten Formeln ergiebt sich aus I.: 
L . jtoee s 
Rk, PR dw 

Ist dieser Kriimmungshalbmesser constant, so muss Rk, von « un- 
abhiingig sein, d. h. 2, kann nur Function von v und w sein. — Ist 
w (v, w) eine beliebige Function von v und w, setzt man einfach » 
statt w (v, w), so folgt: 
(1) ee we | ie mee 

? PR Ow wy Row wy 

Ist @ (aw, w) eine beliebige Function von uw und w, welche einfach 
durch q bezeichnet werde, so enthiilt die Gleichung: 
Q 1Q Q 
(2) oR he : oder R eo ws 
die Bedingung, dass das System der Kriimmungslinien, fiir welche v 
allein variirt, gleichzeitig plan und sphiirisch ist, d. h. aus Kreisen be- 
steht. 

Die Gleichung (1) werde nach v, die Gleichung (2) nach w diffe- 
rentiirt. Mit Zuziehung der Gleichungen (6) von I. folgt dann: 


< 


1 oP 0Q@ __ @ P 
Yh cv dw ov wy? 
1 69 OP __ sa Q 
PR Gu Cw Ou @ 


Wegen der Gleichungen (1) und (2) gehen diese Gleichungen 
iiber in: 
‘or. @ Ff ae ho 
p ov ov wy oder ov G— P=, 


a ( 6 
. TS aw SS hee 2 (; -- a Qg=0. 
yp ou Cu @ ou Xp 7 


Ist g, nur von w und w abhiingig, y, nur von v und w abhiingig, 
so geben die vorstehenden Gleichungen integrirt: 


G+ Prt: warn ee 
oder : 


(3) P(p—v=g¥, CY—-—HY=—HKE. 
Diese Werthe von P und ( in die Gleichungen (1) und (2) sub- 
stituirt geben: 














A. Enneper. 


ow Ck 
R as 
(4) %, Ow e—% ? 
ow 
a Ow vr, v5 ow 








Der doppelte Werth von FR giebt: 


1 0% _ 1 0% | 
PP, Ow wy, Ow 























Da die linke Seite, dieser Gleichung nur von w und w, die rechte 
nur von v und w abhiingt, so folgt: 


(5) 1 2% ow EE 


PP, Cw WY, Ow , 


wo £ eine beliebige Function von w ist. Die beiden a (4) 
reduciren sich wegen (5) auf folgende Gleichung: 


oy y, ov 


Je aaa ; 
(6) ae Eq y+ : — 3% ou 


Die erste der Gleichungen (5) von I. nimlich: 


0 (1 @ oy 1 é@PoQ@ __ 
ov GO+eGOt+ Re RR? 
wie nach (1), (2) und (3): 
: - 0 4 
wr oe sce Ws wets g, ou ( era #1 5a) + @- "> 
Fiihrt man die Differentiationen aus, so folgt: 
(7) g¥ + 7O=e—1+9,+¥,, 


wo zur vee gesetzt ist: 


- tad r 1 ey ee 1 d@ 
(8) isa = ov \y, ov? 7 pr, Ow \gqy Cu 

1 coy 1 0 
(9) =vy¥ — (— , O%=—gpo—( 3 


Die Functionen ® ia M hiingen nur von « und w ab, die Func- 
tionen Y und ¥, enthalten nur v und w. Differentiirt man die Glei- 
chung (7) zuerst nach w und darauf nach v, so folgt: 


og ov oy od ( 

ou jo + Ge he": 
Diese Gleichung giebt unmittelbar: 
, , a) 
4 ee og eS a 


ou ou ’ Cu 
oder: 
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(10) o=C— Dg, ¥=B+ Dy, 
wo B, C, D von wu und v unabhiingig sind. Fiir diese Werthe von 
® und ¥ giebt die Gleichung (7): 

Cy+Bep=—14+9,4+%,, 
o, — Bp = — (¥, — Cy—1}). 2 
Da die eine Seite dieser Gleichung unabhiingig ist von w, die an- 4 
dere unabhiingig von v, so folgt: 


oder: 


(11) %, — Bo=-—A, ¥,—Cy=1+4, 
. wo A nur von w abhiingt. Aus den Gleichungen (9) folgt: 
rp a ee Oe 
Cu g, Ow Ow \qy du 
av¥—% _ 2 Ow 6 (1 Ow 
cv yp, Ov cv \p, Gv7? 


d. i. nach (8): 
4 9O— PD nee. gv ¥1 ow , 
ou ou ov : y 
Setzt man hierin fiir ®, 0,, Y, ¥, ihre Werthe aus (10) und 
(11), so folgt B+ C0. Setzt man ferner die Werthe von ®, 9,, 


Y, Y, aus (10) und (11) in die Gleichungen (9), nimmt Lb = — C, 
so ist: 

1 dg 
(12) € 3) —A+2 Cp — Dg’, 

ae sa On 2 

= (*) mH i~s-S06n Ee, 


Sollen die rechten Seiten dieser Gleichungen gleichzeitig positiv 
sein, so kann keine der Quantitiiten 4D + C? und (A+ 1)D+C 
verschwinden. Zur Abkiirzung setze man: 





(13) ee ee 
q=V —1—A—2Cy+ Dy’. 
Die Gleichungen (12) lassen sich dann ersetzen durch: 
(14) = = =p, pS = q. 


Q, Cu WY, Cv 
Differentiirt man diese Gleichungen logarithmisch in Beziehung 
auf w, so folgt mit Riicksicht auf die Doppelgleichung (5): 








Bs. 2 
w ’ 
woe 1 P+ Ky 
(15) & 
“oe ¢ e+ BY. 
Ov 


Mathematische Aunalen. VII. 











A. Exneper. 


Da die Quantitiiten A, C, D, FE nur von u und v unabhingig sind, 
so sind dieselben allgemein Functionen von w. Die erste Gleichung 
(13) nach wu differentiirt giebt: 

(16) p ® —(C— Dg) %. 

Differentiirt man pn Gleichung nach w, so folgt mittelst der 


ersten Gleichung (15): 
(17) po? — [Fe —9 oo —De+ (C— Dg) Eg] 7 oe. 


L Ou ow ow ou ow 


Differentiirt man die Gleichung (6) nach uw, so folgt, in Verbin- 
dung mit den Gleichungen (3) und (15): 


cp __ ow 
1 0R _ | dw Ow 1 Op .- By 1 09 





P ou g—y p ow Ow 
d. i. nach (14): 
(«« _ Oo” 
et aa ow Ow Sy oe , 
(18) Pau” ? 9 -» Pp ew e 
Analog folgt: 
Cp oY ) 
ree a ow dw 1 0q _ 
(19) Q — q 9 —¥~ q Ow Eg ) . 
Die Gleichung (18) nach wu differentiirt, giebt nach (14) und (16): 
gs » 8 
0p ‘ow 
oO (1 OR ow ow pe : 
QP, Cu Pid= g—-wy e “i — Dg) 
g 9 
| rbtrke ; 
+ as —(C— Do) (9+ HF 
oc OD ee 
ie, ow ? Ow + D; 
Aus (1) und (3) folgt: 
7) 1 ot ee ne M1 
cw \R Ow Ow yp”) Owao—y’ 
d. i. nach (5): 
Cp ew 
1 @ . oy Ow Ow E 
(21) g, Ow\R je) ~ (o— 9)? + g—wy 
Die Gleichungen (3) und (14) geben: 
ew 
Se sae 
9, Y ov w(P—v) # £4z»P-—y 


Aus dieser Gleichung und (19) folgt durch Multiplication : 
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ap oy eq 
11 @0P @R_ dw dw, 9 Gy + PEP 


% @ dv ov ~~ (—wy 4 a 
Addirt man diese Gleichung zur Summe der Gleichungen (20) und 


(21), so verschwindet in Folge der zweiten Gleichung (5) von I. die 
linke Seite. Es ist also: 





dp ow 
ow ow  (c- _ 1f+pt+ y 
go—y 
p "ye +4 “+ +(1+p?+¢@) Ep 
+ eens, @- —y~y 


— ce ae oD 0g 
(C— Dg) (p + ¥) E—18 4 gp 4 Dm 
Da nun nach (13): 2 
L+p+@=20(y—¥) — Dg — vy, ] 
so geht die obige Gleichung iiber in: 


éD ei 
9 — Oi? +08) =, 
d. i. 
96 oD 1 
(22) $i, + CE=0. 


Zu demselben Resultate fiihrt die dritte Gleichung (5) von J. Die 
bisher entwickelten Werthe von P, Q, R in Verbindung mit den Glei- 
chungen (5), (12) und (23) geniigen den siimmtlichen sechs Gleichungen 
(5) und (6) von I. Ks bleibt iibrig, die Werthe von 2, y, z in Function 
von «, v, w so darzustellen, dass dieselben den Gleichungen (1) und 
(2) von I. geniigen. 

Die beiden letzten Gleichungen (4) von I. lassen sich schreiben : 


0 « Cd... 3. OF at 

ou\R Gul PR Ow Gu?’ 
Ot 1 0Q ot | 

Ov aw QR Ow Ov 


In Folge der Gleichungen (1) ist also: 
agi oFy.- 2.08 ec (1 at ey 
du\R @Gwi” w ou’? ov \R Ow/ gp Ov 
Setzt man successive x, y, z statt ¢, sind 
£, 9, € nur abhingig von w und w, 
£1, ™, §, nur abhiingig von v und w, 
so erhilt man durch Integration die folgenden sechs Gleichungen: 
30* 












A. Enneper. 





Looe. etm § 
y—-u=—F2, y-1=F 
eet ee 

Diese Gleichungen geben: 

ay gH soh, gs, gE sSb. 


Differentiirt man die Gleichungen (23) nach u, dividirt die so er- 
haltenen Differentialquotienten durch P, so folgt mittelst der Glei- 
chungen (3): 


f = ex i ae i 0s a é — §1 = ~ 
Pou meu p—yy ou’ 
5 1 dy st on | n—m 1 Oy 
(25) Pou gy, Ou 1 o-9H90” 
1s __ 198, §-h 1 de 
P Ou gp, Ou P-9M OU 


Ebenso erhalt man durch Differentiation nach v: 





(Ade 1 0h | §—b 1 oy 
Q dv wy, Ov P—wwy dv’ 

on 1 éy 1 On, n—m 1 Ow 
2 i 2s. a nn < lt 
(26% 4) Ov Wr Ov + g— w Ws Ov ? 
de _ 1 Oh y th 1 ow, 

L Q@ ev Y, Ov P—Y % Ov 


Die Summe der Quadrate der Gleichungen (24) fiihrt auf folgende 
Gleichung: 
(27) &—-&)+a—n+ E—f) = — v. 

Diese Gleichung giebt unmittelbar durch Differentiation nach u 
und v: 


(§ — &) oh +(a—1) 24+ ¢-§) 2 =~—w 


Ou ou Cu? 


(§ — &)) ob + (4 — 1) one +¢—t,)  =(e—» 2. 


Ov ov 


(28) 


Bildet man die Summe der Quadrate der Gleichungen (25) und 
ebenso der Gleichungen (26), so erhiilt man mittelst der vorstehenden 
Gleichungen und der Gleichungen (12): 


2 (+ G+ CY} 14 44 209 Dy: 
or (Ge) + Gy + Gi} = -— 4-2 co + De. 


(29) 


ov 
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Mittelst der Gleichungen (24) — (28) werden zwei der Fundamen- 
talgleichungen (1) von I. identisch, die dritte giebt: 


0g 0 & on om og O& 
Ou do +3 + 5a 


Ou ov Ou Ovo 





_ 9 ow ‘ 


(50) i Se 


Diese Gleichung folgt auch, wenn die Gleichung (27) successive 
nach « und v differentiirt wird. 

Bildet man aus (23) die Werthe der Differentialquotienten von 2, 
y, 2 nach w, substituirt aus (6) den Werth von R, so gehen die Glei- 


chungen (24) iiber in: * 
1 o§ Te a § Oh 
p ow Ke= wy Ow Ee, 
31 SS . teut ue 
(31) ry Dw In = ri ow E n; 9 
1 Oo = 1 0k Pu 
ete Eg = a ii Eg, 


Die beiden ersten Gleichungen (3) von I. geben fiir t = a: 


@_ (1 2) @P dm , 1 @P dex 

ou ves Ou + ° ov dv + Rt dw dw” 
OQ ocx 1 0Q dx 

ov t oe) + rs ou Ou + Row dw 


: Hieraus erhiili man, unter Zuziehung der Gleichungen (1), (3), 


(13), (14), (24), (25) und (26): 

















1 0§ Se Fi Y : 3 
— ou C se) + = & (C — Dy) | 
1 1 0& é@ 1 6& Om ct 
‘BE ~— oe \oP Ou ou vs we ov (2) =0, 
(32) 1 1 0g, _ §—& (C — Dg) 
Wy, Ov W ov g—wy 
: 1 0 og 1 0&, ow gay, 
+ 9p — wy ya ou Ou + we Ov ov ltl 
Die Summe dieser Gleichungen giebt: 
: owt ae : 8 1 OR) vu 
p, Ou \qy <=) + Dé +5 30 \@, 1) DE, = 0. 





Bezeichnet F' eine Function von w, so zerfallt die vorstehende 
Gleichung in die beiden folgenden: 


1 0& 7 
mle a) + DE=F, 
7] a og, se a 
Ww, Ov \y, 5) — Dé, =— Ff. 


Die beiden Gleichungen (32) reduciren sich hierdurch auf: 






A. Ennerer, 


























C& Oy ‘ 


+ 3, 2 4 (C— Dy) + Fu=0, 


py? ov er 
1 aE O@ Y — << 
pr Ou — —§ (C — Dg) — Fo= G, 


2 a ow +g, ip. Dv) + Fu=G, 


we Ov 
wo G nur von w abhiingt. Die erste der vorstehenden Gleichungen 
. e. ° Cc ° . . Cc os ° 
multiplicire man mit ae» die zweite mit oe? fiihre nach (14) die 


Werthe von p und q ein. Es folgt dann: 





» O€ a * n°: se Ce - te 
Pu 5 Pou Ip ou” ou ? 
298 - , 09 Pep oP wm 1 OW 
v Se hqd5,t+ res = ‘rv’ 
oder: 
ag _ F G 06 
os dup 8p p> ou? 
(33) Ae . : 
iS eee ey Ow 
ov q ore 7 ¢ Ov 7 ov 
Setzt man zur Abkiirzung: 
(34) AD+@=a@, (A+)NHND4C’= 





beriicksichtigt die Werthe von p und q aus (13), so geben die Glei- 
chungen (33) durch Integration: 


 _ CF— De AF+4 CG 

E = pf, + ARF » 4+ AP tOG 
ta (A 1) F+ CG 

t= of, + © y+! + oe . 


wo f, und f, nur von w abhiingen. Die vorstehenden Gleichungen 
schreibe man kiirzer: 


= pf, + f > ies _— f+h, 
E=—oht+fwt ae iths 


wo CF— DG=f uni: 
AF+CG , (A+1)F4+CG_ og, 
e+ 1G 2F, 


a’ be 


2a 


gesetzt ist. Sind nun f/f, 9, h; f,, 9:5 hy; fis go, ho und fy, go, hy 
Functionen von w, so erhilt man auf die vorhin angegebene Art fol- 
gende Gleichungen: 











eee 
aS 
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, Cc 
t=—rf + £o-SGt+h, 
C 
(35) ) 2=PA+ g. > ath +; 
h Ch 
\ gph, + a 9 ate + hg 5 
f _ f Cr 
Bi—dht+ eet san th» 
orm C 
(35) M=492.+ ie y+ 2 Ss +> 
h Ch 


4 — qgh,+ Re y + 2 arb? + hy ’ 


Mittelst der Gleichungen (13), (14) und (35) geht die erste Glei- 
chung (29) in folgende iiber: 
(fi? + 912 + hy?) (C— Do + 2p (C — Dg) +944 Me 


- PTET (4490p — De’) =14+ 442 Cp— Dg’. 


a‘ 





Soll nun @ nicht von w unabhiingig sein, so kann die vorstehende 
Gleichung nur bestehen, wenn: 
ffi +99, + hh, =0, 
D {DE + ga +h?) — PTET" 4 ho, 


a‘ 


ad \D Ff? +a? +h?) — “<er* + 1} a, 


a‘ 





mye 2 2 setFft+P ee 
CF2+92 +h) 4+ 40bet® Cita. 


Da C und D nicht gleichzeitig wegen der Gleichungen (12) ver- 
schwinden kénnen; so lisst sich das letzte System von Gleichungen 
durch folgende Gleichungen ersetzen: 


fy + 99 + hh, =0, 
(38) Dfitg? +h?) = i ee ; 
Cdr +g? +h?)=1. 


Die letzte der vorstehenden Gleichungen folgt aus der letzten 
Gleichung (37) mit Riicksicht auf den Werth von a? aus (34). Auf 
ganz jihnliche Weise geben die Gleichungen (36) in Verbindung mit 
den Gleichungen (13), (14) und der zweiten Gleichung (29) die fol- 
genden Relationen: 


fle + 992 + hh, =090, 
(39) | — D(f? + 92? +h?) = ct. £ = aie ay 
C? (fy + go? + hy*) = 1. 










4 








A. Enneper. 


von « und »v sein sollen: 


Die Gleichung (30) endlich giebt, da gm und @ nicht unabhingig 






Life + 9192 + Wyhy =9, 
P+eP+? = (ab). 


Diese Gleichungen in Verbindung mit den Gleichungen (38) und 


(39) zeigen, dass: 


afi, 49,, ahy; 
bf,, bg., bhy; 
f Ah 
ab?’ ab? ab 


als die Cosinus der Winkel angesehen 


gegenseitig orthogonale Richtungen im Raume bestimmen. 


diese Richtungen respective parallel der 


werden kénnen, welche drei 
Man nehme 
Tangente, der Normalen zur 


Kriimmungsebene und dem Kriimmungsradius einer Curve doppelter 


Kriimmung. Sind: 
a, B, ¥5 
Ll, m, n; 


A, My, v 


die Winkel, welche die bemerkten Geraden mit den Coordinatenaxen 


bilden, so setze man: 


af,=cosa, ag,— cos B 
bf, =cosl, bg, = cosm 
i ©. i oe 
ab = 0084, an = COS u 


Hierdurch werden die Gleichungen 








( §=—Z cosa (ps — 
(40) 4 == cos B+(9° ne 
L$ =F cosrt (9G 
[& = 4 cos L+(we+t 
(51) Un =F cos m+ (ao i $ 
4 =F cosm + (wh + 


Aus den vorstehenden Gleichungen 


, ah, = cosy, 


» bh,=cosn, 


a = cos v 
? ab ; 


(35) und (36): 


Cc 
a) cos 4+ fy, 


Cc 
sa) cos u + Jy, 


Cc 
- sab) cosv +h, 


C 
sap) 084+ fy y 


Cc 

a) cos ut + J, 
C 

—_ cos Vv ot hy ? 


und den Gleichungen (23) er- 


geben sich zur Bestimmung von 2, y, 2 leicht die folgenden Glei- 


chungen: 
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(w— fy) 08 « + (y—gy) c08 B + (2—hy) cosy =~ P, 


(42) {(a—/,) cos 1 + (y—g,) cos m + (2—hy) cosn = ; = * > ? 


: Dow—1C 
(w—f,) ¢08 A + (y—gp) 008 w+ (zy) cosy — PPP—AC FEY). 
Um die Differentialquotienten der Functionen f,, g), hy nach w 
einfach darstellen zu kénnen, muss man auf die Gleichungen (15) zu- 
riickgehen. Wegen der Gleichungen (13) giebt die erste Gleichung (15): 





04 19900 _ 9. 0D 
Oto __ C—Dy ig oo , , ow TY ow (w 09 4 Bg oo 
dugw””*~té«aeCi<(i«sé«s Pp ou P Bu 


Diese Gleichung mit ie multiplicirt giebt: 


a (1 ee 1(C—Dq) 24 + (A+ 0g) 28 
ou dw) z ou ? , 


gy og OD 
—+4 +9 


2p Cu dw “ 


Se 


wo @ durch die Gleichung (34) bestimmt ist. Die vorstehende Glei- 
chung liisst sich auch schreiben: 








‘ 6 (1 oy 1 (A+ Co oD 
(43) bu\p ews ~ P 2a «cw aes E 9) oe cu 
: oe (C— yp) = + { +C9) 2 \(A4+ C9) 9% ae. 
a ae Oo u y Ta vCR oa Pp 
Im ersten Terme rechts setze man nach (22) 15 = =-—UCE. Es 
ist dann: 
1. gat es oD a AEC—Dq bp _ _ AKGp 
3 Ci" & +20) --3 5" et -- Fe 


da C— Dp =p ae. Die rechte Seite der Gleichung (43) ist also 
ein vollstindiger Diftererentialquotient. Bezeichnet W eine Function 
von w, so folgt durch Integration: 


(44) +o W-S? 


p ew 
tap (— 4 C— Do) FG + (A+ Co) 5 —HA+ O99 5p 


Mittelt dieser Gleichung und der Gleichung (22) erhilt man leicht 
die folgenden Gleichungen: ' 











gp ob 
ow a ea te 
QA 
. ¢-¢@ je a AAT 
+ies+ => 7 


Mit Riicksicht auf diese Differentialquotienten fiihrt die Gleichung- 
(40) zu folgendem Resultate: 


(45) 2 2b _ ng = (E* + FW cos a)» 
(Ofo 4 CW / a C ceosh cosh OC C 
i lew a eS 2ab ew 2 ew ab 
ec oA ss 
As eae _ 42k 
eu yo?! — 22 | 
=o = b cos ay 
1f¢ Cc DW cos 4 ob b egeosa 
—# (fu —~ gap © ’) — ~ a ow + aoow 0. 


In den Gleichungen (31) sind die linken Seiten nur von uw und 
, die rechten Seiten nur von v und w abhiingig, hieraus folgt, dass 
in : den bemerkten Gleichungen jede Seite nur Function von w sein 
kann. Mit Beziehung hierauf folgt, dass in der Gleichung (45) die 
rechte Seite von w unabhiingig sein muss, was nur stattfindet, wenn 


Pp 


: 1 . ; 
die Factoren von = und = verschwinden. Ks ist also: 


(46) : —s : +b wi cos 4 = 0. 
7 Cho ) C ecosh coe’ @ C 
(47) Cw a a onan 2ab ew a ow ab 
a0 oy ae 
= —40 ‘ — AE 
+ --— h bcos hA=0. 
ai 


Ist ds das Bogenelement, ferner g der Kriimmungsradius, r der 
Torsionsradius, welche den Winkeln «, / etc. entsprechen, so hat man 
bekanntlich : 


@ cos a 1 os é cos 1 i. oe 
———- = — cos A, sen cos A, 
ow @ ow Ow r @w 
o cosh (See + ce cos es) 
aes ow 
Die Gleichung (46) giebt dann: 
1 @s - 
(48) — “ —=—dW. 


e ow 


Hierdurch gehen die Gleichungen (45) und (47) iiber 
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1 0& ie cos 4 ab 
(49) @ 3 ~Et=— EGR ~ =, cos 2) + Ad 
1a 1 

—_ (— 7 cos a@ + +2 cos 1) £* Ow ° 
AA) Of, _(cosa@ _cosly C G8  cosd 6G C 
(50) ow ( @ r ) 2ab dw 2 éw ab 
eo 408 _ WE 
+ ; = bcosd =O. 


Multiplici:t und dividirt man in der Gleichung (49) den Factor 
von cos 4 mit C, so lisst sich die Gleichung zur Bestimmung von f, 
auf folgende Form bringen: 

r Ofo __ Fes __ 08 vat os eR] @(A A+1 
(51) Co 0 2ab ow + sor" A cw \a > LY 

Vertauscht man in den Gleichungen (49) und (50) a, I, 4 respec- 
tive mit B, m, w und y, n, v, so geht f, tiber im gy, und hy. 

Analog wie die Gleichung (44) erhilt man aus der zweiten Glei- 
chung (15): 

1 aw - , (A+DE 
52) —~== W, + 


q cow - be q 


» J 1 GA 
+ zg (4 (Dy 0) cw 


y) 


me. 2D 
+(A+4+1+4 Cv) (A —40 Fe), 
wo W, eine Function von w allein ist. Aus dieser Gleichung und der 
ersten Gleichung (41) stelle man die rechte Seite der ersten Gleichung 
(31) her. Da der erhaltene Ausdruck von v unabhiingig sein muss, 
so erhilt man entsprechend den Gleichungen (48) — (50) die folgenden: 


me 1 @s = 7 
(53) ~ t= W, . 
r 1 O& We olr C = Ga 
(54) a ieee demi E (+ sap © a) bE or 
1 a t b os 
— ¢ FZ COs a + ~ q 008 1) = 
nm ofa (cosa _cosl\) C 68 cosd 6 C_ 
(55) ow  @ ae Zab ow 2 cw ab 
ac oA 
(A+1)4 pCR —(AF IPE 
7 “ gw ow 
-- B - acosdA=Q, 


Man beweist ohne Schwierigkeit, dass die rechten Seiten der Glei- 
chungen (49) und (54) identisch sind, wie das auch in Folge der 
ersten Gleichung (31) der Fall sein muss. Analog wie die Gleichung 
(50) lisst sich auch die Gleichung (55) auf die Form der Gleichung 
(51) bringen. 
























A. Ennerer. 


Die Gleichungen (40) und (41) zeigen unmittelbar, dass fiir ein 
constantes w jeder der Punkte (&, 7, €) und (&,, »,, €,) auf einem 
Kegelschnitte liegt, deren Ebenen normal zu einander sind. Liegt der 
eine Punkt auf einer Ellipse, so liegt der andere auf einer Hyperbel, 
je nachdem D eine positive oder negative Grosse ist. Fiir D = 0 er- 
geben sich zwei Parabeln. Man findet so sehr leicht siimmtliche Ei- 
genschaften der Cyclide wieder wie bei der directen Behandlung des 
Problems: Die Fliche zu finden, fiir welche in beiden Systemen von 
Kriimmungslinien der Kriimmungshalbmesser lings jeder der bemerk- 
ten Curven constant ist. 






Die Gleichungen (44) und (52) lassen sich in manchen Fallen 
leicht integriren, wenn von den Functionen A, C, D, E von w eine 
oder mehrere constant genommen werden, wobei indessen immer die 
Relation (22) in Betracht zu ziehen ist. Die arbitriiren Constanten, 
welche die Integration der Gleichungen (44) und (52) involvirt, sind 
respective gleich arbitriiren Functionen von wv und v zu setzen. 


IV. 


Die allgemeinen Gleichungen von J. gestatten eine sehr einfache 
und elegante Lésung des Problems: Welche Fliichen mit einem System 
planer Kriimmungslinien, deren Ebenen die Normalen zur Fliiche ent- 
halten, kénnen einem orthogonalen Systeme angehéren ? 





Sind w und w die Argumente der Kriimmungslinien, so fordert die 
‘- : . oP oR 
Lésung des Problems eine der Gleichungen = 0 oder = 
aR 


Nimmt man Fa = 0, 80 reducirt sich die dritte Gleichung (6) von I. 
auf a . 2 ... 0, also entweder oe = 0 oder 2% —0. Sei zuerst: 
ov ou . ov ou 
aR _ aR _ 
oul? — >" 


Wegen der vorstehenden Gleichungen reducirt sich die dritte Glei- 
chung (3) von I. auf: 
ort 1 OR ot 
Ow? dw dw 


R dw dw 


Setzt man successive x, y, z statt ¢, so folgt durch Integration: 


(1) . Reos A, oy = Reos B, dz = fcos C, 


ow ow ow 
wo A, B, C von w unabhingig sind. Wegen der dritten Gleichung 
(2) von 1. geben die Gleichungen (1): 
cos? A +cos? B+ cos?*C=—1, 
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es sind also A, B, C die Winkel, welche eine Richtung, die in Be- 
ziehung auf den Parameter w constant ist, mit den Coordinatenaxen 
bildet. 

Nimmt man in den Gleichungen (1): 


aw 
he 


R= 


wo W eine beliebige Function von w ist; sind X, Y, Z Functionen 
von uw und v, so folgt: 


(2) «=X+WesA, y= Y+WeosB, 2=Z+ WoeosC. 


Die vorstehenden Gleichungen me: 


ae y 2098 - A ox come, 
em +I » Set wy 
ou Ou Ov 





Mit Hiilfe dieser Gleichungen, der ahnlichen Differentialquotien- 
ten von y, z nach w, v und der Gleichungen (1) geben die drei Glei- 
chungen (1) von L.: 
ox ex oY oF ky OZ0Z - 

Ou o + Ou Ov ou ov 0, 
9X 9 con A oY eee 3 0Z GcosC 
3 ou ov ou i du dv + 
(3) iX dom A 4 2¥ deo 4 2% Gone 
ov ou Ov ; 
é cos A ¢ cos A come Somes d cos C G cos C 

- 0, 


ae aa gs Ses ae 


Gu Ou ov 








~ =O, 








ou dv 





cos A SX + cos B es -++ cos co . 
oo 








2 
“ | cos 4 2% +e cos B® + cos C= 


Da nun X, Y, Z nur von w und v abhiingen, sonst ginzlich un- 
bestimmte Functionen dieser Variabeln sind, so kann man X, Y, Z 
als die Coordinaten eines Punktes einer ganz beliebigen Flaiche an- 
sehen. Die Gleichungen (4) zeigen dann, dass A, B, C die Winkel 
sind, welche die Normale im Punkte (X, Y, Z) mit den Coordina- 
tenaxen bildet. Aus den Gleichungen (3) folgt ferner, dass w und v 
die Argumente der Kriimmungslinien der beliebig angenommenen 
Fliche sind. Die geometrische Interpretation der Gleichungen (1) 
gestaltet sich hierdurch sehr einfach als ein System paralleler Fli- 
chen und den beiden Systemen developpabeler Flichen, gebildet aus 
den Normalen zu den Kriimmungslinien einer beliebigen Flaiche des 
ersten Systems. 








% 
= 













A. Ennerer, 


Die zweite Annahme a = Q, a = 0 ersetze man durch Ver- 
tauschung von « mit w durch die beiden folgenden Gleichungen: 
aP ag 
(5) ow Tr 0 ? ow — 0 . 


Die beiden letzten Gleichungen (4) von I. geben nach (5): 


é (: tt) 9 a a at) 9 
eee Owl” =~? )0 GO NR Owes? 
a, 2 OF — . 
d. h, es ist R gw mur von w abhiingig. Statt ¢ setze man succes- 


sive x, y, 2; haben die Winkel a, /, 4 ete. analoge Bedeutungen wie 
in III., so kann man setzen: 


1 @2 
= COS Il, == CUS ¥. 


1 oy 
) R ow 


1 dx 
(6) samo 4, 2 a 


Row 


Variiren w und »v allein, so reprisentiren die linken Seiten der 
Gleichungen (6) die Cosinus der Winkel, welche die Normale im 
Punkte (2, y, z) der Fliiche w = const. mit den Coordinatenaxen 
bildet. Diese Winkel sind von w und v unabhiingig, d.h. die Fliche 

= const. ist eine Ebene. Sind /, g, h Functionen von w, so ist 
die Fliche, fiir welche w constant ist, bestimmt durch: 
(a —f) cos 4+ (y — g) cosu+ (2 —h) cosy =0, 
oder, was dasselbe ist, durch: 
a—f, ¥—g, #—h| 
cosa, cosB, cosy! =O. 


cos/, cosm, cosn 


Sind X und Y niher zu bestimmende Functionen von wu, v, w, 
so lisst sich die vorstehende Gleichung ersetzen durch: 


z=f+Xecsa+ Yeoeosl, 
(7) y=g+XcosB+ Yeosm, 
=h+ Xcosy+ Yeosn, 


a 


Die Gleichungen (6) geben: 


Ox Oy Oz 
Aap COS & + a cos B + x cosy =O, 
. “va Dw 
(8) 
Ox , oY C8 
= cos 1 + == cosm-+ — cosn=0O. 
ow ow ow 


Man kann immer setzen: 
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of __ aw, 
dw Sstié 





cos @ + one cos! + Weosd, 











0 OW. W, 
(9) = cw © os B+ = cos m+ W cos w , 
oh aw, ow, 
| a0 = Go 08? + Fy C08 M+ W cos v, 


















wo W, W,, W, Functionen von w sind. Die Gleichungen (8) gehen 
mittelst der paniscnnesig ra und (9) iiber in: 


ow 0 7 W, 

—_ + 5 ? ow + ¢ Y= ? 
also: 
(10) I.%,—- 8; Tahiewe 


wo X, und Y, von w unabhiingig sind. Mit Weglassung einer Con- 
stanten giebt die erste Gleichung (9) durch partielle Integration: 
[= W, cos «a + W, cos 1 +f WwW — mn eas — = ee cos A dw. 
Mit Hiilfe dieser Gleichung und der Gleichungen (10) wird die 
erste Gleichung (7): 


eo ow r ow) 


a = X, cos a + ¥, cos + f |v — ue Oe Be i ee 


Setzt man einfach W statt W— = — = oe so kann man, 
unbeschadet der Allgemeinheit, W,—0, W,—0O setzen. In Folge ’ 
der Gleichungen (10) sind dann X und Y in (7) von w unabhingig. ' 
Setzt man die Werthe von /, g, h aus (9) in (7), so erhalt man 
schliesslich : 


| oe | W cos 40w + X cosa + Y cos l, 
(11) y= { W cosuow + X cos 6 + Y cosm, 
| =x W cos v dw + X cosy + Yecosn. 


‘In den vorstehenden Gleichungen ist W eine beliebige Function 
von w. Da die Werthe von x, y, 2 der ine 


eda, dy dy 4 02 2 _ 4a 


Ou ov ou ov oucv 
geniigen miissen, so erhilt man zwischen X und Y die Relation: 


OX OX oY oY 


¢ 0 Pet, 
(12) seth 
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Man kann X und Y als die Coordinaten eines Punktes ansehen, 
welcher zu zwei Systemen von planen Curven gehéren kann, je nach- 
dem in den, iibrigens willkiihrlichen, Ausdriicken von X und Y als 
Functionen von « und v der eine oder andere Parameter constant ge- 
nommen wird. Die Gleichung (12) zeigt, dass zwei Curven beider 
Systeme sich orthogonal schneiden, also X und Y zwei beliebigen 
Systemen orthogonaler, ebener Curven angehéren. Aus dem Vorstehen- 
den ergiebt sich folgende einfache Generation des Systems. 

In einer Ebene, welche zwei Systeme orthogonaler Curven ent- 
halt, werde ein fester Punkt und zwei zu einander senkrechte, feste 
Geraden angenommen. Die Ebene bewege sich so, dass der feste Punkt 
eine Raumcurve C, beschreibt, wiibrend die beiden festen Geraden da- 
bei den Tangenten und Normalen zur Kriimmungsebene einer Raum- 
curve C parallel sind. Die Curve C, hiingt der Art von der Curve C 
ab, dass ihre Tangenten den Hauptnormalen der Curve C parallel sind. 
Die beiden Systeme orthogonaler Curven beschreiben zwei Flichen- 
systeme, welche in Gemeinschaft der Ebene in ihren verschiedenen 
Lagen ein orthogonales Flichensystem bilden. 


Gottingen, im Mai 1872. 




















Die Form und Zahl der Reprisentanten nicht Aaquivalenter 
Klassen der-Transformationen der ultraelliptischen Functionen 


ma 


des Systemes der 16 ganzzahligen 


(1) 





fiir beliebige Transformationsgrade. 


Von E. Dorn in Breswav. 


Hermite basirt seine Untersuchungen iiber die Transformation 
der ultraelliptischen Functionen (Hermite, Théorie de la transfor- 
tion des fonctions Abéliennes. Paris 1855.) auf die Behandlung 
Transformationscoefficienten : 


M A a, ay 
by by by ds 
fo & & & 
dy d, dy d, 


zwischen denen die Gleichungen bestehen: 


(2) 


Es 


ay d, + by ey — ey b, —d, a, = 0, 
dy dy + by & — Gb. —dy ag = 90, 


Ay dy + by €, — Cy bs — dy a3 = a, dy + b, &, — ¢, b, —d, ag=k, 


a, d; + b, ¢s — ¢, bs —d, a, = 0, 
ay d, + by ¢; — Cy b, —d, a, = 0. 


gelten sodann folgende Siitze: 


Die Determinante des Systemes (1) ist ein vollstandiges Quadrat, 


namlich k?. (Hermite pag. 3, 1°.) 


(3) 


(H 





Die Gleichungen (2) sind gleichbedeutend mit: 
a bs + a, b, — a, b, — a,b, = 9, 
Ay Cx + Gy, Cy — Ay Cy — A, % = 0, 
ay d, + a,d, — a,d,—a,d,=k, 
by ¢; +b, &, — b,c, —b,% =k, 
b, d, + b, d, — b, d, — b, dy = 9, 
Cy) dg +c, d, —t, d; —e,d, = 90. 
ermite pag. 7.) 


Mathematische Annalen. VII. 
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Sind zwei Systeme a,---, «--- den Gleichungen (2) unterwor- 
fen, so erhilt man durch Zusammensetzung derselben ein neues System 
A,,..., fiir welches dieselben ebenfalls gelten, und zwar ist, wenn man 
die k entsprechende Grdsse fiir das System «,--- x, fiir das System 
A,--- K nennt: 


K=kzx. 

(Hermite, pag. 3, 4.) 

Hermite theilt diese Siitze ohne den Beweis mit, der in der That 
leicht zu fiihren ist. 

Wenn x = 1, nennt Hermite die Systeme a,---- und A,--- 
aiquivalent. 

Ist k eine Primzahl, so sind, wie Hermite ebenfalls ohne Beweis 
angiebt, die nicht ‘aquivalenten Systeme repriisentirt durch folgende 
vier Grundformen: 


1000 1000 Kio? kO i? 
0100 eis A 6%s Oki 
I. , Il. iy Oe , 
00k0 ee hele 0010 
000k O00k 000 1 0001 
worin i, i’, i” simmtliche Werthe 0,1--- & — 1 annehmen koénnen. 


Es giebt also 1 + k + k*? + k* Klassen der Transformationen. (Her- 
mite, pag. 4, 3°, 4°.) 

Ich stelle mir die Aufgabe, die Form und Zahl der Reprisentanten 
der nicht dquivalenten Transformationen fiir beliebige k zu ermitteln. 

Ich hatte urspriinglich die Aufgabe so gelést, dass ich direct den 
Repriisentanten aufsuchte, mit welchem die vorgelegte Transformation 
fiquivalent ist. Indessen verlangt diese Behandlungsweise ziemlich 
complicirte Untersuchungen iiber die Méglichkeit simultaner Lésungen 
gewisser Congruenzen, und ich habe es einfacher gefunden, durch 
successive Anwendung mehrerer lineiirer Transformationen auf den 
Repriisentanten zu gelangen. Auf die Brauchbarkeit des successiven 
Verfahrens war ich bei der Behandlung einer andern Transformations- 
aufgabe von Hrn. Prof. Richelot aufmerksam gemacht. 

Die Operation der Zusammensetzung zweier Systeme werde durch 
ein zwischengesetztes x bezeichnet. Ich suche nun zuniichst zu machen: 


GB 4, 4, @; ns Bie Mie Bh Gy Gy Ay a; 
(4) by b, b, bs m By B, B, Bs | _ | 9 by by bs’ 
Co % & & Yo V1 V2 Vs O ey ey es 
d, d, d, d; \d, 0, d, d, 0 d, d, d,’ 
worin die a,--- die Gleichungen (2) und (3) erfiillen, und die a, - - - 





entsprechende Gleichungen, in denen nur k durch 1 zu ersetzen ist. 
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Das Verschwinden der drei letzten Coefficienten in der ersten 
Colonne ergiebt die Gleichungen: 
O = by & + 5, By + 6, ¥9 + b; 5, 
(5) O = Cy & + & By + & Yo + 3 9, 
O = dy & + a, By + dy ¥9 + A; 4, - 
Mit Benutzung der Gleichungen (2) erhilt man hieraus: 
(6) & : By: %y 2: 0) =d,:d,:—d,: —d,. 


Da die Determinante des Systems a,--- 1 ist, diirfen a, By, 7, 9, 
keinen gemeinsamen Factor besitzen und sind demnach durch (6) voll- 
kommen bestimmt. 


Man suche nun irgend ein Werthsystem a, B,, 73, 0,, welches 
der Gleichung geniigt: 
(7) ° a9; + Boy; — 708; — 9a, = 1, 
und bestimme die Gréssen a@,, B,, 7;, 9,3 @, B,, y,, 9, aus folgen- 
den Gleichungen (welche (3) entsprechen): 


a) a, B, — a8, = as By — a p,=%,, 
b) G1 Y_ — Gy) 7, = Oy %y — MP3 = VM, 


c) a,d, — a,0, = 1+ «8, — «0, =—"*, 


1 
d) By Y2 — Bors = 1+ Baro — Boys = + “3, 
e) 6,0, — 8,0, = Bd, — Bd, =», 
f) 749. — 729, = 7399 — %93 =; - 


(8) 








Dass iibrigens, wenn man die rechte Seite von c) 1s gesetzt hat, 
+m 
2 
Ich beweise jetzt, dass die Gleichungen (8) a) --- f) in ganzen 
Zahlen auflésbar sind. 





die von d) ist, geht aus (7) hervor. 


Zuniichst nehme ich 0, und 6, so an, dass sie den gréssten ge- 


. i... ° 
meinsamen Factor z von v;, v,, —=—* enthalten, sonst aber weiter 





keinen besitzen. Enthielte nimlich 0, oder 0, einen Theiler von 7 
nicht, so folgte aus den leicht beweisbaren Relationen: 


1 
Biv; — 71% + 9, - To =0 


1+ 
B,v; — 72% + 9, - — = 0 
1+ 2, 
i 





— 
: + *3 und — “3, deren 


dass derselbe in enthalten sein miisste. 


Summe = 1 ist, kénnen aber keinen gemeinsamen Factor besitzen. 
31* 
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Die Gleichungen c) e) f) werden jetzt ganzzahlig aufgelést. Sind 
irgend welche Lésungen derselben: 


Y,, A; B,, B; G, ©, 


so sind simmtliche Lésungen enthalten in: 


é é 
M+ mF, Uy Fm 75 
é é 
B, + m, - » By. + m, 7 
6 2. » 
itm, 2+ ms, 


wo m,, m,, m, vorlaiufig beliebige ganze Zahlen bedeuten. 
Indem man hiemit in a) hineingeht, folgt: 
8, 0 ry F) 
(a, + m, +) (B, + m, *) — (%, + m, *) (8, + m, “=, 
oder: 


A,B, — A,B, + m, (B, - — B, *:) + m, (4, *s wet %) iain 
oder endlich: j 
(9) — m, * + m, 5" =v, — (U,B, — ©), 


2 


und ebenso aus b): 


. 1— + , m 
(10) — mM, ? + m, — = =v, — (A, 6, — A,G,). 
Damit die Gleichung (9) lésbar ist, muss ein etwaiger gemeinsamer 


Vs 1— »; 


Factor von 4 und a welcher = @ sei, auch in der rechten Seite 


enthalten sein. 


Wie man sich durch Substitution der Werthe von », - - - v; leicht 
iiberzeugt, ist: 
(11) . a =. .— 9 natin id Wed ho) 
folglich: 
1 ‘—* 5 


v 1— ». ‘ ‘ v 
und es muss der : und — noch gemeinsame Factor auch in », - 
% Vs 1— 


V. ° B 
» -») 5,  keinen gemeinsamen 
v4 v4 “1 


enthalten sein, also in v,, weil eben 
Factor mehr besitzen sollen. 
Ferner ist nach c) und e): 
dy 0 1— », 
9 a i sie 3 
A, . A, : 





é 
%, = BD an %. 
% v4 


2 
z 
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Der den rechten Seiten gemeinsame Factor w muss auch in der 
Determinante A,B, — A,B, enthalten sein, da sonst ‘! und * noch 
einen gemeinsamen Factor besissen. 

Der Nachweis fiir die Lésbarkeit von (10) ist ebenso mit Benutzung 
von ¢) und f) zu fihren. 

Wenn irgend eine ganzzahlige Lésung von (9) m,, m, ist, so sind 
die simmtlichen Lésungen: 


= 
2 1@ ? 


v 
m, =m, +p- m, = Ml, + Poy) 


wo p eine vorliufig beliebige ganze Zahl ist. 
Geht man mit dem Werthe von m, in (10) hinein, so erhilt man: 


1— 3\ »; 1—v 
— (m, +p 38) 2 + mE =m — UG — %6,), 


oder: 


(12) — p bea - + m, = =v, — (A, C, — A,C,) + m, > 


24a 
Damit diese Gleichung nach m, und p ganzzahlig lésbar sei, muss die 


rechte Seite den Factor “tat enthalten. 


Zum Nachweise hievon setze ich in die rechte Seite von (12) aus 
(9) ein: 


— 0, + (My By — WyBy) + My +" 


mM, — ar —__—4- ? 
= a 
und finde: 


im (v2 — (6, — GG) — 3 {% — (2, Bo — By) — m,~"4} 
(lo ’ na 
|=, v,—v,v,—V,(A, ©, A, €,)+ v,(A, B,- %,%,)-+m," 27 Pst 
Der Divisor v, thut hier nichts zur Sache, weil er zu — relativ 
prim ist. 

Das letzte Glied der Klammer in (13) enthilt augenscheinlich 
'—%8. die beiden ersten ebenfalls nach (11), und es handelt sich nur 
24a? 


noch um: 
v, (A, , Ss A, &,) — v, (A,B, — X, 2B) 


Setzt man fiir v, : 8,0, — B,0,, fiir v, : ©, 6, — ©,0, so erhalt man: 


(M8, — X,4,)(B, 6 — B.C) = P" BE, — BG), 





° ° . ss I—s* ° 
woraus ersichtlich ist, dass auch hierin aa enthalten ist. 
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Schreibt man die ere (12): 


mo — pe = v, — (A, 6, — — W6,) + m, + ; 


i) 
24a 
so zeigt sich, dass sie in der That immer ganzzahlige Auflésungen zu- 


5 


lisst, weil o und = relativ prim sind. 


Die Gleichungen a) b) c) e) f) sind nun erfiillt; und d) ist auch 
befriedigt, da sie eine Folge der iibrigen ist, wie man mit Hiilfe von 
(11) leicht einsieht, 

Daraus, dass die Coefficienten a,’ --- die Gleichungen (2) befrie- 
digen, folgt noch, dass auch d,’ = 0, d,’ = 0 werden. 

Jetzt suche ich mit Hiilfe einer zweiten lineiiren Transformation 
zu machen: 











Gy a, a, as GO,’ Gy’ at, Gy &, Gy Gy 
0 b,’ b,’ b,’ O By By By | _ | 9 4,” b,” db,” 
| 0 ef ef Cy =| O yy Y2 Ys ~ 10 0 Cy” Cy 
00 0 00 0 34, 0 0 0 ad,” 


Bei der idliaiaaiatien der Systeme ergiebt sich sofort, dass 
hiezu noch die Gleichung zu erfiillen ist: 


(15) ¢ By +e/y, =0, 
also : 
(16) By sy, =6):—e,. 
Den Gleichungen (2) entsprechen hier folgende: 
a, 0, = 1, 


By v2 — 7; By = 1, 

a0; + By; — vB, = 9, 

a,’ 0 + B, ys — 7, B, = 0. 

Hienach hat man a, = 0,,—1 zu setzen, ferner B,’ und y,’ der 
Proportion (16) gemiiss ohne gemeinsamen Factor anzunehmen. 6,’ 


und y,’ sind dann aus der zweiten Gleichung (17) zu bestimmen, welche 
co viele Auflésungen zuliisst. Endlich hat man noch zu machen: 


ie (By 73" as 71 Bs ) ? 
a, = — (By y; — 72 Bs), 


wobei es iibrigens freisteht, 6, und y, —0 zu setzen, so dass auch 
a,’ und «, verschwinden. 


(17) 


Schliesslich setze ich die Transformation a,’ --- noch einmal mit 
einer lineiren zusammen: 
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ay" a," ay” a,” Ge” &," a” Bs. A, A, A, A, 
(18) 0 0,” b,” b,” - 0 B,” By” By,” a O B, B, B, 
0 0 eg «, 0 O ¥" 5” 0 0 C, CG, 
0 00 4d, 0 0 0 36,” 0 0 0 D; 


Hierin ist: 


” ad ” ” ” ” ” ” a ” ”” ” 
Ay = ay Gy, Ay = Ay, +4," By", Ay = ay,” + 4," By” +a," 72"; 


> ” ” ” ” ” ” 
B, = bB,", B= by By” +b," 72"; 
C, = C, V2» 
” ”” ” ” a ” ” ” 
“Ay = ay a” +a," Bs’ + a, "73" + 45°45", 
> ” ” ” ” ae a 
B, = by Bs +b," 73° + 63°05", 
Y ” ” ” ” 
C= Cy Ys + 63° 95", 
D,; = a," 0". 
Die Coefficienten a," und d,” kénnen, da ihr Product =k, ent- 
weder beide -+ oder beide — sein, folglich kann man a,” und 0,”, 


deren Product = 1, immer so wiihlen, dass A, und D, positiv werden. 
Ebenso kann man auch die beiden andern Diagonalcoefficienten positiv 
machen durch geeignete Annahme von #,” und 7,”. 

Zwischen den Gréssen a,” --- bestehen noch folgende Relationen 
(cf. (3)): 

Oy" 3" + a," y," = 0, 
," Bs” + a," Bp,” — a,” B,” =0, 

so dass man nur noch iiber «,”, B,”, a,” (und @,”) verfiigen kann, 
wodureh y,” und £,” bestimmt sind. 

Man kann nun durch geeignete Wahl von: 
a,” erreichen, dass 0 << A, < Ay, 





19 B,” ” ” 0 < B, << B, ? 
(9) . i » 05 4,<4A,, 
,” - » O<A, < Ay wird. 
B, und C, sind hiedurch schon bestimmt. Sie geniigen den Glei- 
chungen: : 
A/C; + AC, = 0, 
20) Ca A, B,— A,B, =0. 
Es ist also: 
a 
CC, =— _ 


und, weil A,, A,, C, nicht negativ, mit Beriicksichtigung von (19): 


0 => C, a ae C,; ° 
Ferner ist: 
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Da nun beide Glieder des Ziihlers an sich positiv sind, so folgt wegen 
(19), dass der absolute Werth von B, <B,. Uebrigens kann B, 
positiv wie negativ sein. 

Die Transformation a, --- ist also mit einer andern A,--- dqui- 
valent, bei der die Coefficienten unter der Diagonale 0, die Diagonal- 
coefficienten positiv, ferner jeder der noch iibrigen Coefficienten absolut 
kleiner als der Diagonalcoefficient derselben Zeile und A,, A,, A,, B>O 
sind. Ausserdem befriedigen die Coefficienten die Gleichungen (20) und 
A, D, = B,C, = k. 

Man iiberzeugt sich ferner leicht, dass keine zwei Transformationen 
der eben angegebenen Form unter einander dquivalent sein kinnen, ohne 
identisch zu sein. 





Man kann sie daher als Reprdsentanten der nicht dquivalenten 
Klassen wihlen. 


Eine nahere Betrachtung zeigt indessen, dass die Coefficienten 
der Reprisentanten innerhalb der so eben angegebenen Grenzen nicht 
vollkommen willkiihrlich sind. 

Um daher die Form der Repriisentanten genauer festzustellen und 
spiter die Zahl der zu einem gegebenen Transformationsgrade gehérigen 
zu bestimmen, untersuche ich, welche Systeme*): 


My A, A, ay | 





9 0 b, b, db, 
a | 0 0 & 6 | 
. 00 0 a, 
mit den Gleichungen vereinbar sind: 
ad, =k, 
| bc, =k, 


| yc, + a,c, =0, 
ab, + a,b,— a,b, = 0. 


WO a, b,, €,, d, positiv, die iibrigen Coefficienten absolut kleiner als 

die Diagonalcoefficienten derselben Zeile und a,, a,, a,, b, >0 sind. 
Jedenfalls ist: 

a = t ? 


a,=t,, 


wo ¢, und ¢, Factoren von k sind, und: 


*) Der Bequemlichkeit wegen ist die Bezeichnung gedndert. 
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d, = t, = 


6 =t= 





Der grésste gemeinsame Factor von ¢, und ¢, sei 6), und: 
ty) = F 1 F025 
t) = 61 O43 - 
Go. und 6,, sind relativ prim. 
Da tt, = t,t, so ist: 
G1 Gyoty = Fy, Gi glo - 
Ron, 


Ich nenne —- = — : 6,,, sodass also: 
O18 oe 


ty = 642693 y 
ty = 613 93, 
und 6,, der grésste gemeinsame Factor von ¢, und ¢, ist. 
Der grésste gemeinsame Factor von 6), und 6,, sei f, und: 
Gn = [O01 
6x3 = [635, 
so ist in Folge der vorhergehenden Definitionen f der grésste gemein- 
same Factor von t,, t,, t., ty. 
Die driite Gleichung (22) wird nun: 
[60160203 + af 62360 = 0, 





oder: 
6163 + 630, = 0, 
und: 
a, = a; 1, 
C, = — A, 6x. 
Weil a, <¢, sein sollte, ist a,’ < ri = f6,. und besitzt auch /6,, 
Werthe. 


Die letzte Gleichung (22) geht iiber in: 
[60169263 + a4’ Ob, — a, f616,; = 9, 


oder: 
Serbs + ate — 4,6,,=0. 
Dies ergiebt zuniichst die Bedingung: é 
(23) ut eine ganze Zahl, ' 
(24) Ay 61, — um = 0 (mod 6,,), 


und liefert sodann: 






bs = x (a,6,, + am). 
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Der grésste gemeinsame Factor von a,’ und f sei p und: 
f= 9, 


so folgt aus (23): 
b, = b,'y. 


. a ee rt 
Da nun b,<t,, so besitzt b,’ fiir ein einmal angenommenes a,’ : ; 


Werthe. 

Weil 6,, und 6,, relativ prim sind, so folgt fiir ein bestimmtes 
a,’ und b, aus (24) a, bis auf Vielfache von 6,,. Da nun a, < t,, 
so kann: 


= 61 PG; 


Ay =A, + MGy, — (q’ < Gop) 

t 
<.. == 5, Werthe annehmen. 
02 
a, <t, ist weiter keiner Beschriinkung unterworfen, und hat also 


t, Werthe. 


Bei fest angenommenen ¢, und ¢, giebt es fiir ein bestimmtes a,': 
Fir POs * Gyy - by = Gnlyty p 
Repriisentanten uicht aquivalenter Klassen, und fiir alle a,’: 


@ =fOn— 1 
Ooi ty t; p> Po ; 
0 


ie 


WO @, den gréssten gemeinsamen Factor von / und @ bedeutet. 

Es wird sich also zuniichst um die Ausfiihrung der so definirten 
Summe handeln. Die midglichen Werthe von o(a,’) sind unter der 
Form darstellbar: 


=af+y, 
z= 0, 1-++ (oy — 1), 
y¥=0, 1-.--(f— 1). 
Der grésste gemeinsame Factor von f und @ ist daher auch der grésste 
gemeinsame Factor von / und y, daher ist obige Summe: 


wo: 


e=f-1 
Gy. 2 Qo. 
e=0 
Man hat also die Summe der gréssten Factoren zu nehmen, welche f 
mit 0, 1, 2---f—1 gemein hat (wobei 1 auch mitzurechnen ist). 
Es sei nun: 
f=atb?..-n’, 
wo a, b---m Primzahlen bedeuten. 
Ich bilde die Summe, indem ich untersuche, welchen Beitrag jeder 
Factor von f zu derselben liefert. 
a*bé..-m” ist enthalten in 0 und liefert den Beitrag a*b@ . - - n’. 
Der Factor go = a*—*b? -- +n” ist enthalten in: 


1-9, 2-9:---(a*—1)-9. 
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Indessen ist g nur dann der grésste gemeinsame Factor dieser Gréssen 
mit f, wenn die Coefficienten nicht Vielfache von a sind. Es sind 
also fortzulassen : 


l-a-g, 2-a-g, -::-(a*-'—l)a-g. 
Die Zahl der noch iibrig bleibenden Gréssen betriigt : 
(a* — 1) — (a*—! — 1) = a*—"(a — 1). 


Jede derselben liefert zur Summe den Beitrag a*—*b? --- m”, folglich 


alle zusammen: 
(a— 1)a*—'b8 --- mn’. 


Da nun x=1, 2---«a sein kann, so ist der Beitrag simmtlicher 
Factoren der Form a*%-*b? .-- mn": 


; . ; ‘a—1) 
a(a—l1)at—'bP .-- nv’ =f — . 


Ebenso liefern die Gréssen a*b?—*cy -- m” den Beitrag: 
B(b—1) atbe-1er -- nm? = ree etc. 


Der Factor a*-*b?—‘cv .-- mn” ist enthalten in (a*b4 —1) Gréssen 
aus der Reihe 1, 2---f/-— 1. Von diesen sind aber fortzulassen die- 
jenigen, welche eine hdhere Potenz von a enthalten, also (a*—1!b’—1) 
Gréssen, sowie die eine hdhere Potenz von b enthaltenden, welche 
an Zahl sind: (a*b’-!1—1). Jetzt sind aber zweimal fortgelassen, folg- 
lich wieder hinzuzuziihlen die (a*—'b—-!— 1) Gréssen, welche sowohl 
durch héhere Potenzen von a, wie auch durch héhere Potenzen von 
b theilbar sind. Die Zahl der wirklich in Betracht kommenden Gréssen 
ist also: 


(a* b+ — 1) — (a*-1b4’— 1) — (a*b*-! — 1) 4+ (a*-104-1—1)§ = 


. = a*—'h'—!(a—1)(b—1), 
und der Beitrag zur Summe: 
(a—1)(b—1)a*—1bP-'ev... n” = fo— oot. 





Da nun aber x und 4 die Werthe 1,2---a@ resp. 1,2---£ besitzen 
diirfen, so giebt es af Factoren von f, welche obige Form haben und 
zur Summe: 

pee!) 001 


a 
beitragen. 


Man iibersieht schon, wie dies Verfahren sich weiter fortsetzen 
lasst. Die ganze Summe wird hienach: 
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a b c 


f{145S— +s6-9 ee) + a(a—1) B(b—1) y(e—1) 





ee -1) s(e— Bay -1) «(a—1) B(b—1) dd 1) 
ae *° c + a b a 


1(0—1) wim 28-9 a—1) B(b- 1). _ e(n—1) 


john gril-ne-9 em p< oe ; ol 
=f(1+*%- ») (14+ 82=").. (ip emty, 


Die Anzahl der Repriisentanten nicht dquivalenter Klassen ist somit 
fiir dasselbe t, und t,: 


61 Gyo f ty t, (1 + —-% (14 C=)... 4 2H) 
ane See Sh. yey. 





(25) 


Wenn k keine quadratischen Factoren enthdlt, wird f= 1, denn 
f, welches in ¢,, ¢,, ¢,, ¢, als Factor enthalten sein sollte, miisste fiir 
k = t,t, einen Factor f? zur Folge haben. Die Exponenten «, B--v 
werden 0 und die Anzahl der Repriisentanten fiir ein bestimmtes ¢, 
und ¢, reducirt sich auf: 
t,” t, ? 
also die Zahl der siimmtlichen zum Transformationsgrade k gehdrigen 
Reprisentanten : 
2th, 
wo fiir ¢, und ¢, siimmtliche Factoren von k zu setzen sind. Weil es 
freisteht, bei jedem ¢, ¢, seine siimmtlichen Werthe durchlaufen zu 
lassen, kann obige Summe geschrieben werden: 
St? St, . 
Wenn nun: . 
k= Dp, P2*** Pn, 


wo die p Primzahlen bedeuten, so ist: 


Zt, = 1+ (py +P. +++ Pn) + (D1 Pe + PDs + + + Pn—1 Pn) 
+ (Py Pos Hees Db tts EDD Pe 
= (1 + p,) (1 + po) -- (1 + pa), 
Lty—= 1 + (py? + py? + + + Dn?) + (Py? p.? + Py? Ds? + + + Pa—1Pn”) 
+ (py? npr t+: ss lt ees tpi: :* pe 
= (1 + p,’)(1 + p,”) --- C1 +n), 


und die Anzahl der Repriisentanten: 
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k=n 
a + Pa + pr? + pri’), 


welche Formel das Resultat von Hermite fiir einen primzahligen 
Transformationsgrad in sich schliesst. 





Ich wende mich jetzt dazu fiir beliebige k die Gesammtzahl der 
Repriisentanten der nicht aquivalenten Klassen zu ermitteln. 


Ich. habe dazu: 
(ae) Bett, (1+ SY) (1 4 OOD)... ee) 


auszudebnen iiber alle ¢, und ¢,, welche Factoren von & sind, und es 
sind a, B---v dadurch fiir jedes Werthepaar ¢,, ¢, definirt, dass der 
grésste gemeinsame Factor von f), t,, t, t; ist: 


f=atbhe.--n’. 


Die in k enthaltenen Primfactoren a, b --m koénnen darin zu 
geraden und zu ungeraden Potenzen erhoben vorkommen. Es sei 


daher: 
k= at... . G20. etl... 241, 


Bei der Bildung der Summe (26) verfahre ich so, dass ich sie 
zuerst ausdehne iiber alle Werthsysteme von ¢, und ¢,, welche dasselbe 
f ergeben, und nachher f die sammtlichen médglichen Werthe er- 
theile. 

Fiir dasselbe f bleibt der letzte Factor in (26) constant, also habe 
ich nur: 


Dt? t, 
fiir die zu demselben f gehérigen ¢, und ¢, zu nehmen. 
Wenn: 
27 ee ak 
( ) ek ee hi 
so wird: 
(28) Zt,7t, = D> az“or% +e 25.44: Ale ahd EY N2%or"% ; 


oder, da die a, und a, ihre siimmtlichen Werthe durchlaufen kénnen, 
wihrend die iibrigen Exponenten constant bleiben, ete.: 


(288) Zt,7t, a DS qztota.... DS d25+4 © Dermte 2... Dy2tn, 


Ich schreite jetzt zur Bestimmung von Ya?*t% und Dewta, 
welche eine gesonderte Behandlung erfordern. 






















(29) 


» 420d . 2 H1—& . . . H1-% 


= qze’—% es q2o'—4, o Oe ri—g .... eYri—*, , 


so sind fiir a und «, alle diejenigen Combinationen zu nehmen, welche 
als gréssten gemeinsamen Factor von 


a”, a%, qze—% ‘ qz@ — % 
a* ergeben. 
Wenn nun nicht gerade « =a’, so sind diese Werthsysteme: 
lhag= a, a= ata, 
2) a, = 2e’— a, a, = +i, 
3) a= a+4,a,=— «, 
3) = ay, a = 20a, 


A=0,1,2---2(e— a), 
w=1,2-.-2(e¢—a)—1. 


Ist a = a’, so giebt es nur einen mdglichen Fall: 
=a, aa’. 
Hienach ist: 
A=2(a'—«@) —=2(a'—a)—1 
Dd atta — (a + aie —¢ -, a’ + (as — qte'+«) z are, 


al 


oder nach Ausfiihrung der Summen und einigen Reductionen: 


Sa 
Zat~t1—=Ga,a— Pa £(aS(@'—@_1)(1+ a+a®)— ae'—e+1 4 a2(«'—a)+1\ : 


Wenn « = a’, so ist: 
(30) TAIO+% == Ga, a = ai". 


Ganz analog sind den ¢, und ¢, soleche Werthsysteme beizulegen, dass: 


ee, e*, ee'-+1—4, | ee+i—a 


den gréssten gemeinsamen Factor ¢* besitzen, also: 


1) &=— €&, = e+a, ies 
2) & =2+1—e, = waded, A=0,1,---2(e&—e)+1, 
3) = ée+u, &= &, 


4) &—= e+4, qed ance, CO ~ OF OR 


und man findet: 


nae —e 
Det == Up, = (e8* + et*'- 42) = ) e4(eperteny 2 ym 
(31) Be as * 
=~ { (oe'— +3 _ 1)L-beper)—etle—nts 4 teats} : 











(32) G 


(33 


(34) | 


&s= 


et 
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Der Fall ¢ = ¢ ordnet sich hier der allgemeinen Forme! unter. 
Die Zahl der Repriisentanten, bei denen f= a*-----d?-e--n” 
ist also: 


(82) Gae(1+ *2—%)...G,5(1 +2). w+ 22= 9")... (14 22=9). 

Jetzt hat man noch hievon die Summe zu nehmen fiir simmt- 

liche f, d. hh. a@--0,¢--v die Werthe0,1--a'; -+-0,1--85;0,1--&; 
-++0,1---' beizulegen. 

Da nun wieder @ seine siimmtlichen Werthe fiir jedes System der 


B---v durchlaufen kann, so erhilt man die Gesammitzahl der Re- 
prasentanten : 


_—w 2 Gaa(1 + 24-9) “Sy (1 +262). 
Ew +29). 
Nach (29) und (30) wird nun: 
(34) “ZG.e(1+*°=2) = 


a=a'—1 


+ (1422) ae 


Die einzelnen Summen, auf deren Bildung es ankommt, haben 


die Form: 
=a'—1 ‘ 
(35) = > ae” = a&® —1 : 
a—=0 a —1 
(36) ~— an - (ce’ — 1)a°“ 3 a® i a® 
a=0 a’ —1 (a —1)? 


Fiihrt man die Summation aus und reducirt, so findet man 
schliesslich : 


e=a’ (a—1 P 
(81) 2 Ga« (1+ %*—*) = Ga,e = 


3a" 1 cs 3a'-+2 24. 1)—1) a —1 Sap 
>} ——, fe (a (a }~i) 2 @ . 


Analog wird: 
adie 


= z(1 + me — {ee —@)+5__ 1)(] +e+e)— et(e'—a) +31 Blea) +2} ; 






3a 
= (i+ se a _ {ase -®_1)(I1ta+a? )— at’ —a) +14 g2@’—a)+1} 
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und nach Ausfiihrung der Summationen und einigen Reductionen: 


(8) Fu,.(14+ =) = 0. = 


® op ppt fee" —1 e458 /,2 e—1 “+s 
é (l+e+e +e y+ e—1 as (é \é +1)-—1)— ——o e 


Die Anzahl der nicht dquivalenten Klassen, welche zum Trans- 
formetionsgrade: 
k=a... a2* ott... 2+ 
gehiren, ist also: 
Ga, a’ ~? Gas ° U2 niet Uy; 


worin G und U durch (37) und (38) definirt sind. 

















Doppeltangenten einer Curve 2‘* Ordnung. 


Von Dr. O. Derscu in Orrensacn a. M. 


Die Aufgabe, welche ich in nachstehender Abhandlung behandle, 
besteht darin, eine allgemeine Gleichung fiir diejenige Curve zu finden, 
die durch die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten einer Curve n'¢ 
Ordnung geht. Bevor ich hierzu iibergehe, suche ich erst die Auf- 
gabe zu lésen, auf welcher Curve diejenigen Schnittpunkte einer Tan-. 
gente mit einer Curve n'* Ordnung liegen, welche sich nicht in dem 
Beriihrungspunkte befinden. Die fragliche Curve wird (n — 2)'* Ord- 
nung sein, da die Tangente ausser dem Beriihrungspunkte noch » — 2 
Punkte mit der Curve n'* Ordnung gemein hat. Ist die erwihnte 
Curve (n — 2)" Ordnung gefunden, so bietet die eigentliche Aufgabe, 
die Doppeltangenten zu finden, keine Schwierigkeiten mehr, indem 
man dann nur noch die Bedingung dafiir aufzustellen hat, dass ausser 
den beiden im Beriihrungspunkte zusammenfallenden Schnittpunkten 
der Tangente mit der Curve n»'* Ordnung noch 2 andere von den 
Schnittpunkten zusammenfallen, d. i. die Bedingung dafiir, dass die 
Tangente der Curve n'*' Ordnung auch noch die angegebene Curve 
(mn — 2)’ Ordnung beriihrt. 

Die zur Lésung der genannten Aufgaben anzuwendenden Opera- 
tionen werden sich auf einfache Siitze der symbolischen Rechnung, 
namlich besonders auf Vertauschung von Buchstaben und auf Anwen- 
dung von Identitiiten stiitzen. 


Pliicker, Jacobi, Clebsch behandelten das Problem der Dop- 
peltangenten. Sie berechneten die Anzahl. der Doppeltangenten einer 
Curve »'** Ordnung. 


Pliicker zeigte ,,solution d’une question fondamentale concernant 
la théorie générale des courbes“ Cr. J. Bd. 12, S. 105—108, ferner 
»Theorie der algebraischen Curven* 1839, dass die Anzahl der Doppel- 


tangenten einer Curve n'* Ordnung 4 (n — 2) (n? — 9) sei. 
Mathematische Annalen. VII. 32 
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Jacobi fand dieselbe Zahl in Cr. J. Bd. 40, S. 237 u. f. 
Clebsch hat, Cr. J. Bd. 63, S. 186 u. f., diese Jacobi’sche 
Arbeit in einfacher Form auf folgende Weise reproducirt: . | 


a," = 0 sei die Gleichung der gegebenen Curve n'* Ordnung. 































Die im Punkte z die Curve a," —0 beriihrende Tangente hat 
(wenn y ein beliebiger Punkt der Tangente ist) die Gleichung 
as—'a,=O=—f,. Ferner mag y zugleich ein Punkt irgend einer 
Geraden u, = 0 sein. 

Jeder beliebigé Punkt der Geraden, welche durch die Punkte x 
und y geht, hat die Coordinaten ux + Ay. Die Schnittpunkte dieser 
Geraden mit der Curve a," = 0 erhilt man, wenn man ua + Ay fir 
z in a," = 0 eintrigt, wodurch sich ergiebt 


(waz + day)" =0. 
Ersetzt man y durch die aus 
fy = a~*ay=0 
Uy = 0 f 
sich ergebenden Unterdeterminanten (fw), so folgt ay = (afu). 
Aus (wa, + da,)" = 0 wird dann [wa, + A(afu))" = 0. 
Die fragliche Discriminante sei F (x, wu). 
Behauptung: Aus F(x, u) lasst sich der Factor wu, so oft abson- 
dern, dass die « im Reste nicht mehr vorkommen. 
Beweis: Man setze 4 = ov,, erhilt dadurch 
[waz + Qv.(afu)|* =0. 
Nach der bekannten Identitit 
vz (afu) = a, (vfu) + f, (avu) + uz (afr) 
= dz (vfu) + uz(afv) , weil f, =0, 
folgt hieraus 


(lu + eefu)as + ots (afv)" = 0 = [w'a, + A (afr))", 


wobei 
w =n + e(vfu) =p + OM 
(1) ‘ 
, U, 
A’ = Ou = A = 
gesetzt ist. $ 


Die Substitutionsdeterminante ist 


| 1 fw | 
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Der Ausdruck [p’'a,-+ 4’ (afv)]}" unterscheidet sich von dem ur- 
spriinglichen Ausdrucke [wa, + 4(afu)]" nur dadurch, dass v an die 
Stelle von « getreten ist. Durch die Substitution (I.) geht also die 
Discriminante F'(z,u) in F(x, v) tiber. Die Discriminante einer 
Function ist eine Invariante derselben. Daher kann sich F(x, v) von 
F(a,u) nur durch eine Potenz der Substitutionsdeterminante als 
Factor unterscheiden, folglich 


u,\* 
F(z, u) = (5) F (a, v), 
F(x,w) _ F(a,») , 


a a 
Uy vy 





























Hiernach lisst sich aus F(a, w) der Factor u, so oft absondern, 
dass der Rest 2 kein w mehr enthilt,-w. z. b. w. 


Der iibrig bleibende Factor 
(m — 2) (n? — 9)" Grade in a. 


Erst Hesse bildete, Cr. J. Bd. 36, S. 156 u. f., Cr. J. Bd. 40, 
S. 260, Cr. J. Bd. 41, S. 292, eine Gleichung fiir diejenige Curve, 
auf welcher die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten einer Curve 
4tr Ordnung liegen, und zwar folgendermassen: 

a" =() ist die Gleichung einer Curve n'* Ordnung. Die Coordi- 
naten irgend eines Punktes der Geraden, welche durch die Punkte x 
und y geht, sind «+ Ay. Die Schnittpunkte dieser Geraden mit der 
Curve a® =O erhalt man, indem man «+ dy statt x in a® =0 
eintriigt, wodurch man bekommt 

(az + day)” = 0. 

Die Gerade wird zur Tangente, wenn 2 Schnittpunkte zusammen- 
fallen. Bedingung hierfiir ist, dass 2 Wurzeln 4 einander gleich wer- 
den. Dies tritt ein, wenn die beiden Glieder von niedrigsten Dimen- 
sionen verschwinden. Die Tangénte wird zur Doppeltangente, wenn 
ausserdem noch 2 Wurzeln 4 einander gleich werden. Bedingung 
hierfiir ist, dass von der Gleichung, welche nach Weglassung der bei- 
den erwahnten Glieder von niedrigsten Dimensionen und Division 
durch A? bleibt, die Discriminante verschwinde. Diese Bedingung 
stellte Hesse fiir n= 4 auf und erhielt als Gleichung derjenigen 
Curve, welche durch die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten einer j 
Curve 4'* Ordnung geht, folgende 


w,? Vip 02? Vay + Ws? Vy3 + 20,w; Vos 20, w, Vz, +20, w, Vi, 
— 3 w (Wy Vip + Woq Von W533 Vg 2 Wg Vo3 +2034 Vgy- 2 Wy Vig) =. 


32* 


th ist nach Jacobi vom 


x 
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ierbei ist v = 0 die gegebene Curve 4'* Ordnung, 














= Ov Orv ae 
oat Oxdy x02 | M11 2 M13 | 
| d*v 02v o2v | : | 
| Gyoe dy Dyas | Vo1 U2q Vag 
a o*v bv a2v | 


dzdx dedy OF | Ys1 Ys2 3s 


rr = iad. 9 on 8 
Vy) = 09033 — 99" , Ving = 033% 4— V1" 5 Vg3=041V29—% 42" 
Vog=V 42043 — 0410 23y  Vigy = 023V4—V 2931, Vyp = 051 V2 — 033% 2 


Die von Hesse aufgestellte Gleichung ist 14'" Grades in #. Das 
von mir fiir » = 4 erhaltene Resultat lautet 


(rsf)? =0, 
ry? = a,Cz"b, (abc) [azby + bray], f= a, ay. 


Die Uebereinstimmung meines Resultates mit dem von Hesse 
gefundenen lisst sich, wie folgt, nachweisen. 
Hesse’s Ausdruck stelle ich zuniichst symbolisch dar. 


Der 1 Theil 
0,7 Vay + W,? Von + 03? V3 + 2 0,005 Vox + 2 wz w, Vy, + 20,0, Vi, 


Vi Vye M13 M1 


wo 


VoV, Uns Una | 1 4%, UsVo UV, Ve | 
. . | 2U; Ug¥_g U,V; | UU, Uy Vq U1 V3 | 
V1 Vgq Voz We 














= V5, Vsg Ugg Ws =| W3% Ws%2 W393 | — 2} 3% W392 1393 | 
90, 804 ty 0 |W,  W, Ws | | W, W, %s | 
U,V, U,V_ 4%; | % Vy Vz | % V% 0; | 
+ Ws | G2% W242 W293 | = 1 293 | NH Ie Is | — 2% Is | Us G2 Ws | 
| Wy Wy Ws | | 204 20, 20 | | @, Ww, Ws | 
| * V2 Vs | 
+ Ws 0% \“Ab oe (VqW) (142.93 — 2%, 9; + 3%, GQ) = K 
| Wy Wy Ws | 


Vertauscht man hierin g mit v und addirt das Resultat zum ur- 
spriinglichen K, so erhiit man 
K = } (vqw) (0, (02.93 — G23) — 2 (93 — 11 U3) + 03 (%1 G2 — G1 %2)] 
= } (vgqw) (vqgw) = $ (vqu)?. 


v= az" ? 
folglich 
0, = 12 a,?a,,, 2 = 12 a,7a,,, Vy = 12 a,7a,, etc., 


also 


} (vqw)? = 12 az? - 12 b,? - 4 (abw)? = 72 az2b,2 (abw)?. 
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V1, yp M%45 12 a,?a,, 12a,?a,. 12 a,? a, 
W =| Vo, Voq Vog | = | 12b,7b,. 12 b,7b,, 12 b,7b,, 
V5, Ug. Ugg 12 ¢,7 C4, 12 cz? Cy, 12 Cz? Cy 
AG, AyAy AAs | 
= 12% a,7b,?¢,? | b,b, b,b, baby | = 123 a,*b,* ¢,? a,b, ¢, (abe) . 
CyCy Cals Cg Cy 
Vertauscht man hierin } mit ¢ und addirt das Resultat zu w, so 
folgt 
w= 6- 12? a,?b,?¢,? a, (abc) [b,¢, — be] . 


Durch Vertauschung von a mit b wird 
w= 6 + 12? a,7b,*?¢,? b, (bac) [a,¢e, — ages], 
durch Vertauschung von a mit ¢ wird 


w = 6 - 12? a,?b,?¢,* ¢, (cba) [b, a, — bya.) , 
folglich 


3 w= 6 - 12% az*bz? Cx? (abe) (a, (bC)o3 + 0, (C@)3 + €,(4B)>5] 
= 6 - 12? a,7b,?c,? (abc) (abc) , 
also 
: w = 288 a,?b,* c,* (abc)? = 288 «,° , 


Ww, = 6-288 a,>a,, w,=—6- 288 a«,'a, etc., 
folglich 


+ (equ) = 7 


Der 2'° Theil des Hesse’schen Ausdrucks, d. i. 
— Bw (04 Vy a Vogt Wy Vyg 2 Wg Vox + 2 Wg, Vay 24 Vi»), 
geht aus dem 1' Theile hervor, wenn man 
w,? = 36 - 288? «,°B,>a,B, durch w,, = 30 - 288 a,'a,, , 
W, W, = 36 - 288? w,°B,>a,8, durch w,. = 30 - 288 a,'a,, ete. 


ersetzt und mit — 3 w multiplicirt. 
Mithin ist der 2'° Theil 


= — 3w- 72-30 - 288 a,*b,?a,' (aba)? . 
Das von Hesse gefundene Resultat lautet also symbolisch 
72-36 - 288? a,?b,?a,°B,° (aba) (abB) —3-30-72-288.a,7b,?a,' (aba)?>w=0, 
Dividirt man durch 72 - 288 - 18, so folgt 
2 - 288 a,” bz? «,>B.* (aba) (abB) — 5 a, b,? a, (aba)w=0. 


Fiihrt man statt w die Grosse D=«,° ein, so wird, da w=288a,°, 
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2 a,7b2* a, B,* (aba) (abp) — 5 a,?b,?a,' (abaYD=O0. 
Mit diesem Resultate ist nun (rsf)* = 0 zu vergleichen. 
D=ca,'=(abc)*a,7b,7c," , 
@,° ay = (abc)? az br Caly y 
5 ag! a4? = (abe)? (a27b2? Cy? 4-2 a2 bz Cx byly +2 Azbz° Cz Ay Cy] 
= (abe)? az? bz? ¢y?+- 4arbz" Cz My Cy) = (abe) c,*ayby[azby+ 4b, ay]. 
Zur Abkiirzung sei (abu) = u,'. 
Ersetzt man u durch die Unterdeterminanten (xy), so wird 
(abu) = a,b,— bray, uy =(vay), 
folglich ; 
¢ 26 (vry)?=c,z" (abc)*(azby— bz ay |? = (abc)? cz? (2a,*b,? — 2azb,b ay] 
=2(abc)*c,? arb, [arby—b,a,| . 
Aus den 3 Gleichungen 
ry = a,¢,*b,(abc)* [azby + bray] , 
5 az'a,? = a,Cz*b,(abc)* (a,b, + 4b,a,] , 
cz? ¢," (vxy)? = 2az¢,*b, (abc)? (a,b, — b,a,] 
ergiebt sich 
r? == Fy C2? e (vay)? + 2 a,'a,? . 
Hieraus folgt 
(rsf)? = $y Cx'Gy' dy? d,,? (vx, v2, f)? + $ a24¢,%0," (vax, a, f) 
+ den'Be! (@Bf)? . 
Nun ist aber (v2, v,z, f) =f, (vv,x2) = 0, weil f, = 0, 


(va, a, f) —_ afr — fras ——— fr@e » 


(rsf)? = $ a,°c,*¢,"f,? + 4 a,'B,'(a@ Bf)? . 
Die Gleichung (rs/)* = 0 lautet demnach jetzt 
baaPca2e,*fi? +2 as! Br! («Bf =0. 
Ich suche nun das Hesse’sche Resultat in dieselbe Form zu bringen. 


Zur Umformung des Hesse’schen Ausdrucks bilde ich die Iden- 
titét a, (abB) — B,(aba) = a, («b8) + b,(ae@B), erhalte hieraus durch 


Quadriren 


a,?(ab B)? + B,* (aba)? — 20,8, (abe) (abp) = a," (abB)* + b,?(aap)* 


also 


| + 2azbz(aeB) («bB) , 

also 

2 a, 82(aba) (abB) = a,?(abp) + B.* (aba)? — a,*(abB)? — b,?(aap)? 
— 2azbz (aap) («db 8) , 


folglich 



































Doppeltangenten. 503 


2a,*b,’a,° Bz* (aba) (abB) =a,"b,? a,'B,' [az?(abp)?+ B,* (aba)? —a,? (abp)? 
—b,? (aap)? —2 Az bz (aap) («bB)) 
=42"b,*a,' B,*(2a,°(ab Bp)? —2a,?(abB)? —2a,b,(aaB) (abp)] . 


Da 

az'=0, a°=—D, a,*(aap)=(faB), b3(abp) = (afp) =— (fa), 

so ist . 4 
2a,°b.* «2° B,°>(aba)(abp) = 2 a,*b,? Bz4(abp)? D + 2 a,'B,4(a Bf) . 4 


Hesse’s Resultat 
2 az7bz? a,°Bz* (aba) (abB) — 5 a,*b,?a,'(aba)*D =0 
geht so iiber in 
— 3 az"b,* B,' (abB)*D + 2 a,'B,4 (apf =0. 
Der 2'e Theil dieses Ausdrucks stimmt mit dem 2'" Theile des 
fiir (rsf)* gefundenen Werthes iiberein; es bleibt noch iibrig, den Z 
1's Theil, d. i. — 3 a,?b,?Bz'(abB)D, umzuformen. ; 
Um in a,?b,? B,' (abB)? = d,?e,? 8,4 (def)? die » einzufiihren, be- 
nutze ich die beiden Gleichungen 
5 Be'B,? = dzcg?by (abc)? [aeby + 4 Deas] , 
Cz? C,* (vcy)? = 2 azc,*b, (abc) (a,b, — bray] , 
woraus folgt 
10 p,*B,? — ¢,?¢,? (vay)? = 10 (abc)? ¢,? arb, ayby . 
Ersetzt man y durch die Unterdeterminanten (de) und multiplicirt 
mit d,?e,?, so erhilt man 
10 Bz! (Bde)? d.2e,2 — 2 dz? ex? Cx”)? [de2e)? — dye, €z dy] = 
= 10 (abc)? c,d," ez? az bz (ade) (bde) . 
Da 


d,* dy, = fh ? Cz° ey = fy ? d,' = (0) ? a 
so wird : 


10 B,* (Bde)? d,,? e,? + 2f,? ¢,? ¢,-=10 (abe)? ez? dz" ez? azb, (ade) (bde)=10 M. 


Nach Aronhold, Cr. J. Bd. 55, 8. 125 u. f. ,, Theorie der homoge- 
nen Functionen 3'° Grades von 3 Veriinderlichen“, hat der Ausdruck 


(abc)? (ade) (bde) Crdzez 
die Form 


(ade)? dz, = . (abe) (abd) (acd) (bed). 


Wendet man diese Operation auf die Form 4'" Grades an, so er- : 
halt man fiir M den Werth ; 


4 dzbzCz dz (abc) (abd) (acd) (bed) es! = 0, 


éz' =f, = 0. 


weil 
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Hiernach lautet die von Hesse gefundene Gleichung, wenn wir 
den aus der Gleichung 
10 B,' (Bde)? d,* ce,” + 2 f,?¢,*c,? = 10 M= 0 
sich ergebenden Werth 
Bz‘ (Bde)? d,*e,* = B,* (abB)* a,b,” = — } ¢,°¢,*f, 
eintragen , 
2 a,'B,* (a Bf)? + $¢2¢7f?D=0, 
welches Resultat mit dem von mir erhaltenen Resultate iibereinstimmt. 


Salmon hat in phil. mag. for October 1858 eine Methode ange- 
geben, die Doppeltangenten einer allgemeinen Curve n'* Ordnung zu 
finden. Diese Methode besteht im Wesentlichen in Folgendem: 

Die Tangente einer planen Curve »'* Ordnung trifft ausser im 
Beriihrungspunkte die Curve in noch » — 2 Punkten. Bildet man nun 
eine Curve (n — 2)'*' Ordnung, welche durch diese n — 2 Schnittpunkte 
geht, und stellt die Bedingung dafiir auf, dass die angegebene Tan- 
gente der Curve n'* Ordnung auch noch diese Curve (nm — 2)! Ord- 
nung beriihrt, so erhilt man unmittelbar eine Gleichung, welche durch 
die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten befriedigt wird. 

Um die Gleichung jener Curve (m — 2)'* Ordnung zu erhalten, 
bilde man von der Curve n' Ordnung a? = die Polaren a*—'a,, 
ee a, - ++ allgemein a™—' a}, ferner von a”, ax-ta,,+++ ax*a® die 


vb 


Hesse’schen Formen (abc)* at-?bn—* er? (abc)? arb» er-S a, 


%y 
pr 2\2 gqu—2—h fyn—2—h pn—2—h Gh ph oh . 
(abc)* a® bn o a b} ce, also 


an »\2 ggn—2—h Jn—2—h pn—2-h qh Hh eh — q~in—3h—6 p,3h — y3(n—2) 
H, = (abe)? ae bn cn a) b} ¢} yp" ve = Be). 


Die (n — 2) Polare von H, ist 


J)n—2 — y3(n—2)—(n—2) pn—2 —— y2(n—2) ypn—2 
D H, Mn, x U,, y Xi, x U, y 


Dieselbe ist in vom Grade 2 (n — 2), in y vom Grade n — 2. 
Die gesuchte Curvengleichung r*—*—0 ist ebenfalls in y vom 
Grade »— 2, kann also durch eine Reihe angegebener (n — 2)! 
Polaren mit noch zu bestimmenden Coefficienten ausgedriickt werden. 
Fir n = 4 ist 
ya Pam pam D? H — 3D? H, = (abe)? a,¢2b, (a,b, + b,a,) =0, 
fiir n = 5 ist 
nm =ri= DH—4DH, + 6D H, 
= (abc) aze?b, (3.a,c,b? + 6b, c,a,b, + b2a,c,) « 


2-2 y 2ey a2ney y 
Salmon hat hiernach einen Weg angezeigt, das Problem der 
Doppeltangenten allgemein zu lésen. Nur hat er noch nicht die 















~~ Ss —™ © 
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allgemeine in den Coefficienten und in « rationale Gleichung der Curve 
(mn — 2)" Ordnung aufgestellt, auf welcher die nicht im Berihrungs- 
punkte sich befindenden » — 2 Punkte liegen, die eine Curve m'** Ord- 
nung mit ihrer Tangente gemein hat. 

Ganz den von Salmon gegebenen Gang verfolgend, hat Cayley 
in phil. trans. 1859 diese allgemeine Gleichung aufgestellt. Eleganter 
Weise hat Cayley Summen von Producten zu gewinnen gesucht, die 
nicht bloss, wie weiter unten hier, mdglichst oft M— a,b,c, und 
M, = 6 a,b,c,, sondern auch noch die Polaren 
M, = Gz de ly + AzCxby + bree dy, My = 2 (az by cy + br Cy dy + Ce dy by) 
als gemeinsame Factoren besitzen. Salmons Gedankengang ist eben- 
falls in meiner Arbeit eingehalten. Die Form, von welcher Cayley 
ausgeht, stimmt mit der meinen iiberein. Die einzelnen Operationen 
der Cayley’schen Arbeit sind jedoch sehr complicirt und schwierig, 
so dass ich in meiner Arbeit eine andere Methode anwenden wollte. 
Cayley’s Resultat ist selbstverstiindlich dasselbe, wie das meinige, 
unterscheidet sich aber wesentlich von ihm durch die Form. Wiahrend 
uimlich Cayley eine Reihe von Polaren aufstellt, treten statt der- 
selben bei mir einfache symbolische Producte auf. 


Wie oben angegeben, handelt es sich zuniichst darum, eine in z 
und in den Coefficienten rationale Gleichung r*—? = 0 fiir diejenige 
Jurve zu finden, auf welcher die nicht im Beriihrungspunkte liegen- 
den » — 2 Schnittpunkte einer Tangente mit einer Curve »'* Ordnung 
sich befinden. 

Die gegebene Curve m'* Ordnung sei a" 0. In irgend einem 
Punkte « derselben werde eine Tangente a—'a, = f, = 0 gezogen. Um 
das Product der Gleichungen der Schnittpunkte dieser Tangente mit 
der Curve zu finden, nehme man eine beliebige Gerade uw, = 0, welche 
im Punkte y die Gerade f, = 0 schneiden mége. Der Schnittpunki ; 
beider Geraden soll ferner ein Punkt der Curve a" =O sein. Es 
miissen also zusammen die 3 Gleichungen u, = 0, f, = 0, a” = 0 be- 
stehen. Triigt man in a" = 0 die aus den beiden Gleichungen u,=0, 
f, = 0 fiir y,, Yo, ys sich ergebenden Unterdeterminanten (uf) ein, so 
erhilt man (auf)" = 0 als Bedingung dafiir, dass die Gerade y, = 0 
die Gerade f, = 0 auf der Curve a4” =O schneidet. (auf)" =O ist 
also das Product der Gleichungen der Schnittpunkte von f, =O mit 
a*™=0. 

" Da fy = a3-1a,, so hat man die Coordinaten der Tangente /,, 
d. i. f;, /, fs durch die ihnen gleichen symbolischen Ausdriicke a*—‘a,, 
a2—a,, a2—ta; oder b*—1b,, b2—-1b,, bz—'b, ete., je nach Forde- 
rung der symbolischen Rechnung zu ersetzen. 
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x ist Beriihrungspunkt der Tangente; es fallen also zwei von den 
Schnittpunkten der Tangente /, = 0 und der Curve a” = 0 im Punkte 
2 zusammen. Das Product (auf)" =O der Gleichungen der Schnitt- 
punkte von f,=0 mit a» = 0 besitzt demnach den Factor u,*. Ich 
suche dasselbe so zu transformiren, dass dieser Factor hervortritt. 
Ausser dem Beriihrungspunkte x hat die Tangente f,—0O mit der 
Curve a"==0 noch n — 2 Punkte y gemein. Wenn man in (au/)"=0 
den Factor Uz,” abgesondert hat, so bleibt noch eine Gleichung AO 
iibrig. Man kann, wie wir schen werden, die Umformung so vorneh- 
men, dass A die Grissen his fas fay M5 Ua» Uy UY in der Verbindung 
tfp—Uof,, Usf,—Uf3, %f,—uUp.f, enthalt. Ist die Transformation in 
dieser Weise hergestellt, so hat A die Form (ruf)"—*. Ersetzt man 
dann die aus wu und f gebildeten Unterdeterminanten durch y,, y., y3, 
so erhailt man die Form r”—?, welche, =O gesetzt, eine Curve (m —2)'r 
Ordnung darstellt. Diese Curve wird von der Linie f, in Punkten ge- 
schnitten, bei welchen das Product der Gleichungen (ruf)"—? = 0 ist, 
also in Seunstien Punkten, wie a,”. 


Wir wollen zunichst den Ausdruck A finden, d. h. (auf)" in einer 
passenden Weise transformiren. Ich ersetze demgemiss in 1 Factor 
(auf) die Coordinaten der Tangente, d. i. f,, f;, f; durch die ihnen 
gleichen symbolischen Ausdriicke b"—'b,, b2—'b,, b—‘b, und erhalte 
hierdurch 

(auf)" = (auf)"—'b2—!(aub) = p 


Vertauscht man hierin a mit b und addirt das durch diese Ver- 
tauschung sich ergebende Resultat zu p, so erhilt man: 


2 p = (aub)[b2—' (auf)"-'— az—!(buf)"—"] 
= (aub) (b.(auf)—a,(buf)] (b™—* (auf)"-?+ 62-3 (auf)"—%a,(buf)+-- 
+an—*(buf)"-*]. 
Benutzt man hierin die bekannte Identitit 
bz (auf) = az(buf) + f2(aub) + uz (bf), 
welche, da x Beriihrungspunkt der Tangente f,, also /, = 0 ist, tiber- 
geht in 
bz (auf) = az (buf) + uz(ab/), 


so bekommt man 
2p —twe(aub) (abf) [b2-*(auf)*-*-+ bx—9(aufy'— ag (buf) + 
fb az—*Qufy—]. 


Der erhaltene Ausdruck enthalt wu, als Factor. Es handelt sich 
nun darum, einen weiteren Factor u, abzusondern. Ich ersetze zu 
“ esem Zwecke wieder in einem der symbolischen Factoren die Coor- 
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dinaten f,, /2, f, durch ihnen gleiche symbolische Ausdriicke, und zwar 
ersetze ich diessmal in (abf) die Coordinaten f,, f,, f; durch c*—‘e,, 
en—1t¢,, e®—1¢,. Diese Coordinatenersetzung nehme ich in (abf) und 
nicht in (auf) oder (buf) vor, um im Resultate die gewiinschten 
nm — 2 Factoren von der Form (auf) zu behalten. 

Ersetzt man in (abf) die Coordinaten f,, f,, f; durch ¢”—'¢,) 
c™—1e,, e®—1e,, so folgt 


2 p = uz (abu)cn—!(abc) [b"—? (auf)"—?-+ b2—3(auf)"—sa,(buf)+-- 
-baz-*(buf-3)- 


Ersetzt man die Unterdeterminanten (wf) durch die aus u, = 0, 
f, = folgenden Werthe y,, y., ys, so ergiebt sich: 


2p = u,(aub)c™—! (abe) [b™—2a"—2?+b"—-Sa"—Sa,b,+---ar—*b"—*). 
x 2 y x y Y x y 


In diesem Ausdrucke sind in jedem folgenden Gliede die Expo- 
nenten von b, und a, um 1 geringer, dagegen diejenigen von a, und 
b, um 1 hoéher, als in dem jedesmaligen vorhergehenden Gliede. Ferner 
haben in jedem Gliede die Exponenten von a, und b, die Summe 
n — 2, ebenso die Exponenten von a, und 6, die Summe n—2. Hier- 
nach kann man 2» auf folgende Art ausdriicken: 

2 p = uz(abc)(aub)er—! e.J fee a,*b). 

Hierin ist nun noch ein wiliiins Factor uw, abzusondern. Zu 
einem solchen Factor wird man durch passende Vertauschung der Buch- 
staben a, 6, c und andere einfachen Operationen der symbolischen 
Rechnung gelangen. Bei der Vertauschung der Buchstaben a, b, c 
unter sich iindert sich der Ausdruck a,b,c,, ebenso a,b,c, nicht. Ich 
werde moglichst viele Factoren a,b,c, und a,b,c, in 2p zu erlangen 
suchen, so dass, abgesehen von diesen Factoren, in 2 p immer niederere 
Potenzen von x und y auftreten. Zu diesem Zwecke verringere ich in 
2p die Exponenten derjenigen Gréssen az, bx, Cx, dy, by, Cy, welche 
in héchster Potenz vorhanden sind, und vermehre die Exponenten der 
in geringerer Potenz vorkommenden Grdossen. 

Der Exponent von c”—! ist grésser, als diejenigen von a, und 
b.; ferner treten a, und b, in hdherer Potenz auf als c,. Desshalb 
suche ich 2p so zu transformiren, dass Factoren a, bz c, gewonnen 
werden. 

Allgemein sei 

2 Pu = afbKcKu,(abe)(aub)er—1-* = athe axb). 
x+-h—n—2— 

Wendet man hierin die bekannte Identitat 


Cz(aub) = a,(cub) + uz (acb) + bz (auc) 


























an, so folgt: 
2p. = te a! bY ch (abe)er—*—" [uz (ach) +-az (cud) +b, (ewe), = ontey . 

Der erste Theil (I) dieses -Ausdrucks enthilt den gewiinschten 
Factor u,?. 


(1T) = — u,Patbech(abect-2-# LF a*b*a*a?. 
2-2 9 x shiend-p * a9 9 


an 


Umzuformen ist nun noch der zweite Theil: 
(IT) = u,a“bech(abe)es—*—-#a, (cub) 2 atb*a*bi 
ee ow = x4i=n-2—p * ida tii 
und der dritte Theil: 
(IT) = u,atbuecw(abe)ces—?-“b, (auc) LX a*db*a*b?. 
= 2 x+id=—n—2—u sell ali ds. 
(II) und (IIT) lassen sich zusammenziehen, wenn man in (II) das 


Glied fiir x —0 und in (III) das Glied fiit 4 — 0 ausscheidet. Nim- 
lich in (II) hat das Glied fiir x —0O den Werth 


O, = u,ak buch (abc) cx—*—HKa,(cub)an—?—“bn—2—#, 
Fiir 4 = 0 in (II) ergiebt sich 
Yu = Urahbich (abc)cr—*—" b, (auc)be—?—“an—2—« , 


Durch Vertauschung von a mit b geht 0, in y, iiber, folglich 
Dn = Yu- 

Nach Ausscheidung von 4, enthilt (II) bloss noch Glieder von 
*==1an. Alle diese Glieder enthalten dann den gemeinschaftlichen 
Factor b,a,. Setzt man denselben vor die Summe, so ist x + 4 nicht 
mehr = n — 2 — pw, sondern = n — 3 — w zu setzen. 

Hiernach ist 

(II) = 4, + u2ah bech(abc)er—?-“a,(cub)bsa, 2 abeaxd?: 
- x+A=—n—3—u 

In (III) bleiben nach Ausscheidung von y, bloss noch Glieder von 
4 = 1 an; alle diese Glieder enthalten den gemeinschaftlichen Factor 
a,b,, welchen ich vor die Summe setze. Statt x+A4—=—n—2—wp 
ist dann wieder zu schreiben x + 4 = n — 3 — pu, folglich 


(ID) = 7. + usah bch (abe)er—?- "bz (auc) az y 2 we bza*b} 
also 


(1) + (TIT) = 26, + uzatt* batt co (abe) cn?" [ay (cub) +b, (auc)] = aibzaxb} . 
. x+i4=n—3—e : 





Nach bekannter Identitat 


a,(cub) = ¢,(aub) + u,(cab) + b, (cua) 
ergiebt sich, da u, = (uuf) = 0, 
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ay (cub) = ¢,(aub) + b, (cua) = ¢,(aub) — by (ane), 
folglich : 
(II) + (TL) = 26), uz ant but! ont (abe) en—*-" (aub) 2 abbzaxb?. 


x+4-2—=n—-3— ni 





Dieser Ausdruck ist aber = 20, + 2pu4:. Mithin ist: 
2 pu = T) + 20 + 2 Pups. 
2 »—1 Vverschwindet, also: 
fu=n—2 “u=n—2 a=n—2 e=n—2 
22 p= 2 (I+2 FO.4+2 Zp 
“0 “=0 a=0 eal 
also: 
u=n—2 fo=n—2 
29 = z (+2 = é,. 
u=0 “e=0 


Wie oben gefunden, ist: 


“=n—2 a—n—2 
2 2 Oy=2 2X uz,arbich (abejer—?—"a,(cub)ar—?- ee 
a0 “=O 
= 2u,a*—\(abe) (cub). = “bgeg— op bet 
bene 
= 2u,a"~!(abe) (cub) z becrc*bi, 
’ x+i=n—2 y 


Vertauscht man hierin a mit ¢ so folgt: 


an—2 
2 5 Oy = — 2u,(abe)(aub)em—! ZL atbta*di. 
u=0 ; . x+i—n—2 M2 7 ee 
Dieser Ausdruck 
— 4p ? 
folglich: 
“n—2 
op = (1) — 4p 
“= 
=n—2 u=n—2 
tom Ss (Ih)—= 2 (-2 Pal beet (abe) ot F eee axb}) 
a=0 uo x-+i=n—2—" O22 . 
=—wu%(abe)? 2 ween eres 2-“albeaxb} 
ed en— 
== — u?(abc)? z= altebeteorttardiet 
- x+A-+-u=n—-2 


Diese Gleichung ist, wenn man fiir die y ihre Werthe, nimlich 
die aus u und f gebildeten Determinanten einfiihrt, das gesuchte Pro- 
duct der Gleichungen der Schnittpunkte der Tangente mit der Curve. 

Der erhaltene Ausdruck enthilt «,? als Factor; dieser Factor driickt, 
wie oben erwihnt, aus, dass zwei von den Schnittpunkten der Tan- 
gente mit der Curve im Punkte x zusammenfallen, d. h. in # beriihrt 
die Tangente die Curve. 
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Ausser den beiden in x zusammenfallenden Schnittpunkten hat die 
Tangente f, =O mit der Curve nm" Ordnung noch » — 2 Schnitt- 
punkte y gemein. Der fiir 6 p erhaltene Werth enthiilt ausser dem 
Factor u,? noch den Ausdruck: 


(abe)? ZF atte het cxt gx hb? ce; 
ehh wn—2 nS i 


derselbe ist (n — 2)'*" Grades in y; ich bezeichne ihn mit tie 


r™—? == () stellt eine Curve (nm — 2) Ordnung mit den Variabeln 
y dar. Jedem Punkte x der Curve entspricht also eine Curve (n— 2)! 
Ordnung r"—? = 0, rational in den Coefficienten und in zw, welche 
durch die » — 2 nicht in & liegenden Schnittpunkte der Tangente mit 
der Curve geht. 


Soll nun die Tangente /, = 0 eine Doppeltangente der Curve n'* 
Ordnung werden, so miissen ausser den beiden im Punkte « zusammen- 
fallenden Schnittpunkten der Tangente mit der Curve noch zwei von 
den iibrigen » — 2 Schnittpunkten zusammenfallen. Ist diess der Fall, 
so beriihrt die Tangente nicht nur die Curve n'* Ordnung, sondern 
auch die Curve r™—? =), weil die nicht in x liegenden » — 2 Schnitt- 
punkte auf der Curve r™—* == ( liegen. Zur Bestimmung der Doppel- 
tangenten der Curve n'** Ordnung muss man also die Bedingung dafiir 
aufstellen, dass die Tangente f, —0, welche die Curve im Punkte x 
berithrt, auch die Curve r*—? = 0 beriihrt. 


Die Bedingung dafiir, dass die Gerade u,—O die Curve r*~*=0 
beriihrt, ist die Gleichung der Curve. r”—? = 0 in Liniencoordinaten ; 
diese Gleichung sei 0 = 0. 


Die Coefficienten in © sind ganze Functionen von den Coefficien- 
ten in r¥~* und zwar vom Grade 2n —6. Nun ist 
r®—2=—(abc? LT aiteput*c*tiagxhicu 
y x-+-A-+-u=n—2 = 
vom (2 — 4)' Grade in 2; folglich sind die Coefficienten in 0 vom 
(2n — 6) (2 — 4)" Grade in zx. 
6 enthalt « im (n—2)(m-——3)'" Grade (weil von einem Punkte aus 
(m — 2)(m — 3) Tangenten an eine Curve (nm — 2)'" Ordnung gezogen 
werden kénnen). In unserm speciellen Falle soll f, Tangente der 
Curve r*—? = 0) sein. Die Coordinaten u,, «,, u, sind desshalb durch 
his fe» f, zu ersetzen, wodurch man eine Gleichung 2 = 0 erhiilt. 
Q = 0 ist die Gleichung derjenigen Curve, auf welcher ein Punkt 
x liegen muss, damit seine Tangente Doppeltangente wird. 
Q enthalt die Liniencoordinaten f,, /,, /, im (m — 2) (m — 3)tn 
Grade, und diese sind wieder vom (n — 1)'" Grade in x. Mithin ist 
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(m — 1) (m — 2) (n — 3) der Grad in x, soweit er von den Grdéssen 
fi» fo» fy der Gleichung Q = 0 herriihrt. 

Demnach besitzt Q den (n — 2)(n? — 9)" Grad in x, wovon die 
Coefficienten den Grad 2n—4, ferner die Liniencoordinaten den 
(n — 1)(n — 2)(n — 3)" Grad als Beitrag liefern. 

Die Schnittpunkte der gefundenen Curve Q =0 mit der Curve 
a" =( sind die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten der Curve az=0. 

Es mag nun noch zum Schlusse die Bestimmung der Anzahl der 
Doppeltangenten der Curve a® = 0 folgen. Die Curve Q=0 hat 
n(n — 2)(n? — 9) Schnittpunkte mit der Curve a® = 0 gemein. Jede 
Doppeltangente absorbirt zwei solcher Schnittpunkte x. Hiernach be- 
sitzt eine Curve n" Ordnung $”(n — 2) (n? — 9) Doppeltangenten. 


Giessen, im September 1873. 



































Bemerkung tiber die Abbildung einer gewissen Flache vierter 
Ordnung. 


Von W. Fraum in Tisincen. 


Ein interessantes Beispiel einer’ Fliiche vierter Ordnung mit einer 
Doppelgeraden liefert die Complexfliiche vierter Ordnung und Classe, 
deren Herr Klein in einer Note (diese Ann. Bd. II) erwiihnt hat. 
Einen andern bemerkenswerthen Fall bietet diese Fliiche dar, wenn sie 
nur vier Knotenpunkte enthilt, welche nicht in einer Ebene liegen. Dann 
sind auf derselben noch 36 Kegelschnitte und nur vier Paare gerader 
Linien vorhanden, aber ausser der Abbildung von Clebsch findet eine 
andere statt, bei der die Abbildungsfunctionen von der fiinften Ordnung 
sind, bei der acht einfache, ein doppelter und ein dreifacher Funda- 
mentalpunkt vorhanden sind, und welche vermittelt wird durch einen 
willkiihrlichen Kegelschnitt der Schaar nebst einem Biischel von Raum- 
eurven dritter Ordnung auf der Fliche. Auf diese Abbildung wird man 
sofort gefiihrt, indem man die Gleichung dieser Fliiche aufsucht. 

Drei Flichen zweiter Ordnung, welche die Doppelgerade und die 
vier Knotenpunkte enthalten, haben weitere Punkte nicht gemein. 
Zwei derselben, etwa , w, schneiden sich ausser in der Doppelgera- 
den @ noch in einer Raumcurve dritter Ordnung C,, welche « in zwei 
Punkten begegnet. Letztere Curve hat also 12 Punkte mit der Fliache 
(F,) gemein, die beiden zuletzt erwihnten und die vier Knotenpunkte, 
welche aber alle doppelt zu rechnen sind. Jede Fliche » + uw ent- 
halt C, und schneidet offenbar noch eine weitere C,’ aus F'; aus, welche 
ebenfalls die vier Knotenpunkte enthalten muss. Den Factor uw kann 
man (auf eine Weise) so bestimmen, dass C, durch einen beliebigen 
Punkt von F, geht. Liisst man nun diesen Punkt unendlich nahe an 
die Curve C, heranriicken, so fallen beim Uebergange zur Grenze beide 
Curven zusammen, oder m + wy = © beriihrt die Fliche F, lings einer 
Raumcurve dritter Ordnung; es muss also méglich sein, die Gleichung 
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F,=0 mit Hilfe von © = 0 in die Form eines vollstiindigen Quadrats 
zu bringen, oder es wird *) 
F,= Y¥?— 09,. 
Ist daher die Doppelgerade der Schnitt der Ebenen p = 0, q = 0, 


so enthalten die Flichen zweiter Ordnung ,,®, ¥ alle die Gerade 
p =0, ¢=O0 und es wird schliesslich F, von der Form 


(1) F, = (pa + qa’) (pb + qb’) —(pe+ae'), 

wo p, q, a, a’, b, b’, c, ec lineare Functionen der Coordinaten a, --- x, 

| sind. 
Die Fliichen zweiter Ordnung, welche lings der erwihnten Cur- 

ven dritter Ordnung beriihren, bilden die Schaar 


(pa + qa’) +2u(pe+ qe’) + uw (pb+ qb’) =0, 
wo w einen verinderlichen Parameter bedeuten soll. 
Auch die Regelfliche: 
A, A, = 4 (ab — ec”) (a’b’ — c’*) — (ab’ + a’'b — 2 ec’) = 0 


beriihrt offenbar die Fliche J’, und man beweist leicht, dass sie von 

_ den vier Ebenen durch je drei der Knotenpunkte lings eines Kegel- 3 

schnitts beriihrt wird. Uebrigens ist die Classe unserer Fliiche = 8. 

Indem wir jetzt zur Abbildung der Fliiche tibergehen, nehmen 

wir als Fundamentaltetraeder der Coordinatenbestimmung dasjenige der 
vier Knotenpunkte und als Gleichungen der Doppelgeraden: 


Hy + t+ % +4, =—0, 
Pi % + Po Ly + pPyks + ppt, =O. 
Die allgemeinste Gleichung einer Fliche zweiter Ordnung, welche 
diese und die Knotenpunkte enthilt, ist dann: 


(pA gE gH y) (Ay Py My P + Fy Py Xy)— (Dy LPs Fy Xy) (Ay LF - yy) 
= LL aja, (a; — ax) (pi— xs) = (1, KH — 1, 2, 3, 4) 
| % 0 00 1 a, | 
hae sa ; 
=l0 0 eat a, | =) 9. % 
}1:11100 . 
| Pi P2 Ps Py 9 O | ¥ 


*) Sind w, v, w quadratische Ausdriicke in 2, %- - 2%, so kann offenbar 
jede Gleichung, welche in uw, v, w homogen und quadratisch ist, in die Form ge- 
bracht werden: ¥Y? — ®®, = 0, wie man sofort sieht, indem man zuniichst wu, v, w 
Mathematische Annalen, VII, 33 
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Mithin wird die Gleichung unserer Fliche F,, - 
. 2 
(2) OG) -G) =9, 
welche sich ohne Weiteres in folgende drei zerlegen liisst 
Spx +ALax—O0, 
(2°) 2 appx; + AL a4; + w (Le; pix; + ALE; 2;) = 0, 
2 6 pe + ALE; 4+ w(Sb pax; + A4Lb;x2;) =0, 































oder: 
2x; (pi +4) =—0, 
24; (pi + 4) (a+ ue) =0, 
24; (pi + A) (4: + wd) = 0, 
Die Auflésung ergiebt 
Ox, = (p, + 4) (ps + 4) (py + 4) A,, 
QL, = (py + 4) (ps + 4) (My + 4) AD, 
Qt; = (p, + 4) (p. + 4) (yy + 4) A; 
ox, = (p, + 4) (p, +4) (ps + 4) A, 
wo die A die aus dem System 
| 1 1 1 1 
la, ue, a+ uc, ast uc, a+ ee) 
he tub, &+ub, e+ubs c+ 4b, | 


mit Auslassung von je einer Vertikalreihe gebildeten Determinanten 


(3) 


bedeuten. Diese Form zeigt, indem man : , & fiir A, w setzt, sofort 
v v 


das Vorhandensein eines dreifachen Fundamentalpunktes (4 = 0, v = 0) 
und einer doppelten (u = 0, v = 0), sowie acht einfacher, welche auf 
vier Geraden durch den dreifachen Fundamentalpunkt liegen. Diesen 
vier Geraden entsprechen auf der Fliche die vier Knotenpunkte, jedem 
Punkte einer solchen eine durch den entsprechenden Knotenpunkt 
gehende Richtung. Ebenso entspricht der Geraden v = O auf der 
Fliche ein einzelner fester Punkt. 

Die Gleichungen (2*) beweisen, dass die Abbildung vermittelt wird 
durch die Schaar der oben erwiihnten Raumcurven dritter Ordnung 
und einen Ebenenbiischel durch die Doppelgerade, dessen Ebenen jede 
Curve noch in einem Punkte schneiden. 

Dem doppelten Fundamentalpunkte entspricht ein Kegelschnitt 
der durch die Ebenen des Biischels bestimmten Schaar, dem dreifachen 





als Dreieckscoordinaten in der Ebene annimmt. (Cayley, Quarterly Journal 
Bd. X und XI.) 
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eine rationale Raumcurve von der mehrfach erwihnten Art, und der 
Punkt der Fliche, welcher der Geraden v = 0 entspricht, ist eben der 
beiden gemeinsame Punkt. 

Die Geraden eines Paares liegen auf der Fliche in einer Ebene, 
welche durch die Doppelgerade und einen der vier Knotenpunkte geht, 
sie bilden sich ab als zwei einfache Fundamentalpunkte, welche mit 
dem dreifachen in einer Geraden liegen. Ausser den durch die 4 >< 2 
einfachen Fundamentalpunkte abgebildeten vier Paaren giebt es keine 
Geraden auf der Fliiche. Acht Kegelschnitte liegen in den vier Ebe- 
nen des Tetraeders der Knotenpunkte; je zwei zusammengehérige wer- 4 
den abgebildet durch drei Gerade, welche den dreifachen Fundamental- = 
punkt mit sechs einfachen verbinden, und durch das Geradenpaar, “4 
welches das iibrigbleibende Paar einfacher Fundamentalpunkte mit dem 3 
doppelten verbindet. Achtundzwanzig weitere Kegelschnitte liegen auf : 
der Fliche, von denen je zwei sich zu einem ebenen Schnitte ergiin- 
zen. Hin solches Paar wird abgebildet durch zwei Kegelschnitte, deren 4 
jeder drei einfache Fundamentalpunkte, sowie den doppelten und den a 
dreifachen enthilt. Die Kegelschnittschaar wird abgebildet durch einen 
Strahlbiischel, dessen Centrum der dreifache Fundamentalpunkt ist. 

Die Discussion der iibrigen Curven auf der Fliche mége iibergangen 

werden. Die niedrigste Abbildung erhilt man aus der erwiihnten, in- ; 
dem man mittelst Cremona’scher Transformationen die Abbildungs- - 3 
functionen auf den vierten Grad reducirt. Als Transformationscurven 
werden Kegelschnitte angewendet, welche durch den doppelten, den 
dreifachen, und einen beliebigen der einfachen Fundamentalpunkte 

gehen. 

Abbildung der Doppelgeraden. Kin Ebenenbiischel durch die Doppel- 
gerade hat die Gleichung: 


{pit +O0L7—O0. 





























Setzt man die Werthe von a; in 4, uw, v ein, so zerfallt das Resultat 3 

in den Factor: 64 — v und in den anderen: 2 
P; Pr Ps Py EP. 
1 1 1 1 


(vp A)( ay + wey) (UpPy+A)( ay Mey) (vpy+A)( a3 wes) (Upy+A4)( ay wey) 
(yp, A) (va, + He) (Vpy+ A) (va,+4 Wey) (Vps-+-A) (Vas MCs) (Ypy+-A) (Vay wey) 


und dieser, gleich Null gesetzt, stellt die Abbildung der Doppelgera- 
den dar. ‘Sie ist also eine Curve vierter Ordnung mit zwei Doppel- 
punkten im doppelten und im dreifachen Fundamentalpunkte, welche 

durch die anderen acht Fundamentalpunkte je einmal hindurehgeht. 
Mit Hiilfe eines Kegelschnittbiischels kann man leicht beliebig 
viele solche Punktepaare der Abbildung auffinden, welche die einzelnen 
’ : 33* 
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Punkte der Doppelgeraden abbilden. Fiihrt man die von der Abbil- 
dungscurve herriihrenden elliptischen Integrale erster Gattung mit ge- 
hérig bestimmten unteren Grenzen ein, so hat man, wenn J, -- - by 
die Integrale fiir die einfachen b, b’ beziehungsweise die Summen der 
beiden Integrale, welche den beiden Doppelpunkten zugehéren und u, v 
die Integrale eines Punktepaares sind, die Gleichung 


utv+3b+20'+6,+---+b,—5e, 
weil das Paar u,v auf der Abbildung unendlich vieler ebener Schnitte 
liegt; aber 
+h +b=c; b+b+b=c; 
b+b+b=c; b4b,+b=—c, 
b+--+b,—4ce—4b, 
u+v+2b'—b=c, 
b+b’'=c. 


W. Fraum. Ueber eine Fliche vierter Ordnung. 





daher 


ausserdem auch: 


Bestimmt man nun irgend zwei Punkte mit den Argumenten w’, v, 

welche der Gleichung 
u’+v’ =—2b'—bd, 
geniigen, so ist: 
uto+t+u’+o+d)+)'=2c. 

Die letzte Gleichung aber sagt aus, dass w, v mit den Punkten 
u’, v’ und den Doppelpunkten auf einem Kegelschnitte liegen, alle 
Punktepaare ‘sind mithin bestimmt durch den Schnitt der Abbildung 
mit dem Biischel der Kegelschnitte durch zwei Punkte wu’, »’ und die 
Doppelpunkte. 


Elmshorn, 18. Juli 1873. 






















































Der Feuerbach’sche Satz von den Berthrungskreisen des 
ebenen Dreiecks. 


Von H. Scuritrer zu Breswav. 


Der schéne Satz der Elementargeometrie: 

Die vier Kreise, welche die Seiten eines geradlinigen Dreiecks 

beriihren, werden selbst von ein und demselben Kreise beriihrt, 

welcher durch die Mitten der Dreiecksseiten geht, 
wurde von Feuerbach*) aus den berechneten Werthen der Radien 
und Mittelpunktsabstiinde jener beim Dreieck auftretenden Kreise ge- 
schlossen; Steiner erwihnt ihn an zwei Orten**), ohne ihn zu be- 
weisen. Die in neuerer Zeit gegebenen Beweise des Satzes***) gehen 
meist aus algebraisch-trigonometrischen Rechnungen hervor, deren 
Complication zur Eintachheit des Resultates in Widerspruch steht. 
Auch der in den Baltzer’schen Elementen mitgetheilte geometrische 
Beweis von Casey stiitzt sich auf algebraische Umformungen und ent- 
behrt trotz seiner scheinbaren Kiirze wesentlich der Anschaulichkeit. 
Ein synthetischer Beweis ist kiirzlich von Hrn. Lappey) gegeben . 
worden, der aus den Gesetzen der Kreisberiihrung hervorgeht. Trotz 4 
seiner Hinfachheit lisst er doch die eigentliche Natur der vollstindigen . 
hiebei in Betracht kommenden Figur nicht in dem Maasse hervortreten, 
dass der Feuerbach’sche Satz als eine natiirliche Folge der Eigen- 
schaften der Figur erschiene, indem z. B. die Beriihrungspunkte jener 
Kreise nicht zum Vorschein .kommen. Liner solchen Forderung ent- 
spricht mehr die von Hrn. C. W. Baurj+) ohne Beweis gegebene 
Construction der gemeinschaftlichen Tangenten jener sich beriihrenden 
Kreise; aber ein von Hrn, Schubert}}7}) hinzugefiigter Beweis der- 


i ul 


*) K, W. Feuerbach: EHigenschaften einiger merkwiirdigen Punkte des 
geradlinigen Dreiecks, Niirnberg 1822, 8S. 38. 

**) Annales de mathématiques p. J. D. Gergonne t. XIX. p. 86 und: ,,Die a 
geometrischen Constructionen etc. von J. Steiner, Berlin 1833, 8. 55. a 
***) Vgl. Baltzer’s Elemente der Mathematik Bd. II., 8. 92 und 8. 312. 

+) Borchardt’s Journal bd. 71, 8. 387. 
+t) Schlémilch’s Zeitschrift fiir Math. u. Phys, Jahrgang XII., 8. 354. 
yi7) Dieselbe Zeitschrift, Jahrg, XVI., 8. 83. 
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selben erfordert wiederum einen unverhiltnissmissigen Aufwand von 
Rechnung. 

Einen aus einer allgemeineren Auffassung des Satzes hervorgehen- 
den Beweis im Zusammenhange mit der Erweiterung derjenigen Eigen- 
schaften des Dreiecks, welche sich auf die sogenannten merkwiirdigen 
Punkte desselben beziehen, habe ich an einem andern Orte*) gegeben; 
doch ist derselbe nicht ganz elementarer Natur; er setzt vielmehr die 
Kenntniss der Theorie der Kegelschnitte voraus. 

Der in den folgenden Blittern enthaltene Beweis unterwirft die 
volistindige Figur der vier Beriihrungskreise eines Dreiecks einer 
niheren Untersuchung, wobei einige bisher nicht bemerkte Eigenschaf- 
ten derselben zum Vorschein kommen und fiihrt den Feuerbach’schen 
Satz auf den Satz von Ptolemius zuriick, jene bekannte Eigen- 
schaft des Kreisvierecks oder Bedingung dafiir, dass vier Punkte auf 
einem Kreise liegen. Insofern diese algebraischer Natur ist, ist es 
allerdings auch unser Beweis des Feuerbach’schen Satzes. Alle 
iibrigen Lagen- und Gréssen-Verhiiltnisse ergeben sich aber in un- 
gezwungener Weise aus unmittelbarer Anschauung der Figur und fiih- 
ren mit einer gewissen naturgemiissen Nothwendigkeit zu dem Feuer- 
bach’'schen Satze. Eine weitere Betrachtung der interessanten Figur 
eréffnet dem Liebhaber elementar-geometrischer Forschung ein empfeh- 
lenswerthes Feld fiir dieselbe und verspricht noch manches neue Re- 
sultat. 


1. Einem ebenen Dreieck ABC, dessen Seiten 
BC=a CA=b AB=c 


bezeichnet werden (siehe die Figur**)) lassen sich vier Kreise mm, m, mz, 
einschreiben, welche die Dreiecksseiten beriihren; der eine m liegt 
innerhalb des Dreiecks, die drei andern m,m,m, ausserhalb desselben 
und jeder der letzteren beriihrt nur eine Dreiecksseite zwischen den 
Ecken, die beiden andern in ihren Verliingerungen, nimlich: 


m, beriihrt die Seite a@ zwischen den Ecken des Dreiecks 


My » ” ”? b ? 
ms, 


”? ”? ”? ”? 


” ” » © ” ” ” ” ” 


Fassen wir die vollstiindige Figur dieser vier Kreise mm,m,m, 
in’s Auge, so lassen sich dieselben in 6 Paare je zweier ordnen; jedes 


*) Borchardt’s Journal Bd. 68. S. 208. 
**) Die Figur enthilt nicht alle im Texte eingefiihrten Buchstaben; die fehlen- 
den sind absichtlich weggelassen, um die Auffassung der Figur zu erleichtern und 
kénnen ohne Miihe vom Leser hinzugedacht werden. 
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Paar hat die drei Seiten des Dreiecks zu drei gemeinschaftlichen Tan- 
genten, mithin noch eine vierte gemeinschaftliche Tangente. Diese 
6 vierten gemeinschaftlichen Tangenten treten dreimal als iussere, 
dreimal als innere auf und laufen dreimal paarweise (je eine iussere 










\ 











mit einer inneren) parallel. Denn die vier gemeinschaftlichen Tan- 
genten zweier Kreise bilden allemal ein symmetrisches Vierseit mit 
paarweise gleichen Seiten; nun sind die Dreiecksseiten 6 und ¢ 
iiussere gem. Tang. fiir das Kreispaar m und m, 
innere ? ” ”? ”? ” Mo ” ms ° 





Die dritte Dreiecksseite a dagegen ist 
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innere gem. Tang. fiir das Kreispaar m und m, 


aussere ,, - eS ” My >, Ms, 


folglich schneidet die vierte (innere) gemeinschaftliche Tangente fiir 
das Kreispaar m und m, die Stiicke b und ¢ auf den Dreiecksseiten 
AC und AB verwechselt ab und ebenso-die vierte (iussere) gemein- 
schaftliche Tangente des Kreispaares m, und m, nach entgegengesetzter 
Richtung hin; folglich laiuft die letztere mit der ersteren parallel; es 
laufen also parallel: 


vierte (innere) gem. vierte (iussere) gem. 
Tang. d. Kreispaars: Tang. d. Kreispaars: 
m my, und My Ms, 


m Mm, » Ms M, 
m Ms - mM, My « 


Es ist auch leicht zu sehen, welchen drei Richtungen diese drei 
Tangentenpaare parallel laufen; denkt man sich die Héhen in dem 
Dreieck ABC gezogen und merkt die Fusspunkte derselben, so sind 
die Abschnitte auf zwei in einer Ecke zusammenstossenden Dreiecks- 
seiten von dieser Ecke bis zu den Hoéhenfusspunkten hin verwechselt 
den Seiten proportional gerade so, wie die von jenen zwei parallelen 
Tangenten gebildeten Abschnitte verwechselt die Seiten selbst sind; 
folglich laufen die obigen drei Tangentenpaare parallel den Seiten des 
Hohenfusspunkts-Dreiecks und wir haben folgenden Satz: 

Von den vier Kreisen, welche die Seiten eines ebenen Dreiecks be- 
riithren, haben je zwei noch eine vierte gemeinschaftliche Tangente, welche 
dreimal als dussere, dreimal als innere gemeinschaftliche Tangente auf- 
tritt; diese 6 Geraden laufen dreimal paarweise parallel mit den Seiten 
desjenigen Dreiecks, welches von den Hohenfusspunkten des urspriinglichen 
gebildet wird und zwar sind jedesmal eine dussere und eine innere ge- 
meinschaftliche Tangente parallel. 

2. Von nicht geringerem Interesse, als die gemeinschaftlichen 
Tangenten je zweier Kreise unseres Kreisquadrupels sind die Beriih- 
rungspunkte derselhen; diese zerfallen in zwei Gruppen: 1) die Beriih- 
rungspunkte der Kreise mit den urspriinglichen Dreiecksseiten (und 
deren Verlingerungen); 2) die Beriihrungspunkte der neuen 6 vierten 
gemeinschaftlichen Tangenten; zu jeder der beiden Gruppen gehéren 


12 Punkte und diese zweimal 12 Punkte ordnen sich zu Paaren in 
folgender Art: 


Die Dreiecksseite BC oder a werde beriihrt von den vier Kreisen 
MM, My Ms 
beziehungsweise in den Punkten 
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die Dreiecksseite CA oder b beziehungsweise in den Punkten 
bb 1 b, b, ; 
die Dreiecksseite AB oder c beziehungsweise in den Punkten 


€ Cy Cy Cy *). 





































*) Diese 12 Beriihrungspunkte bieten auch an sich eigenthiimliche Lagen- 
verhiiltnisse dar, welche wir, da sie zu dem eigentlichen Zweck, den wir im Auge 
haben, nicht nothwendig erértert zu werden brauchen, nur kurz angeben wollen. 
Diese 12 Beriihrungspunkte bilden vier den Beriihrungskreisen einbeschriebene 
Dreiecke 

abe 
My by 
Mig be Ce 
a3 bs C3, 


deren Seiten einander durchschneiden in 54 Punkten, welche sich in gewisse 
Gruppen vertheilen: . 
' Die vier Geraden: 
ab ay by tebe a3 bg 
bilden ein Rechteck, dessen Seiten parallel laufen den beiden Halbirwngslinien des 
Winkels C wnd dessen Ecken einerseits auf einem Kreise liegen, welcher AB zum : 
Durchmesser hat und anderseits auf den beiden Paaren von Halbirungsstrahlen der * 
Dreieckswinkel A und B. ® 
In ganz gleicher Weise bilden die vier Geraden: 
C byty bece bse 
ein zweites Rechteck wnd atta 
CX CyMy Cog Cgdg 
ein drittes Rechteck, dessen Ecken in gleicher Weise, wie oben angegeben, gelegen sind. 
Die 12 Ecken dieser drei Rechtecke erscheinen in anderer Weise gepaart als 
Grenzpunkte (Nullkreise) der sechs Kreisschaaren, welche durch je zwei der vier 
Bertihrungskreise bestimmt werden. (Zwei Kreise haben bekanntlich ein gemein- 
schaftliches Tripel conjugirter Punkte, von denen einer immer im Unendlichen, 
die beiden andern auf der Verbinaungslinie der Mittelpunkte liegen und diejeni- 
gen beiden ausgezeichneten Punkte sind, welche Grenzpunkte oder Nullkreise 
heissen und durch welche alle die beiden gegebenen rechtwinklig schneidenden 
‘ Kreise hindurchgehen.). Da sich die vier Kreise mm,m,.m, in sechs Paare ordnen 
j lassen und jedes Paar zwei Grenzpunkte liefert, so erhalten wir 12 solcher Punkte, E 
welche die Ecken der obigen drei Rechtecke sind. 
Rechnen wir noch die 6 unendlich-entfernten Schnittpunkte der Seiten dieser 
Rechtecke hinzu, so haben, wir in dieser ersten Gruppe 18 Punkte von den im 
Ganzen oben angegebenen 54 Punkten. 
Eine zweite Gruppe bilden die folgenden zwélf Schnittpunkte, welche in vier 
Quadrupel zerfallen. 
Die vier Schnittpunkte: 


(ab, ayc1) (ac, a6) (aebe, a3¢3) (a2C2, Agbs) 


liegen auf der durch A gehenden Hdhe des Dreiecks ABC. Die vier Schnitt- . 


punkte: . 
(Bc, Bema) (Ga, beta) (byey, byag) (b3¢3, by a4) 


liegen auf der durch B gehenden Hohe des Dreiecks ABC und endlich liegen die 
vier Schnittpunkte: ’ 
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Die beiden Kreise m und m, haben nun zwei fussere gemeinschaft- 
liche Tangenten, welche in den Punkten 6b, cc, und eine innere ge- 
meinschaftliche Tangente, welche in den Punkten a a, beriihrt; die 
vierte innere gemeinschaftliche Tangente wird daher den Kreis m in 
einem Punkte « und den Kreis m, in einem Punkte a, beriihren, so 
dass a und @, a, und @, symmetrisch liegende Punkte sind. Die 12 
Beriihrungspunkte der 6 neuen gemeinschaftlichen Tangenten ordnen 
sich in solcher Art fiir 


die Kreispaare Beriihrungspunkte 
mM rss see eee a ay 
m Mm, i A ee ee B B, 
mm Me. ie eS a Pe Se NS -* v V3 
M,M, +++ eee Gy ts 
Ms m Pep csene SF See SA Bs B, 
m, Ms s_ Os. @ ees « V1 V2 


und zu jedem deutschen Beriihrungspunkte wird ein bestimmter (sym- 
metrisch liegender) griechischer mit gleichem Index, d. h. auf demsel- 
ben Kreise zugehéren. 

Hiernach haben wir auf dem 


Kreise m drei neue Beriihrungspunkte « B y 


» MM, 5, ” ” ey By 71 
>. th » ” ” ty By 2 
) Ms 55 ” ” as B; 73 


oder in jedem der vier Kreise ein neues Dreieck, gebildet von diesen 
Beriihrungspunkten. Die Lage dieser vier neuen Dreiecke zu dem 
urspriinglichen Dreieck ABC ist eine sehr einfache; sie sind nimlich 
simmtlich mit demselben dhnlich und dhnlich-liegend. 

In der That die Dreiecksseiten AB und AC sind gleichartige ge- 
meinschaftliche Tangentenpaare (d. h. beide iiussere oder beide innere) 
nur fiir zwei Kreispaare, uiimlich fiir 

mm, und m, m,. 


Dagegen fiir die iibrigen vier Kreispaare ungleichartige gemeinschaft- 
liche Tangentenpaare und ein solches ungleichartiges Tangentenpaar 
bildet allemal dieselben Winkel miteinander, wie die beiden iibrig- 


(ca, Cybs) (Cb, Cys) (Crm, Cobe) (Cy by, Come) 
auf der durch C gehenden Hohe des Dreiecks ABC. 
Die iibrigen 24 Durchschnittspunkte, welche noch von den oben angegebenen 
54 Punkten iibrig bleiben, scheinen kein so einfaches Gesetz hinsichtlich ihrer 
Lage erkennen zu lassen. 
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bleibenden gemeinschaftlichen Tangenten, die natiirlich auch ungleich- 
artig sind; folglich bildet die dritte Dreiecksseite BC mit den vier 
Tangenten: 
B B, 
v Ys 
Bs B, 
V1 V2 A 
von denen je zwei einander parallel sind, gleiche Winkel (A). Da 7 
aber am Kreise m die ‘l'angente BC gleiche Winkel bildet mit den 
Tangenten in B und y, so liuft By parallel BC und der Beriihrungs- 
punkt a ist die Mitte des Bogens By; ebenso liuft ya parallel CA u. s. f. 
Bi 1, By 72, Bs73 parallel BC ete. 
Wir haben also folgenden Satz: 
Von den vier Kreisen, welche die Seiten eines ebenen Dreiecks be- 
riihren, haben je zwei noch eine vierte gemeinschaftliche Tangente, welche 
in je zwei Punkten die Kreise beriihrt; von den dadurch erhaltenen 
12 Beriihrungspunkten liegen auf jedem der vier Kreise drei und bilden 
je ein Dreieck, welches mit dem urspriinglichen dhnlich und dhnlich- 
liegend ist. 
Ferner haben wir die Lage der deutschen Beriihrungspunkte zu 
den griechischen als eine solche erkannt, dass auf dem Kreise m 


a gleich weit absteht von 6 und y 7 


by» ” ” ee MOR 
i ” ” » & » B 
und ebenso auf den drei iibrigen Kreisen, z. B. auf dem Kreise m, 
a, gleich weit ab von f, und y, u. s. f. 


In Bezug auf die perspectivisch-ihnliche Lage der Dreiecke af y, 
@: By 71) %By72, &,B,y; mit dem urspriinglichen Dreieck ABC bemer- 
ken wir noch (was aus der Lage der Kreise mm,m,m, zum Dreieck 
ABC folgt), dass die Dreieckspaare: 


a, B, y, und ABC 

ty By 7, 5 ABC 

as B73 » ABC 
in directer Lage, dagegen 

apy und ABC 
in inverser Lage ahnlich-liegend sich befinden; fassen wir dagegen die 
Mitten der Seiten des urspriinglichen Dreiecks auf: 


A, die Mitte von BC 4 
B, ” ” ” CA 
C; ”? ” 2 AB 
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so bilden A,B,C, ein neues, ‘ebenfalls dem urspriinglichen ahnliches 
und ahnlich-liegendes Dreieck, aber in inverser Lage; daher werden 
umgekehrt die Dreieckspaare: 


a, B,y, und A, B, C, 
@Bo¥. » A, B,C, 
a B,y; » A,B,C, 


in inverser Lage, dagegen 

apy und A, B,C, 
in directer Lage thnlich-liegend sich befinden. Wir wollen die per- 
spectivischen Centra dieser letzteren Dreieckspaare durch 7 7, T, T; 
bezeichnen, d. h. 


a A, BB, y C, treffen sich in T 
a, A, B, B, "1 C, ” ”» 9 T, 
at, A, B, B, mG » » 9» Le 
as A, By B, V3 C, iam 2» 69) T; 


und wir werden spiter (5) die nahe Beziehung erkennen, in welcher 
diese vier Punkte 77,7,7, zum Feuerbach’schen Satze stehen. 

3. Untersuchen wir jetzt die Lage, welche die 6 neuen vierten 
gemeinschaftlichen Tangenten zu den drei Seiten des urspriinglichen 
Dreiecks einnehmen. Hiezu miissen wir die Schnittpunkte jener Gera- 
den mit diesen in zweckmiissiger Weise bezeichnen. Von den 6 - 3 = 18 
Schnittpunkten, in welchen die 6 neuen Geraden von den drei Seiten 
des urspriinglichen Dreiecks getroffen werden, sondern sich sofort 6 ab, 
welche Aehnlichkeitspunkte der 6 Kreispaare sind, wihrend die iibrigen 
12 Schnittpunkte nicht Aehnlichkeitspunkte sind. Die Lage der erste- 
ren 6 Aehnlichkeitspunkte ist folgende: Sie zerfallen in drei fiussere 
und drei innere: 

A,, tiusserer Aehulichkeitspunkt des Kreispaars m, m, 


31 ” ” ” ” ms m, 


2 ”? ”? ”? ? m, Ms 


o: imnerer Aehnlichkeitspunkt des Kreispaars m m, 


aes 


2 ” ” ” ” m Mm, 


ss 


03 ”? ? ”? ” m ms . 
Nun liegen nach bekannten Siitzen der Kreistheorie: 
Aj, A, Ay; in einer Geraden 
Joi Jo Aj, ” ” ” 
Jo. Jos Ay; ” ” ” 
Jos Jo As, ”? ” ”? 
folglich lasst sich der Satz aussprechen: 
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Von den vier Kreisen, welche die Seiten eines ebenen Dreiecks be- 
riihren, haben je zwei eine Dreiecksecke zum Aehnlichkeitspunkt, also 
ausserdem noch einen zweiten Achnlichkeitspunkt. Diese 6 neuen Aehn- 
lichkeitspunkte zerfallen in drei dussere und drei innere und liegen zu 
je dreien auf vier geraden Linien, indem einmal die drei dusseren und 
dreimal ein dusserer mit zwei inneren Aehnlichkeitspunkten auf je einer 
Geraden liegt. 

Es bleiben uns die iibrigen 12 Schnittpunkte zu betrachten; diese 
erscheinen paarweise mit einer Dreiecksecke zusammengenommen als 
die Ecken von 6 neuen Dreiecken, welche mit dem urspriinglichen 
) ' congruent sind und jedesmal eine Ecke und die in derselben zusam- 
menstossenden zwei Seiten gemeinschaftlich haben, aber verwechselt 
und nach beiderlei entgegengesetzten Richtungen hin abgetragen, Die 


' 7 eee 
ee ee 


Dreiecksseite BC wird nun von den 6 vierten gemeinschaftlichen Tan- i 

genten in 6 Punkten getroffen, von denen zwei (J,, und A,,) als Al 
Aehnlichkeitspunkte bereits abgesondert sind; diese bilden ein Paar, E* 
indem iiberhaupt die sechs Schnittpunkte in drei Paare zerfallen nach a 


den drei Paaren von Parallelen, in welche die sechs vierten gemein- 
schaftlichen Tangenten zerfallen; das eine Paar besteht also aus zwei 
\ Aehnlichkeitspunkten; die beiden iibrigen Paare von Punkten, in wel- <3 


, ¢ chen BC getroften wird, erhalten wir durch die 
3 die vierte (innere) die vierte (iiussere) 
gem. Tang. des Kreispaars und gem. Tang. des Kreispaars 
, mM My mM, M, 
} 
: wir bezeichnen diese Schnittpunkte beziehlich durch 
bs 2 A, und A, 
. und zweitens durch 
die vierte (innere) die vierte (iussere) 
gem. Tang. des Kreispaars und gem. Tang. des Kreispaars 
m M. MM; My 5 


wir bezeichnen diese Schnittpunkte beziehlich durch 
A, und A’, 
so dass wir also auf der Geraden BC die vier Schnittpunkte: — 
A, A, A, A; 
haben, wobei die ungestrichenen auf eine innere, die gestrichenen auf 
eine fiussere vierte gemeinschaftliche Tangente sich beziehen. 





In gleicher Weise haben wir auf der Geraden CA die vier Schnitt- 


punkte : 
| BoB BaBd 


und auf der Geraden AB die vier Schnittpunkte: 
CiCa Gy Cy’ . 
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Diese zwélf Punkte gruppiren sich nun in folgender Weise zu 
den oben genannten 6 einander congruenten Dreiecken: 
ABC 
AB, Gi A, BC, A, B, C 
ABJC, ABC, ABC. 

Aus der Lage dieser Dreiecke zu einander erkennen wir unmittel- 
bar, wie sich die Abstiinde der neuen Punkte von einander durch die 
Dreiecksseiten abe ausdriicken, niimlich: 

a+b+c=A, A; = BB’ = CC; 
a+tb—ce=A, A; = BB, =C, 06, 
atc—b=A, A, = B, B, =C,C, 
b+c—a=A, A, = BB, =CC,. 

Die Mitten dieser 12 Strecken sind die 12 deutschen Beriihrungs- 
punkte (2) *). 

4. Die oben betrachteten 6 Aehnlichkeitspunkte 

Aj, Ags As; Joy Jor Jos » 
welche die Ecken eines vollstindigen Vierseits bilden, sind nichts an- 
deres, als die Schnittpunkte der drei Paare von Halbirungsstrahlen 
der Winkel und Nebenwinkel des urspriinglichen Dreiecks mit den 
gegeniiberliegenden Seiten desselben ; da sich bekanntlich die Abschnitte 
auf den Seiten, welche durch die Halbirungslinien der Winkel des 
Dreiecks gebildet werden, verhalten wie die anliegenden Seiten selbst, 








*) In gleicher Weise wie die gemeinschaftlichen ‘l'angenten kénnen wir 
auch die Potenzlinien der sechs Kreispaare unseres Quadrupels von Beriihrungs- 
kreisen aufsuchen und erkennen dann ein theilweise schon von Hrn. J. Lappe 
(a, a. O.) bemerktes Resultat, welches aber fiir den Feuerbach’schen Satz hier 
nicht verwerthet wird: 

Die vier Mittelpunkte mm,m,m, bilden ein besonderes vollstiindiges Viereck, 
welches man passend ein gleichseitig-hyperbolisches Viereck nennen kann, nimlich 
eine solche Gruppe von vier Punkten, dass jeder der Hiéhenpunkt des von den 
drei andern gebildeten Dreiecks ist und welche bekanntlich die Grundpunkte 
eines Biischels gleichseitiger Hyperbeln bilden. Das Diagonaldreieck dieses voll- 
stindigen Vierecks ist das urspriingliche Dreieck ABC, 

Die sechs Potenzlinien der Kreispaare wnseres Quadrupels von Beriihrungs- 
kreisen schneiden sich zu je dreien in vier Punkten (Potenzpunkten), welche eben- 
falls ein gleichseitig-hyperbolisches volistdéndiges Viereck bilden. Das Diugonal- 
dreieck desselben wird gebildet von den Mitten A,B,C, der Seiten des wrspriing- 
lichen Dreiecks. 

Die beiden, einerseits von den Mittelpunkten mm,m,m, und andererseits von 
den Potenzpunkten gebildeten gleichseitig-hyperbolischen Vierecke sind dhnlich und 
dihnlich-liegend ; sie haben den Schwerpunkt des Dreiecks ABC zu ihrem perspec- 
tivischen Centrum, befinden sich in inverse-tihnlicher Lage und verhalten sich in 
thren linearen Dimensionen = 1: 2, 
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so folgen unmittelbar die Werthe der Abstinde unserer Aehnlichkeits- 
punkte von den Ecken des Dreiecks. 

Nehmen wir das Dreieck allgemein als ein ungleichseitiges an und 
bezeichnen die Seiten nach der Grésse, so dass 


a>b>e 
ist, so ergeben sich folgende Werthe: 
AZ an oe ; Bly=—;F53 Cn = i 
BIy= 53 CIn—peei An = 5 
AA\, = Pind pi BAy= —s 5 CAs = Pia 
BA, = as, 5; CA, = ; ot. 3; AA, = te : 


Es liegen nun die drei Punkte 
Jo Toe Aj, 

in einer Geraden und es verhalten sich 

CJn ate _ CAs 

CJn = b+¢ CB,’ 
folglich wird die Verbindungslinie A; B;, mit dieser Aehnlichkeitslinie 
J, Jo. parallel laufen; ebenso verhalten sich 

BJy _a—b_ BA, 


BA, b+e Bo,’ 
folglich ist auch die Verbindungslinie A,C,’ mit derselben Aehnlich- 
keitslinie J,, A,, parallel, und endlich verhalten sich 
AJ _a—bv AB, 
AA, atc ACG,’ 
folglich liiuft auch die dritte Verbindungslinie B.C, mit der Aehn- 
lichkeitslinie J,,.A,, parallel; also laufen die drei Verbindungslinien 





(1) A,’ A.C; B, C, 
mit einander und mit der Aehnlichkeitslinie 
Joi Jon Aye 


parallel; in ganz derselben Weise erkennen wir, dass die Verbindungs- 
linien 
(2) B ly Ba A, Cu A; 
mit der Aehnlichkeitslinie : 
“ee ee To J Ay, 
und die Linien 
(3) or ly C, B A, BY 
mit der Aehnlichkeitslinie 
Tos Jor Ass 
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endlich die Linien 
(4) A, B, A, Ca B. C, 
mit der Aehnlichkeitslinie 




























A,, A,, Ay, 
parallel laufen; demgemiisss lisst sich folgender Satz aussprechen: 
Die zwilf Schnittpunkte: 
A, A; A.A; B,B/ BaBa CC, C,C; 


liegen viermal paarweise auf je drei Parallelstrahlen, welche selbst zu 
den Seiten desjenigen vollstindigen Vierseits parallel laufen, dessen Ecken 
die sechs Aehnlichkeitspunkte 

- Aj Ao, Asi dy Todos 
sind. 

Sehr einfacher Art ist auch das Verhiltniss, in welchem die 
Lingen dieser je drei parallelen Strecken zu einander stehen; da niim- 
lich BB, und CC, parallel Jaufen und sich wie c:b verhalten, da 
ferner BA, und CA, gleich gerichtet sind und ebenfalls sich wie 
e:b verhalten, so ist nicht nur B,' 4, mit C,' A, parallel, sondern sie 
verhalten sich auch wie c: 6; dasselbe Raisonnement gilt fiir alle iibri- 
gen Paare unserer parallelen Strecken und wir erhalten daher folgende 


Verhiltnisse : ? 
Bi Cy : Cy A? : As Be =a:b:e 
BC, : Cd A; : A, By =a:b:c¢ 
B.C; : Ci A, : Ay’ Be > a:b:e 


B.C; : Cy Ac : Ay Ba = a:rdb:c, 
d. h.: Bei jedem der vier Tripel von je drei parallelen Strecken zwi- 
schen den obigen zwilf Schnittpunkten verhalten sich die Liingen solcher 
drei parallelen Strecken zu einander wie die Seiten des wurspriinglichen 


Dreiecks. : 
5. Fassen wir eines von diesen vier Tripeln je dreier paralleler 
Strecken niiher ins Auge, z. B. ° 


BC, CzA, <A, Ba, 

und bemerken, dass der Beriihrungspunkt ¢, die Mitte ist zwischen 
den Punkten C, und C, (3), so wird eine durch ¢, zu der Richtung 
der drei Parallelen gezogene neue Parallele auch die Strecke A, B, 
halbiren miissen. Aus der symmetrischen Lage der vier gemeinschaft- 
lichen Tangenten der beiden Kreise m, und m, geht aber hervor, dass 
diese neue Parallele gleich ist und symmetrisch liegt mit der Verbin- 
dungslinie des Beriihrungspunktes y, und des Mittelpunktes C, der 
Dreiecksseite AB; folglich haben wir die Verhiiltnisse: 


ae. on or und ebenso Sm. Sts 


—_— 2 BC; ta? 
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oder auch 
£3: = sas und ebenso Oa = ao. 

Hieraus ergeben sich also die Verhiiltnisse: 
(1) a, A,: B, By: 7,C, = (b —e): (+ a): (a+ 5) 
und in ganz gleicher Weise die folgenden: 
(2) a, A, : BB, 7,0, =(b +0): (a—0): (a +0), 
(3) a, A, : B, By: y,C, = (b + €): (€ + a): (a — 5) 
und endlich: 
(4) aA,: BB: » C, = (b—c):(a—e):(a—D). 


Diese einfachen metrischen Verhiiltnisse beziehen sich auf die Lage 
des Mittendreiecks A,B,C, und der vier Dreiecke: 


ay By 
a, By YP, 
a, Bs Ys 
apy, 
von welchen wir oben (2) gesehen, dass sie siimmtlich mit A, B, C, 
iihnlich und iihnlich-liegend sind; da also die Dreiecke a,6,y, und 
A,B,C, tihnlich und ihnlich-liegend sind, mithin die Verbindungs- 
strahlen 
aA, BB, »,C, 
sich in einem Punkte 7 treffen, dem perspectivischen Centrum der 
beiden iihnlichen Figuren, so stehen auch die Strahlen 
aA, BB, 7,C, 
in demselben Verhiiltnisse zu einander, wie die Strahlen 
7,4, 7,B, 7,¢,, 
also verhalten sich auch 
T,A,:7,B,: 7,0, =(b—o6): (e+ 4): (a+ 5d); 
die Seiten des Mittendreiecks A,,C, verhalten sich aber zu einander 
B,C, :0,A,:4,B,=a:b:e¢ 
und bilden mit den vorigen drei Strahlen zusammen die sechs Seiten 
eines vollstiindigen Vierecks A,B,C, 7; wegen der vorhin ermittelten 
Verhiiltnisse hat aber die Identitit: 


a(b—c)+ce(a+b)=b (a+c) 
A,T,- B,C, + 6,7, - A,B, = B,T, - A,C, 
und dies sagt nach dem Satze von Ptolemius aus, dass die vier 
Punkte A, B,C, 7, auf einem Kreise liegen; aus gleichem Grunde lie- 


gen auch die vier Punkte @,6,y,7, auf einem Kreise (m,); der Punkt 
Mathematische Annalen. VII. 34 
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T, ist nun ein Aehnlichkeitspunkt der beiden den Dreiecken A, B, C, 
und «,8,y, umschriebenen Kreise, weil die Dreiecke ihnlich und aihn- 
lich-liegend sind; wenn aber ein Aehnlichkeitspunkt zweier Kreise auf 
diesen beiden Kreisen selbst liegt, so miissen sie sich offenbar in dem- 
selben beriihren. 

Der um das Mittendreieck A, B,C, gelegte Kreis M, beriihrt also 
den Kreis m, im Punkte 7, und in gleicher Weise folgt aus den Iden- 


titiiten : 
e(a+ b)+ b(a—c)=a(b+e) 
b(a+ec)+ce(a—b)=—a(b+e) 
a(b—e)+cec(a—b)=—b(a—oc), 
dass der Kreis M, auch die drei andern Beriihrungskreise m, m, und 
m in den Punkten 7,7, und 7 beriihrt, und aus der oben (2) hervor- 
gehobenen inversen oder directen Aehnlichkeitslage der Dreiecke a, 8, 7,, 
8.72, &,B,y,; und «By zum Dreieck A,B,C, folgt, dass die Kreise 
; M, und m, in 7, | 
= % « Fe 
M, , m» f, 
sich ausschliessend beriihren , 


M, aber m in T 
einschliessend beriihrt. 


Dies ist der Feuerbach’sche Satz, dessen Herleitung nun auch 
die Construction der Beriihrungspunkte und die geometrische Bedeu- 
tung derselben hervortreten liisst. 


Breslau, den 14. Januar 1874. 




















Nachtrag zu dem _ ,,zweiten Aufsatze tiber Nicht-Euklidische 
Geometrie“‘ (diese Annalen Bd. VI., 8. 112 ff.). 


Von Fenix Kiem in ERLANGEN. 


In dem in der Ueberschrift genannten Aufsatze behandelte ich 
neben anderen Fragen, zu denen die neueren Untersuchungen iiber 
Nicht-Euklidische Geometrie Anlass geben, insbesondere auch die, ob 
v. Staudt’s nur auf die Betrachtung sogenannter Lagenverhiiltnisse ge- 
griindeter Aufbau der projectivischen Geometrie vom Parallelenaxiome 
unabhiingig gemacht werden kénne. Ich hatte dabei Gelegenheit 
(vergl. daselbst § 5. des zweiten Theiles) eine (auch sonst bemerkte) 
Liicke in v. Staudt’s Betrachtungen zur Sprache zu bringen, die frei- 
lich keine niihere Beziehung zu der Frage nach dem Einflusse des 
Parallelenaxioms besitzt. Es handelt sich nimlich um den Nachweis, 
dass eine projectivische Beziehung zweier Grundgebilde erster Stufe 
vollkommen festgelegt ist, sowie man drei Paare entsprechender Ele- 
mente kennt. Nach der bei v. Staudt eingefiihrten Definition der pro- 
jectivischen Beziehung sind die unbegrenzt vielen Elemente, welche 
man auf den beiden Grundgebilden, bez. aus den drei gegebenen 
durch wiederholte Construction des vierten harmonischen Elementes 
ableiten kann, ohne Weiteres als entsprechend gesetzt. Von Staudt un- 
ternimmt es daher zu zeigen, dass diese unendlich vielen Elemente das 
Grundgebilde véllig iiberdecken und ihr Entsprechen deshalb das Ent- 
sprechen aller Elemente nach sich zieht. Dies Verfahren implicirt 
bereits cine Voraussetzung, die im Folgenden (§ 3.) noch weiter ge- 
kennzeichnet werden soll, niimlich die: dass es gestattet sei, aus dem 
Verhalten der jedenfalls discreten Reihe der harmonischen Elemente 
auf das Verhalten des ganzen continuirlichen Gebietes zu schliessen, 
dem sie angehéren. Aber die Liicke in v. Staudt’s Beweisgang, von 
der in meinem Aufsatze gehandelt wurde, betrifft den ersten Theil des 
von ihm eingeschlagenen Weges. Um zu zeigen, dass die harmoni- 
schen Elemente das Grundgebilde vdéllig iiberdecken, d. h. dass in 
jedem gegebenen Segmente des Grundgebildes Elemente legen, welche 
man, von drei beliebig gegebenen Elementen ausgehend, durch fortgesetate 

34* 
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Construction des vierten harmonischen Elementes wirklich erreichen kann, 
macht v. Staudt einfach darauf aufmerksam, dass die Reihe der harmo- 
nischen Elemente nicht plétzlich abbrechen kann. Aber es ist dadurch 
die Méglichkeit nicht ausgeschlossen, dass diese Reihe, obgleich un- 
begrenzt, doch in gewisse Segmente des Grundgebildes nicht eindringt, 
und der Beweis, der zu erbringen war, ist also noch unvollstindig. 


Dem gegeniiber glaubte ich in dem genannten ,zweiten Aufsatze 
tiber Nicht-Euklidische Geometrie“*) ausdriicklich folgende zwei Vor- 
aussetzungen einfiihren zu sollen, die freilich dort, wo tiberhaupt die 
ganze Frage mehr beiliiufig beriihrt wird, nicht mit der Bestimmtheit 
bezeichnet und auseinandergehalten sind, wie es hier geschehen soll. 
Ich verlangte zuniichst: 

Wenn auf einem Gebilde erster Stufe eine unendliche Reihe von 
Elementen gegeben ist, die in ein Segment des Gebildes nicht cindringt, 
so soll es gestattet sein, von einem Grenzelemente’, dem die [eihe zu- 
strebt, als einem villig bestimmten Elemente zu sprechen. 

Sodann aber insonderheit mit Bezug auf die Reihe der harmoni- 
schen Elemente: 

Sollten in der Reihe der harmonischen Elemente solche Grenzelemente 
auftreten**), so diirfen sie der Reihe zugezihlt werden. 

Dass man unter Annahme dieser Voraussetzungen durch geeignete 
Fortsetzung der Reihe der harmonischen Elemente in jedes Segment 
hineingelangen kann, beweist man genau so, wie v. Staudt die Unmég- 
lichkeit eines plétzlichen Abbrechens der Reihe zeigt. Es geniigt 
namlich, daran zu erinnern, dass das zu drei getrennten Elementen 
harmonische vierte Element mit keinem der drei Elemente zusammen- 
fallt, und, je nach der Anordnung, die man den drei Elementen er- 
theilen mag, einem jeden der drei Segmente angehért, in welche das 
Grundgebilde durch die drei Elemente getheilt wird. 

Aber andererseits ist auch die oben bezeichnete zweite Frage be- 
reits erledigt, die sich darauf bezieht, ob man aus dem Entsprechen 
der harmonischen Elemente auf das Entsprechen der iibrigen Elemente 


*) In ganz iihnlicher Weise beriihrte ich diese Frage bereits in einer Mit- 
theilung an die Géttinger Societiit, vgl. Gittinger Nachrichten, 1871, S. 290. 
**) Ob solche Elemente wirklich auftreten oder nicht, hiingt von der Art und 


Weise ab, vermége deren man die harmonischen Elemente fortsetzt, was auf 


sehr mannigfache Weise geschehen kann, weil immer drei beliebige Elemente 
unter den schon construirten zur weiteren Construction verwandt werden kénnen. 
Im Texte soll nicht gezeigt werden, dass soleche Elemente iiberhaupt nicht auf- 
treten, wenn man die Reihe der harmonischen Elemente in bestimmter Weise 
unendlich fortsetzt, sondern nur, dass sie jedesmal wieder itiberschritten werden 
kénnen, wenn man die Art der Fortsetzung iindert, und dass sie also fiir die Ge- 
sammtheit der harmonischen Elemente keine Grenze constituiren. 
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schliessen kann. Man wird nimlich auf Grund unserer ersten Voraus- 
setzung jedes Element als Grenzelement einer unendlichen Reihe har- 
monischer Elemente auffassen kénnen*), und, gemass der zweiten Vor- 
aussetzung, demjenigen Elemente entsprechend setzen, welches auf dem 
anderen Grundgebilde durch den naimlichen Grenzprocess definirt wird. 


Nach Verdffentlichung meines Aufsatzes erhielt ich eben mit Be- 
zug auf diese Ueberlegungen Zuschriften von den Herren G. Cantor, 
Liiroth und Zeuthen, und ich verdanke es hauptsiichlich der Cor- 
respondenz mit diesen Herren, wenn ich in der gegenwirtigen Mit- 
theilung in der Lage bin, den Gegenstand, um den es sich handelt, 
sehr viel deutlicher zu bezeichnen, als ich es damals gethan hatte. 
Insbesondere haben mir die Herren Liiroth und Zeuthen unabhingig 
von einander einen Beweis mitgetheilt, vermége dessen es gelingt, 
auch ohne Einfiihrung der zweiten oben genannten Voraussetzung zu 
beweisen, dass man mit der Reihe der harmonischen Elemente in jedes 
Segment des Grundgebildes eindringen kann. Es benutzt dieser Beweis 
den (oben schon in einer Note hervorgehobenen) Umstand, dass die 
Keihe der harmonischen Elemente, weil immer drei beliebige der be- 
reits construirten zur Construction verwandt werden diirfen, in sehr 
mannigfacher Weise fortgesetzt werden kann. Ich werde weiter unten 
($ 2.) diesen Beweis, durch dessen Mittheilung der gegenwiirtige Nach- 
trag zu meinem friiheren Aufsatze wesentlich veranlasst ist, in Herrn 
Zeuthen’s Darstellung**) geben. Durch ihn wird also die zweite 
oben aufgestellte Voraussetzung zuniichst iiberfliissig; sie tritt erst 
wieder ein, wenn es sich darum handelt, aus dem Entsprechen der 
harmonischen Elemente auf das Entsprechen aller Elemente zu schliessen. 
Sie kann dann, worauf mich besonders Hr. Liiroth aufmerksam ge- 
macht hat, durch verschiedene iiquivalente ersetzt werden. Der dritte 
Paragraph des Folgenden mag diesen Betrachtungen gewidmet sein. 
Ich wende mich zuniichst dazu, die erste oben eingefiihrte Voraus- 
setzung noch niher zu bezeichnen und ihren Zusammenhang mit ahn- 
lichen Voraussetzungen, die in der gewdhnlichen (metrischen) Geo- 
metrie néthig sind, darzulegen. 


*) Dies sollte eigentlich explicite bewiesen werden. Ich glaube die betref- 
fenden Ueberlegungen hier aber um so mehr unterdriicken zu kénnen, als das 
Operiren mit Wiirfen, wie zu diesem Zwecke systematisch wiirde untersucht wer- 
den miissen, von Hrn. Liiroth neuerdings eine griindliche Darstellung erfahren 
hat (Géttinger Nachrichten Nov. 1873). 


**) Hr. Liiroth hatte bei seinen Ueberlegungen im Wesentlichen dieselben 
Momente benutzt. 








F. Krer. 


$ 1. 


Von der Stetigkeit der Gebilde in der projectivischen Geometrie. 


Was man in der gewohnlichen Geometrie meint, wenn man sagt, 
irgend ein Gebilde erster Stufe, also etwa eine Punktreihe, sei sfetig, 
ist neuerdings von verschiedenen Seiten her mit besonderer Schiirfe 
auseinander gesetzt worden*). Man legt durch die Forderung der 
Stetigkeit dem betreffenden Gebilde eben dieselbe Eigenschaft bei, die 
durch unsere erste Voraussetzung (welche sich in ganz iihnlicher Form 
in den Schriften von G. Cantor und Dedekind findet**)) formulirt ist. 
Der Unterschied ist nur der, dass wir diese Voraussetzung ausdriick- 
lich auch in die projectivische Geometrie einfiihren. Wir kénnen also 
auch folgendermassen sagen: 

Die in der gewobhnlichen Geometrie vorausgeselzte Stetigkeit der Ge- 
bilde erster Stufe soll auch in der projectivischen Geometrie zu Grunde 
gelegt werden. 

Es bringt das mit sich oder ist geradezu gleichbedeutend damit, 
dass in der projectivischen Geometrie, wie in der gewéhnlichen, das 
analytische Gegenbild eines Gebildes erster Stufe die einfach unend- 
liche Zahlenreihe ist. Auch in der projectivischen Geometrie kénnen 
also Segmente eines Gebildes erster Stufe gemessen werden, nur dass 
nicht, wie in der gewohnlichen Geometrie, eine Massbestimmung vor 
allen anderen als besonders naturgemiiss ausgezeichnet wird. 

In dem letzteren Umstande liegt scheinbar eine gewisse Schwie- 
rigkeit hinsichtlic: der Einfiihrung der Zahlen in die projectivische 
Geometrie, insofern man naimlich von vornherein nur dann von zwei 
Segmenten sagen kann: das eine sei kleiner als das andere, wenn das 
eine ganz in dem anderen enthalten ist. Aber bei der Feststellung 
des Grenzbegrifis kommen eben nur solche Segmente in Vergleich, 
die in dieser Relation stehen, dass das eine ein Stiick des anderen ist. 

Kine entsprechende Voraussetzung der Stetigkeit, wie sie nunmehr 
fiir Gebilde erster Stufe eingefiihrt wurde, wird in der gewdhnlichen 
wie in der projectivischen Geometrie zu machen sein, wenn es sich 
um Gebilde héherer Stufe handelt. Doch braucht das hier wohl 
nicht niher entwickelt zu werden. Auch braucht hier nicht auf die 
Frage eingegangen zu werden, ob und wie weit wir zu diesen Vor- 


*) Vgl. Heine, die Elemente der Functionenlehre, Borchardt’s Journal Bd. 74; 
G. Cantor, iiber die Ausdehnung eines Satzes aus der 'lheorie der trigonometri- 
schen Reihen, Math. Annalen Bd. V; sowie besonders Dedekind, Stetigkeit und 
irrationale Zahlen (Braunschweig 1872). 

**) Ich bin kurz vor dem Erscheinen dieser Schriften von Hrn. Weier- 
strass auf diese Voraussetzung als eine in der gewdhnlichen Geometrie noth- 
wendige aufmerksam gemacht worden. 
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aussetzungen *) axiomatischen Charakters durch unsere raiumliche An- 
schauung gezwungen sind. 


§ 2. 
Der Liiroth-Zeuthen’sche Beweis. 


Ich erlaube mir weiterhin den Liiroth-Zeuthen’schen Beweis 
mit Zeuthen’s Worten wiederzugeben, und bemerke hinsichtlich der 
beigesetzten Zeichnungen nur, dass dieselben allein die Aufeinander- 
folge der in Betracht kommenden Punkte veranschaulichen sollen. Es 
kommt in der That beim Beweise nur auf diese Aufeinanderfolge an, 
womit eine Verallgemeinerung angedeutet sein mag, die man diesen 
Betrachtungen zu Theil werden lassen kann. Hr. Zeuthen schreibt: 


yi AB harm. CD, c'est a dire, si A et B divisent harmonique- 
ment CD, 


A et B restant fixes, C et D ne pourront se mouvoir que dans des 
sens inverses entre eux; mais si A et C restent fixes, B et D ne 
pourront se mouvoir que dans le méme sens. II s’agit de démontrer 
quil n’existe pas dans une série fondamentale compléte**) des segments 
ou des angles ow Von ne puisse entrer par des constructions successives 
du quatriéme point harmonique, les trois premiers éléments ctant données.“ 

»Considérons comme vy. Staudt une droite compléte (dont les 
deux bouts sont liés l'un a l’autre par un point a linfini) et désignons 
par AB, CD ..-.- les segments qui se trouvent A droite (par exemple) 
du premier point A, C ---, sans demander s’ils contiennent le point 
i l'infini ou non. Essayons d’attribuer 4 la droite un segment FG, 
qui ne contienne aucun point du systeme déterminé par les constructions 
successives du quatrieme point harmonique, et supposons qu'on ait 
donné & ce segment l’extension la plus grande possible***). Alors, si 
F nest pas lui-méme un point du systeme, tout segment extérieur a 
FG et limité par F, quelque petit qu’il soit, contiendra des points du 
systeme, et de méme pour le point G. 


a“eBFSeBe LEK CPF 





*) Hr, Cantor und Dedekind bezeichnen das Postulat der Stetigkeit der 
Gebilde erster Stufe auch ausdriicklich als ein Axiom, 
**) ,unbegrenztes Grundgebilde erster Stufe‘‘, vgl. diese Annalen Bd. VI, 
8. 137. 
*tt) Damit dies in allen Fillen méglich sei, wird wan die in § 1. bespro- 
chene Voraussetzung der Stetigkeit voraufschicken miissen. 








536 F. Kuem, 


Soit A un point quelconque du systeme et soient H et J les points 
satisfaisant aux conditions 

(1) AH harm. FG, 

(2) AG harm. FJ. 


En désignant par B un nouveau point du systeéme placé sur le seg- 
ment AF convenablement prés de Ff’, on peut obtenir que le point 
K déterminé par 

(3) AH harm. BK 

se trouve sur le segment GJ si pres de G que le segment KJ con- 
tient un point du systeme. (Car au cas contraire ou pourrait, en 
laissant A et H rester fixes, rapprocher K de G jusqu’d ce que non 


seulement K a passé un point du systeme, mais aussi B, qui se meut’ 


dans le sens inverse, a gagné de nouveau un point du systéme.) Deé- 
signons par C un point du systeme qui se trouve sur KJ. Alors, 
comme le point LZ déterminé par 


(4) AL harm. BJ 
se trouve sur le segment HG (voir (3) et (2)), le point D déterminé par 
(5) AD harm. BC, 


se trouvant sur le segment HL (voir (3) et (4)), se trouve aussi sur 
le segment FG. Or A, B, C étant des points du systeme, D en est 
aussi un. Donec ete. --- —*“ 

»si F' est un point du systeme on peut y placer le point B, et 
sien méme temps G appartient au systéme (supposition de vy. Staudt), 
on peut y placer le point C.“ 


§ 3. 
Von der Stetigkeit der projectivischen Zuordnung. 


Wenn es sich um eine systematische Darstellung der Grundlagen 
der projectivischen Geometrie handelt, wird man an die Voraussetzung 
des § 1. zuniichst den Liiroth-Zeuthen’schen Beweis anschliessen 
und erst dann die in der Einleitung an zweiter Stelle eingefiihrte Vor- 
aussetzung folgen lassen. Dieselbe ist iibrigens auch dadurch mit der 
ersteren ungleichwerthig, dass sie keinen axiomatischen Charakter be- 


sitzt, vielmehr als ein Zusatz zu Staudt’s Definition der Projectivitiit - 


aufgefasst werden muss. 

Dass ein solcher Zusatz in der That nothwendig ist, dass man 
also aus dem Entsprechen der harmonischen Elemente noch nicht auf 
das Entsprechen aller Elemente schliessen darf, mag man sich an der 
folgenden, analog gebildeten Aufgabe iiberlegen, bei der, entsprechend 
ihrer rein analytischen Fassung, eine Beurtheilung leichter scheint: 








a 








as — 
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Eine Function sei fiir alle rationalen Werthe ihres Argumentes gege- 
ben, fiir die irrationalen aber nicht, welche Werthe wird sie fiir die 
letzteren annehmen? Man kann diese Frage nicht nur nicht beant- 
worten, wenn nichts Weiteres iiber die Function bekannt ist, sondern 
man kann nicht einmal behaupten, dass die Function fiir irrationale 
Werthe des Arguments existirt. 

Die Forderung, wie sie durch unsere zweite Voraussetzung aus- 
gesprochen worden ist, kann priignanter als die Forderung der Stetig- 
keit der projectivischen Beziechung bezeichnet werden. Sie verlangt, 
dass einem Elemente, das in einer kleinsten Strecke zwischen zwei 
Elementen liegt, deren entsprechende Elemente bekannt sind, ein Ele- 
ment zugeordnet sein soll, das eben zwischen diesen Jetzteren liegt. 
Mit Beziehung auf die Staudt’sche Terminologie und unter beson- 
derer Beachtung der projectivischen Beziehung kann man daher auch 
so sagen: Vier Elementen des einen Gebildes, die in einem Sinne liegen, 
sollen vier Elemente des anderen entsprechen, die ebenfalls in einem 
Sinne liegen. 

Bei Gebilden mit mehr Diniensionen wird man bei Definition der 
projectivischen Beziehung in ganz entsprechender Weise die Stetigkeit 
dieser Beziehung zu verlangen haben, wie es hier fiir Gebilde erster 
Stufe geschah. Andererseits sei auch ausdriicklich hervorgehoben, dass 
in allen Fallen, in denen die projectivische Beziehung durch einmalige 
oder wiederhoite Projection gewonnen wird, diese Stetigkeit der Be- 
ziehung von vornherein gegeben ist. 


Erlangen, im Januar 1874. 











Die neuere Algebra und die Ausdehnunglehre. 


Von HermMANN GRASSMANN in STETTIN. 


Die neuere Algebra hat durch die vereinten Bemiihungen der her- 
vorragendsten Mathematiker gegenwiirtig eine Ausbildung erlangt, 
welche sie fast mit allen Zweigen der Mathematik in die engste Be- 
ziehung setzt und auch diese mit ihren Ideen befruchtet. Und in dem 
Mittelpunkte aller dieser Bestrebungen stand seit einer Reihe von Jah- 
ren der seinen zahlreichen Freunden und der gesammten Wissenschaft 
so friih entrissene Clebsch, der fast nach allen Seiten hin diese Be- 
strebungen anregte und forderte, und die vereinzelten hier und dort 
gewonnenen Resultate zu verweben und durch neue und umfassende 
Gedanken zu beleben und auf neue viel verheissende Bahnen zu lenken 
verstand. Darch ihn bin auch ich wieder auf das Gebiet der neueren 
Algebra zuriickgefiihrt und zu dem Versuche angeregt worden, das- 
selbe mit dem nahe angrenzenden Gebiete der Ausdehnungslehre in 
niiheren Zusammenhang zu setzen. Indem ich die Principien dieser 
Wissenschaft, wie ich sie in meinen Werken von den Jahren 1844 
und 1862 bearbeitet habe, auf die Probleme der Invariantentheorie an- 
wandte, gelangte ich zu einem Saize, der, wie ich glaube, als ein Fun- 
damentalsatz dieser Theorie angesehen werden muss, und den ‘ich 
seinem wesentlichen Inhalte nach hier sogleich aufstelle. 


$1. 
Fundamentalsatz. 


In diesem Satze bedeutet m die Anzahl der Einheiten (in der ge- 
raden Linie 2, in der Ebene 3 u. s. w.), aus denen die der Betrach- 
tung unterworfenen extensiven Gréssen numerisch abgeleitet werden, 
k die Anzahl siimmtlicher Zahlcoefficienten, welche in dem zu Grunde 
liegenden Vereine algebraischer Formen vorkommen und welche simmt- 
lich als von einander unabhingig betrachtet werden. 

Alle Formen (Invarianten, Covarianten, Zwischenformen u. s. w.), 
welche einer gegebenen algebraischen Form oder einem Vereine solcher 
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Formen entspriessen, lassen sich aus k—m-+ 1 von einander unab- 
héngigen Stammformen als rationale Functionen ableiten, und zwar als 
ganze Functionen, wenn man eine gewisse ganze Function u dieser 
Stammformen gleich 1 setet. Man erhdlt diese Stammformen, indem 
man in den gegebenen Formen statt der extensiven Variabeln x m exten- 
sive Variabeln x,,+-+°+ 2, (statt jedes einzelnen Factors eine beliebige 
derselben) einfiihrt, von denen eine, etwa x,, mit « gleich, und eine 
andere, etwa x,,, durch die tibrigen und durch eine der gegebenen For- 
men in der Art bestimmt ist, dass sie in Bezug auf diese Form Cen- 
trum erster Ordnung zu den Polen 2,,+++X,»—1 wird und ausserdem 
U = (4,2, +++ XL») = 1 ist. Wenn dann eine beliebige dem gegebenen 
Vereine entsprossene Form TT als ganze Function der Stammformen 
dargestelit werden soll, so gelingt dics unmittelbar , indem man in TI statt 
der Einheiten e,, - + en, von denen die k Coefficienten abhingen, x, , +++ Lm 
einfiihrt, eine der verdnderlichen Zahlen, von denen x (= 2x,) abhidngt 
(etwa x,,) gleich 1 und die iibrigen Null setzt. 

Auch wenn diese invarianten Bildungen TT nur symbolisch ge- 
geben sind, liisst sich die Reduction auf die Stammformen aufs leich- 
teste ausfiihren. 

Dadurch, dass man « = 1 setzt, kann die Homogenitiit aufhéren, 
aber man kann sie stets sofort wieder herbeifiihren, wenn man wu so 
oft (statt 1) als Factor hinzufiigt, bis die Homogenitiit erreicht ist. 

Ferner gilt dieser Satz nicht nur, wenn die gegebenen Formen 
einfach-algebraische, sondern auch, wenn sie alle oder einige unter 
ihnen Connexe oder Complexe, oder aus beiden beliebig zusammen- 
gesetzte Formen sind, z. B. Formen, welche in der Ebene von Punkten 
und Linien (Annalen VJ, 203), im Raume von Punkten, Linien (oder 
Summen derselben) und Ebenen, iiberhaupt in einem Gebiete m'e* Stufe 
von Gréssen erster, zweiter bis (m— 1)" Stufe abhaingen (Annalen 
VII, 43). 

In allen diesen Fiillen kann man statt der / — m+ 1 Stamm- 
formen auch beliebige andere, aber von einander unabhingige invariante 
Bildungen (Invarianten, Covarianten u. s. w.) einfiihren, welche dem 
gegebenen Vereine entsprossen sind; aber es hért dann, wenn man 
statt aller Stammformen die iiblichen invarianten Bildungen einfiihren 
will, schon bei terniiren Formen die Rationalitit auf und man muss 
dann zu einer grésseren Zahl jener Bildungen seine Zuflucht nehmen, 
wenn man die Rationalitiit bewahren will. 

Diese Bemerkungen werden geniigen, um.die Bedeutung und die 
Anwendbarkeit des neuen Fundamentalsatzes vorliufig festzustellen. 
Fiir das nihere Verstiindniss ist es erforderlich, einige Grundbegriffe 
aus der Ausdehnungslehre aufzunehmen und sie mit der iiblichen Sym- 
bolik (die ich unverindert beibehalte) in Beziehung zu setzen; doch 
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beschriinke ich mich auf das fiir den vorliegenden Zweck Unentbehr- 
lichste, indem ich im Uebrigen auf die Paragraphen meiner Ausdeh- 
nungslehre von 1844 (%,) und auf die Nummern der Bearbeitung der- 
selben von 1862 (Y,) verweise. 


§ 2. 
Grundbegriffe der Ausdehnungslehre und ihre Anwendung auf die 
neuere Algebra. 


Den extensiven Gréssen, welche die Ausdehnungslehre behandelt, 
liegt eine Reihe von Gréssen zu Grunde, welche in keiner Zahlbe- 
ziehung zu einander stehen, d. h. von denen sich keine aus den iibri- 
gen numerisch ableiten oder, anders ausgedriickt, keine sich als 
lineare Function der iibrigen mit Zahleoefficienten darstellen liisst, 
und die ich, sofern sie als urspriinglich zu Grunde liegend betrachtet 
werden, Hinheiten erster Stufe genannt habe. Als solche kénnen z. B. 
im Raume 4 beliebige Punkte betrachtet werden, die nicht in einer 
Ebene liegen. Es seien e,, - - - ¢,, diese Einheiten, so nenne ich Grosse 
erster Stufe jede Grésse x,¢, + +--+Xm€m, WO %,,-++%, Zahlgréssen 
sind, und die Gesammtheit dieser Gréssen nenne ich ein Gebiet m'*" 
Stufe (%, 13; U,1 ff). 

Das Product zweier Gréssen erster Stufe nenne ich ein combina- 
torisches, wenn fiir dasselbe die Gesetze (aa) = 0, (ab) = — (ba) gel- 
ten, und nenne diese Producte und die aus ihnen numerisch ableit- 
baren Gréssen Gréssen zweiter Stufe. Entsprechend bei 3 und mehr 
Factoren erster Stufe, bei denen gleichfalls das Product Null wird, wenn 
zwei Factoren gleich werden, und entgegengesetzten Werth annimmt, 
wenn man zwei derselben vertauscht. (21,28, %, 52 ff.) 

Man erhilt so Gréssen erster bis m'*" Stufe, wiihrend die Zahlen 
als Gréssen nullter Stufe erscheinen. Gréssen von hoherer als m'** 
Stufe kann es in einem Gebiete m'* Stufe nicht geben, da das com- 
binatorische Product von m+ 1 Grdéssen erster Stufe schon ersicht- 
lich Null wird. Aber auch die Gréssen m'*' Stufe liefern keine eigen- 
thiimlichen neuen Gréssen. Denn sie verhalten sich wie blosse Zah- 
len, indem (a, 4, - - - Gm) = (€,€.---@m) & ist, wenn A die Determi- 
nante der Zahlenreihen bezeichnet,.durch welche a, , --- @, aus é;, +++ Em 
abgeleitet sind (Y, 45, %, 62 ff.). Schon hieraus ist ersichtlich, dass 
diese Bezeichnung eines combinatorischen Productes von m Factoren 
mit der der symbolischen Producte in der Invariantentheorie im Wesen 
iibereinstimmt. Um diese Producte (von m Factoren) als wirkliche 
Zahlen darzustellen, geniigt es, das combinatorische Product der m 
Einheiten erster Stufe (e,e, -- + é@m) = 1 zu setzen. 

Jede Grosse p'* Stufe ist offenbar aus Einheiten p'*' Stufe, welche 
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die Combinationen ohne Wiederholung aus den m Kinheiten erster 
Stufe zur p'e" Classe darstellen, numerisch ableitbar. So wie aber die 
Gréssen m'* Stufe vermége obiger Gleichung (e,¢,-+--@n) = 1 als 
Gréssen nullter Stufe sich darstellen, so entsprechen sich iiberhaupt 
die Gréssen p'** und m — p'* Stufe (immer im Ganzen m Einheiten 
erster Stufe vorausgesesetzt). Um dies Entsprechen klar hervortreten 
zu lassen, setze ich einem combinatorischen Producte von Einheiten 
erster Stufe das combinatorische Product der tibrigén Einheiten erster 
Stufe reciprok und zwar mit der Zeichenbestimmung, dass, wenn an 
jenes Product dies reciproke (ergiinzende A, 138, 1, 89 ff.) angeschlos- 
sen wird, und dadurch beide zu einem Producte von m Einheiten ver- 
bunden werden, dies gesammte Product gleich + 1 wird. Dadurch ist 
dann zu jeder Grésse ihre reciproke, die aus den reciproken Einheiten 
durch dieselben Zahlen abgeleitet ist, wie jene aus den ihrigen, genau 
bestimmt. Alle Gesetze der Ausdehnungslehre lassen sich dann un- 
mittelbar auf die reciproken Gréssen iibertragen. Als Beispiel wihle 
ich die Grdssen in einem Gebiete vierter Stufe im Raume. Hier tre- 
ten hervor die Gréssen erster Stufe als Punkte, die Gréssen zweiter 
Stufe als Linien und Summen von Linien (2%, 113, 122; %, 285), die 
Gréssen dritter Stufe als Ebenen; wiihrend die Gréssen vierter Stufe, 
da sie Raumtheile darstellen, sich in Zahlen verwandeln, wenn man 
einen Raumtheil (e,¢,¢,¢,) = 1 setzt. Die Gréssen erster Stufe sind aus 
den 4 Hinheiten ¢,, ¢,, €,, ¢,, die Gréssen dritter Stufe aus den 4 zu 
jenen reciproken Einheiten r,, 7, 7;, 7,, die Gréssen zweiter Stufe 
aus 6 Einheiten, niimlich (e,e,), (¢€;¢,), (@€,é@.) und den reciproken 
(€,€,), (€,€,), (€3¢,) ableitbar, und ist X aus diesen 6 Einheiten durch 
die Zahlen x,, +--+ x, abgeleitet, so stellt eine Function dieser Zahlen 
einen von X beschriebenen Complex dar, welcher ein lineiirer Com- 
plex wird, wenn (XX) = O ist (M, 124; %, 286 vgl. 393 und vor 
allem Klein’s gedankenreiche Arbeiten im 2'" und 5'" Bande der 
Annalen). 

Fiir die Invariantentheorie sind von besonderem Interesse die com- 
binatorischen Producte von einer Grésse (m — 1)'*" und einer Grésse 
erster Stufe, welche wieder, da die Gesammtzahl der Factoren erster 
Stufe, die in ihnen enthalten sind, m betriigt, als Zahlen erscheinen. 


Ist x eine Grosse erster Stufe = a, e, +--+ @,€n (WO %,, ++ 2X, Zah- 
len sind) und a eine Grosse (m—-1)' Stufe = a,r, + +++ Gntm, Wo 
%1,°*Tm die zu e,,--é,» reciproken Einheiten und a,---a,, Zahlen 


sind, so ist nach obigem (e¢;7;) = 1, hingegen (e;7,) = 0, wenn i von 
k verschieden ist, also 

(Ax) = GL, + Ay, + +++ Ankm = Az y 
letzteres, wie unten gezeigt wird, nach der iiblichen symbolischen Be- 
zeichnung. 
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Ferner ist fiir den Begriff der invarianten Bildungen noch der 
Begriff der linealen Aenderung (1, T1—76) von Wichtigkeit. Ich sage 
nimlich, eine Grésse einer Reihe von Groéssen iindere sich lineal, wenn 
sie in eine andere Grosse tibergeht, welche sich von jeney nur dadurch 
unterscheidet, dass zu ihr eine mit einem beliebigen Zahlfactor (uw) 
versehene andere Grésse der Reihe hinzutritt, also z. B. A sich in 
A+ uwB verwandelt, wenn A und B beliebige Grissen jener Reihe 
sind, und ich sage, die Gréssenreihe sei lineal geiindert, wenn sie be- 
liebigen und beliebig wiederholten linealen Aenderungen der darin 
enthaltenen Gréssen unterworfen ist. Es leuchtet sogleich ein, dass 
ein combinatorisches Product von Gréssen erster Stufe sich nicht in- 
dert, wenn seine Factorenreihe lineal geiindert wird; aber ich habe 
auch (Y%, 76) gezeigt, dass von 2 gleichen combinatorischen Producten 
jedes in das andere durch lineale Aenderung seiner Factorenreihe 
iibergefiihrt werden kann (die Factoren als Gréssen erster’ oder auch 
m — 1 Stufe vorausgesetzt). 

Hiernach kann man alle invarianten Bildungen (Invarianten, Co- 
varianten u. s. w.) als solche definiren, die bei lincaler Aenderung der 
Einheiten wngedindert bleiben, eine Definition, die ihrer Einfachheit 
wegen wohl vor der gewohnlichen den Vorzug verdient, zumal da sie 
ohne weiteres auch alle symbolischen Bildungen als invariant nach- 
weist. 

Weun sich nun die Einheiten ¢,,---e,, in beliebige aus ihnen 
numerisch ableitbare Gréssen ¢,, +--+ &, verwandeln, aber so, dass 
(€, & + + + Em) = (€,¢, ++ + Cm) = 1 ist, und 


By = Ay Oy + Aim Cm 
En Ani & +- *** Amm Cm 
LS Xe, + ¢ °° Duly = E,é + a: Em Em 


ist, so wird, wie man sogleich durch Kinfiihrung der Werthe der « 
in die letzte Gleichung sieht, 


“= Ay, gE + -+ + Ami bm 
Ly, = Ay mb + — oo © ? 


d. h. die Substitutionen, durch welche die neuen Einheiten aus den 
alten, und die, durch welche die alten Variabelu aus den neuen her- 
vorgehen, sind zu einander transponirt, und es lassen sich daher 
die invarianten Eigenschaften ebenso gut auf die Kinheiten als auf 
die veriinderlichen Zahlgréssen griinden; die Substitutionsdeterminante 
ist in beiden Fallen gleich und zwar unter obiger Voraussetzung 
gleich 1. Die extensive Variable x bleibt dabei dieselbe und kann 
also als Covariante erster Stufe aufgefasst werden. 
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Schon diese nahe liegende Betrachtungsweise ‘fiihrt vermége der 
durch Hermite eingefiihrten typischen Darstellung unmittelbar zu 
einem dem obigen Fundamentalsatze entsprechenden Satze, wiihrend 
fiir die Ableitung des Fundamentalsatzes selbst noch die Idee der Po- 
laren (Centralen) zu Hiilfe genommen werden muss. 

Ausser der combinatorischen Multiplication ist nun fiir die neuere 
Algebra von gleicher Wichtigkeit diejenige Multiplication, welche in 
ihren Gesetzen vollkommen mit der algebraischen Multiplication der 
Zahlgréssen iibereinstimmt, und welche ich daher, auch wenn die 
Factoren Gréssen hoéherer Stufen sind, die algebraische genannt und 
auch wie diese bezeichnet habe. Ihr Begriff und die Anwendung des- 
selben auf Functionen findet sich ausfiihrlich entwickelt in . 348—427 
der Ausdehnungslehre von 1862 und dem wesentlichen Grundgedanken 
nach dargelegt auf 8S. 266 ff. der Ausdehnungslehre von 1844, Ist 
niimlich f= f(#,, %, +++ %,) eine beliebige Function der m verinder- 
lichen Zahlgréssen x, +--+ %,, und ist 

== 2,6, + -*+ Xmen, 
wo ¢,, +++ @, Hinheiten von erster oder auch hoherer Stufe sind, 
%,,° °°, die reciproken Einheiten, so ist nach dem Obigen (e;7;)=1, 
hingegen (¢;7,)==0, wenn 7 von & verschieden ist; also ist (x7r,)—z,, 
(xr) = 2%, u. 8. Ww. also: 
f(y, %,+++ tm) =f ((er,], [er], --- (ern), 

also eine Function einer einzigen, aber extensiven Variablen (%, 350). 
Ist insbesondere f eine homogene Function »' Grades, so kommt in 
{({wr,], +--+ [#r,]) die extensive Variable # in jedem Gliede n-mal als 
Factor vor. 

Entfernt man daher x aus diesen Verbindungen (7;), und setzt 
an die Stelle, wo z gestanden hat, irgend ein Zeichen, welches die 
dadurch entstandene Liicke darstellt, und setzt nun den so aus 


f([*r;], ++ [#%nJ) 


hervorgehenden Ausdruck = a, so wird 
‘=a (A, 358). 

Ich habe diese Liicke Anfangs (YU, Seite 266 ff.) durch leer gelassene 
Klammern, spiiter (%, 353 ff.) durch 1 bezeichnet; das Bequemste ist, 
sie durch irgend eine bestimmt gewiihlte extensive Variable zu bezeich- 
nen, und ich werde dazu allemal x selbst wiihlen, so dass also a==a2" ist 
und ay” aus aa” (oder a) dadurch hervorgeht, dass man iiberall y statt 
x setzt. Sollen nun zu diesem Ausdrucke a= aa" =f ((a7r,], -- [z7»]}) 
verschiedene extensive Faetoren, die jedoch mit x von gleicher Stufe 
sein miissen, und deren Anzahl p nicht grésser als » sein darf, hin- 
zutreten, so hat man (nach %{, 353) diese auf alle méglichen Arten 
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in p der Liicken (also hier statt 2) einzufiihren, und die Summe der 
so erhaltenen Ausdriicke durch ihre Anzahl, die hier x (n—1)---(n—p-+-1) 
betriigt, zu.dividiren. Nachdem dies festgesetzt ist, ergiebt sich leicht, 
(2%, 360 ff.), dass fiir diese hinzutretenden Factoren die Gesetze der 
gewohnlichen algebraischen Multiplication gelten, namentlich auch, dass 
Ax" = A(X, €, ++ + Ln lm)" = 2," + ae," + = %,"—*2,06,"—16, ++ trey 
insbesondere wenn % = 2, €, + X,€) + Xe, ist 
arr, a6,?+ 2,7 40.?+ 1474 ey? +24, 1. AE, C, +2, Lz MC, C3 +2H, 2, Al, e, 
Oy Ly? yy Hy? + Ag3.y? +2 yy ®, Hy + 2 Ayy.H Hy + yg Ly Ws 
ist, wenn ae,’ mit a,,, ae,e, mit a, u. s. w. bezeichnet wird, kurz 
ax" ist dasselbe, was symbolisch durch a” bezeichnet wird, wiihrend 
ee — wns n(n —1)--- (1 —p-+ l)ae,*e,f --- ist. Ist 2 ein Punkt 
da," dxf --- 
in der Ebene, so wird az" =O die Gleichung einer Curve n'*" Ord- 
nung; dann driickt die Gleichung axz"~'y =O aus, dass (nach der 
Poncelet’schen Benennung) y harmonisches Centrum (erster Ordnung) 
zu der Curve az" = () (nach der urspriinglichen Benennung zu den n 
Durchschnitten der Geraden wy mit dieser Curve) in Bezug auf den 
Pol x ist; daher habe ich (Theorie der Centralen in Crelle’s Journal 
Band 24 und 25) den Ort von x bei festem y die erste Polare von y 
und den Ort von y bei festem a die erste Centrale von « genannt*), 
und diese erste Centrale, die ich schlechthin Centrale nenne, spielt in 
der Invariantentheorie eine schon in dem Fundamentalsatze erkennbare 
Hauptrolle. 

Im Allgemeinen werde ich axz"—?y?, als Function von y betrach- 
tet, die p’* Centrale von «x und, als Function von az betrachtet, die 
p’ Polare von y in Bezug auf die Function az" nennen, so dass also 
die p'* Polare der » — p'" Centrale identisch ist. Endlich bemerke 
ich noch, dass auch die Complexe durch eine Function der Form 
ag" a"... dargestellt werden kénnen, wo «x eine Grosse erster 
Stute, « zweiter, x” dritter Stufe ist u. s. w. 


g 3. 
Symbolik. 


Die angestellten Betrachtungen fiihren uns hiniiber zu der symbo- 
lischen Bezeichnung, wie sie zuerst von Aronhold (Borch. J. Bd. 55) . 


*) Vgl. Nachrichten von der Kénig]. Gesellschaft der Wissenschaften zu Git- 
tingen von 1872, 8. 567 ff. Gelegentlich bemerke ich, dass, was ich dort Wende- 
linie genannt habe, mit der von Clebsch so genannten Polardeterminante (Borch. 
Journ. 59. S, 125) zw xmmenfillt, was mir entgangen war. 
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in die neuere Algebra eingefiihrt, und von Clebsch und in Anschluss 
an ihn von Gordan zu der hohen Stufe von Vollkommenheit gebracht 
ist, welche sie gegenwiirtig zu einer unentbehrlichen oder doch ‘iusserst 
bequemen Waffe gemacht hat, um neue Gebiete mathematischen Wis- 
sens zu erobern. Die Bezeichnungen, die ich im vorhergehenden § 
angewandt habe, und die sich aus dem Wesen der Ausdelmungsgréssen 
mit unabweislicher Nothwendigkeit ergaben, und die ich daher kurz 
die organischen Bezeichnungen nennen will, sollen daher keineswegs 
jene vortreffliche Symbolik verdriingen oder ersetzen, sondern nur sie 
erginzen, indem sie einerseits jener Symbolik stets eine reale, anschau- 
liche Bedeutung unterlegen, andrerseits da eintreten, wo jene nicht aus- 
reicht. Es sei zuerst die reale Bedeutung der symbolischen Producte 
(abe ---) betrachtet, wo a, b, --- sich auf die Functionen az‘, 
ba?, u. s. w. beziehen, von denen aber auch mehrere einander gleich 
sein kénnen. Dann bedeutet (abc ---) zuniichst die gleichfalls sym- 
bolische Determinante 2 +- a,b,c, - --, und der ganze Ausdruck, sofern 
er nur solche symbolische Producte enthilt, gewinnt erst dadurch eine 
reale Bedeutung, dass man ihn nach Potenzen der a,, a,, - - b,, b, + - 
entwickelt und die Potenzen der a zusammenordnet, ebenso die der 
bu. s. w.; alsdann hat man statt a,;“a,%---- zuletzt den Coefficienten 
e,,a,)°** Von ax" zu setzen. Dieser ist nach dem obigen ae,“ e,%----; 
also’ kann man (abc---) = 2 + ae, - be, - ce, - - + setzen, d. h. (abe---) 
bedeutet, dass man in die zu a, b, c, - + gehérigen Functionen die 
Schaar der Einheiten e¢,, --¢, in allen méglichen Folgen (jede Kinheit 
statt eines Factors x der Function) eintreten lisst, dem so erhaltenen 
Product das + oder —-Zeichen vorsetzt, je nachdem das combinato- 
rische Product der Einheiten in dieser Folge + 1 oder — 1 ist, und 
diese Producte addirt; ich will dies so ausdriicken, dass ich sage, man 
habe dann in abec--- die Schaar der Einheiten harmonisch eingefiihrt. 
Diese Einfiihrung wird dann bei den folgenden symbolischen Producten, 
die in dem ganzen Ausdrucke als Factoren vorkommen, als schon voll- 
zogen vorausgesetzt, so dass also in jeder Function nur noch die Fac- 
teren x iibrig bleiben, welche nicht schon friiher durch Einheiten ver- 
driingt waren. Kommen ausser jenen symbolischen Producten (abc---) 
noch die symbolischen Factoren a? u. s. w. vor, so bedeuten diese 
weiter nichts, als dass die noch iibrig gebliebenen x in den betreffen- 
den Functionen ungeiindert stehen bleiben sollen; sie kénnen also alle 
weggelassen werden, nur wenn noch eine zweite Reihe von Veriinder- 
lichen (oder mehrere solche), die durch die extensive Grésse y bezcich- 
net sei, hinzukommt, so sind die Factoren a? u, s. w. nicht mehr zu 
unterdrticken; aber ihre Bedeutung ist aus dem Vorigen ohne weiteres 
ersichtlich. Man kann aber die Bedeutung der symbolischen Producte 


(abe --+-) noch conereter fassen. Nimlich setzen wir 7,, 7, +++ 7» als 
Mathematische Annalen, VII, 85 
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die zu ¢,, €+*+ @m reciproken Einheiten und bezeichnen mit @ die 
Grosse a,7,-+ @,7,+-++Gn?m, WO @,,++*@, die Zahlgréssen sind, welche 
aus a@ durch Einfiihrung von e¢,, ¢,,--- ém statt eines x entstehen, so 
ergiebt sich (abe ---) = (abe---), wo das Product rechts als combi- 
natorisches zu fassen und zugleich a, = (a@x) ist; die Gréssen a sind 
dann als (erste) Centralen von x in Bezug auf die Function az" zu 
fassen, oder in Bezug auf die Function, welche daraus durch Einfiih- 
rung der Einheiten, die durch die friiheren symbolischen Producte be- 
dingt war, hervorging. 

Diese Andeutungen mégen geniigen, um die reale Bedeutung der 
Symbole festzustellen; es wird die Auffassung dieser Bedeutung iiberall 
da von wesentlichem Nutzen sein, wo man gezwungen ist, die symbo- 
lische Darstellung zu verlassen. 


§ 4. 
Theorie binirer Formen. 


Es wird hinreichend sein, wenn ich den Fundamentalsatz fiir bi- 
naire Formen erweise und seine Bedeutung fiir dieselben darlege, indem 
dadurch schon auf gewisse Weise der Weg vorgezeichnet ist, den man 
bei Formen, die aus mehr als 2 Einheiten entspringen, einzuschlagen 
hat. Ich werde dabei der Bequemlichkeit wegen x und y statt der im 
Fundamentalsatze mit x, und x, bezeichneten extensiven Grodssen ein- 
fiihren und zuniichst die Aufgabe stellen, die aus einer-biniiren Form 
ax” entspringenden invarianten Bildungen, wenn sie als Functionen 
der Coefficienten a, = ae,", a, = ae,"—1e,, +--+ a,—= ae," und der 
verinderlichen Zahlgréssen 2, und x, gegeben sind, als Functionen der 
k — 1 Stammformen darzustellen. Es sei 7 = 2,e,-+ 2,e,. Da nun 
alle jene Bildungen unverindert bleiben, wenn man statt e, und e, 
zwei aus ihnen numerisch abgeleitete Gréssen setzt, deren combinato- 
risches Product 1 ist, so kann man x und y dafiir einfiihren mit der 
vorliufigen Bedingung, dass (wy), was wir mit « bezeichnen wollen, 
gleich 1 sei. Jede aus den Einheiten numerisch ableitbare Grésse _p 
lisst sich dann auch aus x und y ableiten. Es sei p= p,e,+p,¢,—= 
a,x -+ 2,y, so wird nun die invariante Bildung 


TT (Q,, + + + Ge, Pry Po) = 1(Poy + + + Puy Hy, Mo); 
wo die @ aus den a hervorgehen, indem man z# und y statt e, und e, 


setzt, niimlich go, = a2", py, =az"—'y, ---, =ay". Setzt man 
nun z,=1, z,=—0, so wird p=x=—2,e, + 2, e,, und es wird 


TT = TT (ay, + = + Gey 2, Ly) = 1(q, ++ Pn, 1, 9), 
oder wenn 


TH(@,, ++ ax, 2, %) = F(a,,- 


++ Op) + XI +e 
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ist, wo q den Grad der invarianten Bildung bezeichnet, so ist 


T= F(; 7> Pn); 
also als ganze Function der k Formen g,----, dargestellt. Aber 
eine dieser Formen, niimlich mg, = az"—1y ist Null, wenn y harmo- 
nisches Centrum erster Ordnung zu dem Pole x in Bezug auf die durch 
die Gleichung aa" —0 dargestellten » Punkte ist, und es ist also 
dann TT als ganze Function der k — 1 =n Stammformen Qp, g,,--- nr 
dargestellt. Hierbei war «= (xy) vorliufig gleich 1 gesetzt; es ist 
y durch die Gleichung ax"~1y = 0 bedingt, d. h. y ist, abgesehen 
von einem Zahlfactor gleich axz"—', d. h. y= az"—' also, 
u=a2z—xex=—ax"* =a, 

der urspriinglichen Function. Ist also die erhaltene Gleichung nicht 
homogen, so macht man sie nun homogen durch Hinzufiigung von 
Factoren a, 

Diese Entwickelung stimmt im Resultate, wie auch dem Wesen 
nach in der Art der typischen Darstellung mit Clebsch Theorie der 
biniiren algebraischen Formen 8. 321—328 iiberein (vgl. auch Gun- 
delfinger in Borch. J. Bd. 74); sie gilt auch unmittelbar fiir (simul- 
tane) Bildungen, die einem Vereine biniirer Formen entsprossen sind, 
indem man nur fiir a,, @,, - - a die simmtlichen Zahleoefficienten der 
Formen dieses Vereines zu setzen hat. 

Viel wichtiger als diese Zuriickfiihrung der explicite gegebenen 
Bildungen auf die Stammformen ist die der symbolisch gegebenen, die 
aber ganz nach denselben Principien erfolgt. Das symbolische Product 
(ab) ist = a,,b., — a,b.,; ersetzt man also wie cben e, und e, durch 
y und « (ich habe beide der einfacheren Zeichenbestimmung wegen 
vertauscht) wo (yx) vorliufig 1 gesetzt wird, so wird nun 

(ab) = a,b, — arb, 
oder, da, wie oben gezeigt, die® Factoren a,, b, entbehrlich sind, 
= a, — b,, also 


(ab)" = (a,—b)" = a” — i 


n(n—1) P 
n—1 Be n—2fR2 __ 
1 a, b, + 1-2 a, b, 


oder wenn a und b dieselbe Function darstellen 
a(e— ~ 








. n 
= ay" ao ; axy"— 1 -aan—ly + ‘'- 2a 4"—- zy? — 


pone id —2) 


* 
(ab)” = Py Pn + mine 2 P2 Pn—2 — a ae P3Pn—3 +-°', 


wenn man, wie ihe y so bestimmt, dass mg, = aa"—!y = 0 wird. 

Dies ist der Satz, den Clebsch in seiner Theorie der biniren 
Formen 8. 334 als einer schriftlichen Mittheilung Brioschi’s entnom- 
men darstellt. 


Derselbe liisst sich aber vermége der von mir angegebenen Me- 


35* 











548 H. Grassmann. Die neuere Algebra und die Ausdehnungslehre. 


thode unmittelbar zu folgendem Satze erweitern, welcher fast alle Be- 
ziehungen, die zwischen biniren Formen herrschen, zur Evidenz bringt. 
Wenn (ab)?(ac)? --- eine beliebige symbolische Invariantenbildung 
(Invariante oder Covariante) einer algebraischen Form a2 =b2=cr=:-- 
ist, so setze man a — b fiir (ab), a — ce fiir (ac) u. s. w., entwickele 
nach Potenzen von a,b,c,---+, schreibe dann g, statt a”, b’,- +--+ und 
setze p, =, so ist der so hervorgehende Ausdruck gleich (ab)? (ac)? - - - 
Man erhilt so, abgesehen von dem Factor g,, der die urspriing- 
liche Function darstellt, und erst zuletzt zur Herstellung der Homoge- 
nitit hinzugefiigt zu werden braucht, 
= t(abrP=,, c= (ab (ach=—Q,, =} (ab'=9,+39,'; 
¢; = (ab)* (ac) = 9; + 49293; (= Pe + 15g.9, + 10 9,7, --- 
Also 
Pom Ps = 6, — 4056, 
Ps = C, | Po = Cs — 15e,¢, + 45,3 + 10c,? 
9, =¢,— 3c? | (vgl. Cl. bin. F. 337). 


Als Beispiel mégen die von Clebsch mit R und j bezeichneten 
Bildungen dienen R = (ab)? (ed)* (ac) (bd) = (a—b)* (e—d)* (a—e) (b—d) 
= (a? —2ab+b*) (?—2cd-+d’) (ab—be—ad-+cd) oder mit Weg- 
lassung der Glieder, die zuletzt nur eine erste Potenz erhalten, und 
die nach dem Obigen null sind, — bc’ — a'd3 — 2a*b?c? — 2a’ ed? 
—2e0??—20??d?’=—29,’—89,5= —2c,?—8c,°. Um sie durch 
Hinzufiigung der Factoren mg, =f (bei Clebsch) homogen zu machen, 
ist zu bedenken, dass die Functionen g in jedem Gliede so oft vor- 
kommen miissen, als die Anzahl der symbolischen Elemente betriigt, 
also in ¢,, , €,--+ je zweimal, in ¢,,¢,,¢,,--- je dreimal, in R 
viermal, also 


__ atte? 
R= — 24, 


in Uebereinstimmung mit Clebsch 8. 337. 

Ferner j = (ab)?(ac)? (be)? = (a—b)? (a —c)*(b—c)*, was sich mit 
Weglassung der Glieder, welche eine erste Potenz enthalten, verwan- 
delt in 6(9,9,—9,’—9,°) = 6 (¢,¢,—4c,3—¢,”), also homogen ge- 
macht, da j nur 3 symbolische Elemente enthilt 

4 j ah Patne C2° — C3 
in Uebereinstimmung mit Clebsch S. 338. 

Wie sich alles dies fiir terniire und héhere Formen gestaltet, denke 

ich spiterhin zu zeigen. 


Stettin, den 21. Februar 1874. 





























Bemerkungen tiber den Zusammenhang der Flachen. 


Von Feurx Kier in ERLANGEN. 


Die auf den Zusammenhang der Flichen beziiglichen Definitionen 
werden bei Riemann zuniichst ohne besondere Festsetzungen hinsicht- 
lich des Unendlich-Weiten hingestellt. Aber entsprechend der von ihm 
beabsichtigten Verwerthung dieses geometrischen Begriffes fiir functio- 
nentheoretische Untersuchungen wird bei ihm eine soleche Festsetzung 
implicite eingefiihrt, indem nimlich die unbegrenzte Ebene einer Kugel- 
fliiche iiquivalent gesetzt wird, auf die sie durch stereographische Pro- 
jection bezogen ist. In iihnlicher Weise kann man jede sich in’s Unend- 
liche erstreckende Fliche auf eine durchaus im Endlichen gelegene redu- 
ciren: man braucht sie nur einer Transformation durch reciproke Ra- 
dien zu unterwerfen, deren Inversionscentrum nicht selbst der Fliche 
angehort. Man kann dann alle Betrachtungen iiber den Zusammen- 
hang der Flichen, wie sie gewodhnlich unter der stillschweigenden 
Voraussetzung durchaus im Endlichen gelegener Flichen angestellt 
werden, auf beliebig sich in’s Unendliche erstreckende itibertragen. 

Aber die so eingefiihrte Festsetzung, vermége deren das Unendlich- 
Weite als ein einzelner Punkt erscheint*), ist an und fiir sich will- 
kiihrlich; sie widerspricht iiberdies dem Wesen der Sache, wenn 
man, wie in der projectivischen Geometrie, das Unendlich-Ferne als 
eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von Punkten, als eine 
Ebene, betrachten muss. Auch bei dieser projectivischen Anschauungs- 
weise kann man fiir Flichen, die sich beliebig in’s Unendliche er- 
strecken, dieselben Probleme aufstellen, auf welche sich, bei durchaus 
im Endlichen gelegenen Flaichen, die Riemann’schen Betrachtungen 
beziehen. Es fragt sich, ob dann specifisch neue Ueberlegungen noth- 


*) Dieselbe ist auch in anderen auf die Analysis situs beziiglichen Fragen 
gelegentlich gebraucht worden; vgl. z. B. Listing: Der Census der raumlichen 
Complexe. Gdéttinger Abhandlungen 1861. — Dass man und wie man dieselbe 
verwerthen kann, um auf sie ein ganzes System der Geometrie zu begriinden, 
welches als eine Art von Seitenstiick zur projectivischen Geometrie betrachtet 
werden darf, vgl. meine Schrift: Vergleichende Betrachtungen wiber newere geo- 
metrische Forschungen, Erlangen 1872. . 
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wendig werden, oder ob es gelingt, die betr. Probleme durch blosse 
Benutzung der Riemann’schen Betrachtungen zu erledigen. So un- 
gefihr stellte ich diese Frage in einem neuerdings in diesen Annalen 
erschienenen Aufsatze (Ueber Fliichen dritter Ordnung. t. VI.)*), ohne 
aber eine Beantwortung derselben in definitiver Form zu versuchen. 
Vielmehr machte ich nur auf eine Reihe von Schwierigkeiten aufmerk- 
sam, die sich einer unmittelbaren Verwerthung der Riemann’schen 
Betrachtungen entgegenstellen. Ich betonte besonders, dass der un- 
gewohnliche Zusammenhang der unbegriinzten Ebene in Anlehnung an 
die projectivische Anschauung nicht, wie in der Riemann’schen Theorie, 
gleich Null, sondern gleich Zwei zu setzen ist, falls man ohne nihere 
Festsetzung die gewdhnliche Definition dieses Zusammenhang’s**) bei- 
behalten will. Denn die Ebene wird entsprechend der projectivischen 
Anschauung durch eine in ihr verlaufende Gerade, die doch auch eine 
geschlossene Curve ist, noch nicht in zwei Stiicke getheilt. Dement- 
sprechend glaubte ich die Zahlen, welche Hr. Schlafli in einem kurz 
zuvor verdffentlichten Aufsatze (Annali di Matemetica. t. V. Quand’é 
che dalla superficie generale di terz’ordine si stacca una parte etc.) 
fiir die fiinf verschiedenen Arten der allgemeinen Filiiche dritter Ord- 
nung aufgestellt hatte, alle um zwei Hinheiten erhéhen zu sollen. 


Ich bin nun von Hrn. Schliafli brieflich darauf aufmerksam ge- 
macht worden, dass man, unbeschadet der Richtigkeit dieser meiner 
Betrachtungen und Einwiinde, doch auch bei projectivischer Anschauung 
fiir die unbegrinzte Ebene den Zusammenhang Null ansetzen kann, 
wenn man dieselbe niimlich als Doppelfliche betrachten will, also 
etwa als Griinze eines zweischaligen Hyperboloid’s. In der That, man 
denke sich, um eine bestimmte Vorstellung zu haben, eine Ebene hori- 
zontal und ziehe in ihr eine Linie Siid-Nord. Dann wird die als Dop- 
pelfliiche betrachtete Ebene in zwei Theile zerfallen, deren einer die 
dstliche Hilfte des oberen Blattes und die westliche des unteren, deren 


*) Dass sich die Problemstellung der Analysis situs je nach der Beurtheilung 
des Unendlich-Weiten - modificirt, hatte ich bereits in der oben citirten Schrift: 
»Vergleichende Betrachtungen. etc.‘ angegeben (p. 30 derselben). 


**) Wenn man auf einer geschlossenen Fliiche im Maximum q geschlossene 
Curven ziehen kann, ohne die Fliche zu zerstiicken, so setzt Riemann den Zu- 
sammenhang derselben =2q-+1. Aber es ist bereits in den Neumann’schen 
»Vorlesungen iiber Riemann’s Theorie etc. angedeutet und neuerdings von 
Hrn. Schlifli hervorgehoben worden (vgl. z. B. Borchardt’s Journal. t. 76. 
p. 152. Note), dass es consequenter ist, in einem solchen Falle nur von einem 
2q-fachen Zusammenhange zu sprechen. Indem ich mich im Texte dieser Bezeich- 
nung anschliesse, fiige ich, nach dem Vorgange Schlifli’s, wo eine Undeutlich- 
keit entstehen kinnte, dem Worte ,,Zusammenhang“ das Attribut ,,ungewéhnlich“ 
hinzu. 
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anderer die beiden iibrigen Hialften enthalt. Dabei wird die gerade 
Linie selbst doppelt gedacht, nimlich sowohl im oberen als im unteren 
Blatte verlaufend. 


Eine solche Einfiihrung von Doppelfliichen erscheint um so mehr 
zulissig, als sie schon in den Untersuchungen der Analysis situs, 
welche sich nur auf im Endlichen gelegene Flichen beziehen, noth- 
wendig wird*). Ein bekanntes Beispiel dafiir bietet die (mit einer 
Randeurve versehene) Fiche, welche man aus einem Papierstreifen 
bilden kann, indem man die beiden Enden des Streifens so aneinander- 
heftet, dass die eine Seite desselbemin die andere iibergeht. Ein an- 
deres Beispiel fiir eine soleche Fliche, und zwar eine geschlossene 
Fliche, giebt, wie weiter unten gezeigt werden soll, die Steiner’sche 
Fliiche, die man ja bekanntlich als véllig im Endlichen gelegen vor- 
aussetzen darf. (Von den isolirten Stiicken, welche ihre Doppelgeraden 
besitzen, wird dabei abgesehen.) 


Ich habe nun gefunden, dass man die Theorie des Flaichenzusam- 
menhangs, wie sie gewobnlich entwickelt wird, in der That auf die- 
projectivischen Vorstellungen unveriindert iibertragen kann, wenn man 
sich iiberhaupt entschliesst, die unpaaren F'lichen der projectivischen 
Geometrie als Doppelfliichen zu betrachten, und eine unpaare Curve erst 
dann als geschlossen anzusehen, wenn man sie zweimal durchlaufen hat. 


Ob man sich dieser Anschauung anschliessen will, oder nicht, wird 
zuniichst dem freien Entschlusse des Einzelnen iiberlassen sein. Es 
mag sogar hervorgehoben werden, dass es von vorneherein sehr un- 
natiirlich scheint, in der projectivischen Geometrie die Ebene als 
Grenzfall der nicht-geradlinigen Flichen zweiter Ordnung betrachten 
za sollen. Aber die Anschauung empfiehlt sich durch ihren Erfolg. 
Denn man kann im Anschlusse an sie auch fiir die projectivische Auf- 
fassung des Unendlich-Weiten den Satz aussprechen, der den Zusam- 
menhangsbegriff fiir die functionentheoretischen Untersuchungen so 
werthvoll macht: dass néimlich zwei geschlossene F lichen dann und nur 
dann auf einander Punkt fiir Punkt bezogen werden kinnen, so dass 
consecutiven Punkten der einen consecutive Punkte der anderen entspre- 
chen, wenn der Zusammenhang der beiden Flichen der gleiche ist. 
(Fiir ungeschlossene Flichen kommt nur die weitere Bedingung hinzu, 


*) Freilich verlangt dann die Consequenz, dass man, wenn von einer Fiche, 
deren entgegengesetzte Seiten nicht in einander tibergehen, schlechthin die Rede 
ist, unter dem Zusammenhange der Fliche die Grundzahl versteht, die man dem 

von den beiden Seiten gebildeten Systeme beizulegen hat (cf. Neumann’s Vor- 
lesungen). Der Zusammenhang der Kugel wire dann = — 2; der Zusammenhang 
. der einzelnen Kugelseite = 0. 
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dass auch die Anzahl der Randcurven bei beiden iibereinstimmen 
muss*)). 

Dem widerspricht nicht, wie vorab bemerkt sei, wenn ich in mei- 
ner schon genannten Arbeit hervorhob, das einschalige Hyperboloid 
und die Ringfliche seien nicht in einander iiberfiihrbar, obgleich ihr 
Zusammenhang nach Schlifli’s wie nach meiner Zihlung iibereinstim- 
mend gleich Zwei zu setzen ist. Denn unter Ueberfiihrbarkeit wurde 
damals etwas Anderes verstanden, als hier fiir die Transformirbarkeit 
zweier Fliichen in einander verlangt wird. Eine Fliiche wurde damals 
(vgl. § 16. meiner Arbeit) in eing andere iiberfiihrbar genannt, wenn 
es gelang, durch Verbindung von Collineationen, die das Unendliche 
in’s Endliche bringen, mit stetigen, unendlich kleinen Transformatio- 
nen, die nur das Endliche betreffen, die eine Fliche aus der anderen 
abzuleiten. Durch solche Mittel ist das einschalige Hyperboloid aller- 
dings nicht in eine Ringfliche zu verwandeln. 

Dagegen kann eine eindeutige, stetige Beziehung zwischen beiden 
durch den folgenden unstetigen Process ohne Weiteres hergestellt wer- 
den: Man zerschneide das Hyperboloid liings der unendlich fernen 
Ebene, bringe die so entstandene zweifach berandete Fliche durch 
Verzerrung ganz in’s Endliche und hefte die beiden Rinder dann wie- 
der in der Weise an einander, dass jeder Punkt des einen Randes mit 
demjenigen des anderen vereinigt wird, von*dem er vorher durch den 
Schnitt getrennt worden war. (Damit dies geschieht, muss man den 
einen Rand des Hyperboloids gegen den anderen Rand um 180° drehen, 
ehe man die Riinder durch Zusammenbiegen vereinigt). — Aehnliche 
unstetige Processe zur Herstellung der eindeutigen Beziehung werden 
iibrigens schon nothwendig, wenn man nur von Flichen handelt, die 
ganz im Endlichen liegen. Man kann z. B. eine einfach berandete, 
mit einem Verzweigungspunkte versehene Riemann’sche Fliche nur 
dadurch mit einem einfach zusammenhiingenden Stiicke einer Ebene 
zur Deckung bringen, dass man sie durch einen vom Verzweigungs- 
punkte zum Rande gehenden Schnitt zerschneidet und hinterher die 
durch den Schnitt getrénnten Partieen wieder an einander heftet. Ich 
finde, dass die Darstellungen dieser Theorie, welche mir gerade zur 
Hand sind, hieriiber keine volle Klarheit geben: es wird von der Még- 
lichkeit eines solchen Zerschneidens und Wieder-Verbindens gespro- 
chen, aber dasselbe wird uur als niitzlich, nicht als fiir viele Fille 
* nothwendig dargestellt. — Es ist wohl kaum néthig, hervorzuheben, 
dass der Unterschied, den ich zwischen Hyperboloid und Ringfliche 


*) Dass diese Bedingungen fiir die Transformirbarkeit zweier Flichen in der 
That hinreichend sind, findet sich kurz und iibersichtlich bei C. Jordan bewiesen 
in Liouville’s Journal t. XI. 1866. 
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und iiberhaupt zwischen paaren und unpaaren Flichen in meiner 
friiheren Arbeit hervorhob, durch diese Bemerkungen nicht bedeutungs- 
los wird; er kommt nur bei der Frage nach der Méglichkeit der ein- 
deutigen Beziehung zweier Flachen auf einander, wie sie hier gestellt 
wird, nicht in Betracht. — 

Den Beweis fiir das aufgestellte Theorem erbringe ich in der Weise, 
dass ich den Raum mit unendlich ferner Ebene zu dem Raume mit 
unendlich fernem Punkte in eine einfache ein-zweideutige Beziehung 
setze, vermége deren das Theorem unmittelbar aus dem gleichlautenden 
Satze der gewohnlichen Analysis sus hervorgeht. 

Es mag das zuniichst bei der Ebene erértert werden. In der ge- 
wohnlichen Analysis situs wird die Ebene einer Kugel iiquivalent ge- 
setzt, auf die sie durch stereographische Projection bezogen ist. Aber 
man kann die Kugel dann weiterhin durch centrale Projection auf eine 
neue Ebene beziehen. Diese Ebene ist dann doppelt von den Bildern 
der Kugelpunkte tiberdeckt; ihre unendlich ferne Gerade kommt als 
soleche zur Geltung, indem ihr ein grésster Kreis auf der Kugel ent- 
spricht. Sieht man nun von der Kugel ab, welche die Beziehung zwi- 
schen den beiden Ebenen vermittelte, so hat man eine ein-zweideutige 
Verwaudtschaft zwischen der Ebene mit unendlich ferner Geraden und 
der Ebene mit unendlich fernem Punkte, vermége deren jeder in der 
letzteren gezogenen Curve, falls man nur die unpaaren Curven der 
ersteren als Doppel-Curven ansieht, eine Curve der ersteren Ebene 
eindeutig entspricht. 

Ganz entsprechend kann ‘man eine ein-zweideutige Beziehung 
zwischen den beiden Riumen herstellen. Da sich der Process bei 
ihnen, wegen des Nothwendigwerden’s einer vierten Dimension, min- 
der anschaulich bezeichnen liisst, so mégen die Formeln hergesetzt 
werden, welche ihn reprisentiren. Sind x, y, z rechtwinklige Coor- 
dinaten des Raumes mit unendlich fernem Punkte, 2’, y’, 2 des Rau- 
mes mit unendlich ferner Ebene, ist endlich 4 eine beliebige Con- 
stante, so hat man zu setzen: 


, 


4 , 
P y 


x , z 
es Cn tC eC 

Jeder Fliche des Raumes mit unendlich fernem Punkte entspricht 
dann eindeutig eine Fliche des anderen Raumes, vorausgesetzt, dass 
man seine unpaaren Fliichen als Doppelflichen betrachtet, wnd*uyser 
Theorem betr. die Fliichen des letzteren Raumes ist richtig, weil es fiir 
die Fliichen des anderen gilt. 


Es mégen hier noch einige Bemerkungen Platz finden, die sich auf 
gewisse Beziehungen erstrecken, welche zwischen dem Zusammenhange 
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algebraischer Flichen und ihrem Verhalten bei algebraisch-eindeutigen 
Transformationen Statt finden. 


Wenn zwei Fliachen algebraisch eindeutig in einander iibergefiihrt 
werden kénnen, wenn dabei jedem reellen Punkte der einen ein reeller 
Punkt der anderen entspricht*), wenn endlich auf keiner von beiden 
dabei reelle Fundamentalpunkte auftreten, so haben die Flichen er- 
sichtlich denselben Zusammenhang. Man kann von dieser Bemerkung 
Gebrauch machen, um den Zusammenhang gewisser algebraischer 
Flichen ohne Weiteres zu bestimmen. Die vierte der von Schlifli 
aufgezihlten Flichen dritter Ordnung z. B. (welche nur 3 reelle Ge- 
rade und 7 reelle Dreiecksebenen besitzt) liisst sich auf die Ebene ohne 
Zwischentreten reeller Fundamentalpunkte reell abbilden, denn die 6 
bei ihrer Abbildung im algebraischen Sinne vorhandenen Fundamental- 
punkte sind paarweise conjugirt imaginir. Der Zusammenhang der 
Fliche ist daher Null; iiberdiess ist sie eine Doppelfliiche, weil jedem 
Punkte der Ebene, unabhiingig davon, ob man ihn der einen oder 
anderen Seite der Ebene zurechnet, ein und derselbe Punkt der Fliiche 
entspricht. Aus demselben Grunde ist, wie bereits oben angegeben 
wurde, die Steiner’sche Fliche eine Doppelfliiche vom Zusammenhange 
Null; denn es ist bekannt, dass sie ohne Auftreten von Fundamental- 
punkten durch reelle Functionen zweiten Grades auf die Ebene ab- 
gebildet werden kann**). 


Es driingt sich nun von selbst die Frage auf, welche Beziehungen 
fiir den Zusammenhang zweier Flichen gelten, die zwar auf reelle 
Weise algebraisch eindeutig auf einander bezogen werden kénnen, bei 
deren Abbildung aber reelle Fundamentalpunkte auftreten. Dabei miis- 
sen natiirlich solche Flichen von der Betrachtung ausgeschlossen sein, 
die nicht isolirte, vielfache Punkte besitzen. Denn es wird bei den 
Definitionen des Zusammenhangs, wie sie gewdhnlich gegeben werden, 
iiberhaupt -von solchen Flichen abgesehen. Liisst man sie bei Seite, 
so kann man folgenden Satz aussprechen: Jinden sich auf der einen 
Fliiche u, auf der andern v (reelle) Fundamentalpunkte, so ist der 
Zusammenhang der ersten, vermehrt um uw, gleich dem Zusammenhang 
der zweiten, vermehrt um v. : 


*) ‘Dies ist nicht immer der Fall. Z. B. kann die Fliche dritter Ordnung 
ohne Knoten, mit 3 reellen Geraden und 13 reellen Dreiecksebenen (die fiinfte 
Art der allgemeinen Flaiche nach Schlifli’s Eintheilung) nur durch Functionen 
mit complexen Coefficienten eindeutig auf die Ebene abgebildet werden. 

**) Es sei hier daran erinnert, dass Clebsch gelegentlich seiner Untersuchung 
der Linienflichen vom Geschlechte Null (Math. Annalen Bd. V.) alle Flichen, die 
ohne Auftreten von (reellen oder imaginaren) Fundamentalpunkten algebraisch ein- 
deutig auf einander bezogen werden kinnen, alsF lichen eines Z'ypus zusammenfasst. 
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Einige Beispiele mégen das zunichst erliutern. 

1. Zwei Ebenen sollen algebraisch eindeutig (durch eine Cre- 
mona-Transformation) auf einander bezogen sein. Dann ist bekannt, 
dass die Zahl der beiderseits tiberhaupt auftretenden (reellen und ima- 
giniren) Fundamentalpunkte die gleiche ist; gemiiss unserer Behaup- 
tung muss auch die Zahl der reellen Fundamentalpunkte allein beider- 
seits tibereinstimmen. 

2. Eine Kugel werde stereographisch auf die Ebene (die Doppel- 
ebene) bezogen. Dann entspricht die Ebene eindeutig dem Aggregate 
der beiden Kugelfliichen, welche durch die innere und idussere Seite 
der Kugel vorgestellt werden, und die zusammen nach einer bereits 
oben gemachten Bemerkung den Zusammenhang — 2 reprisentiren. 
In der That treten auf der Kugel bei der Abbildung zwei Fundamen- 
talpunkte auf, nimlich sowohl auf der dusseren als der inneren Seite 
je einer. 

3. Ein einschaliges Hyperboloid werde durch stereographische 
Projection auf eine Ebene bezogen. Dann ist wiederum die eine Seite 
der Fliche der einen Seite der Ebene, die andere der zweiten Seite 
der Ebene entsprechend gesetzt, und man hat nicht sowohl ein ein- 
zelnes Hyperboloid, als ein System von zwei Hyperboloiden mit der 
Ebene zu vergleichen. Jedes der beiden Hyperboloide trigt einen 
Fundamentalpunkt: den Projectionspunkt. Aber die Ebene trigt vier 
Fundamenialpunkte; denn man muss die beiden Fundamentalpunkte, 
von denen man bei der Abbildung eines Hyperboloids gewéhnlich 
spricht, hier doppelt ziihlen, weil sie sowohl der einen als der ande- 
ren Seite der Ebene angehéren. Der Zusammenhang des Hyperboloid- 
systems wird daher gleich + 2, wie es in Uebereinstimmung mit 
der gewohnlichen Zihlung sein muss; denn jedes der beiden Hyper- 
boloide ist zweifach zusammenhiingend, und ihre Trennung zahlt 
fir — 2. 

4. Wenn man die drei ersten Schlifli’schen Arten der all- 
gemeinen Fiche dritter Ordnung (die bez. 27, 15, 7 reelle Gerade 
enthalten) auf die Ebene abbildet, so erscheinen in der Ebene bez. 
6, 4, 2 reelle Fundamentalpunkte, die man wiederum doppelt zu 
zihlen hat. Auf der Fliche selbst treten keine Fundamentalpunkte 
auf. Dementsprechend wird der Zusammenhang bez. gleich 12, 8, 4. 
Schlafli gab die Zahlen 6, 4, 2. Aber er betrachtet bei seiner 
Abzihlung die Flichen als einfache, nicht als Doppelflichen. Thut 
man das Letztere, so hat man die Processe, vermége deren Schlafli 
diese Flachen aus der mit dem Zusammenhange Null vorausgesetzten, 
uubegrenzten Ebene herstellt, in der That doppelt zu zihlen, da sie 
sich auf beide Seiten der Fliiche beziehen. Schlafli’s Zahlung war 
von dem hier entwickelten Standpunkte aus inconsequent, weil die 
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Annahme, dass die Ebene nullfach zusammenhingend sei, bereits 
dariiber entscheidet, dass man die Ebene als Doppelebene betrachten 
muss. Will man die Ebene und dementsprechend diese F'lichen als 
einfache betrachten, so ergeben sich fiir die Flichen die Zusammen- 
hangs-Zahlen 8, 6, 4, wie ich in meiner friiheren Arbeit ausfiihrte. — 

Um den Beweis der nunmehr an einzelnen Beispielen erliuterten 
Regel zu fiihren, ist es néthig, fiir reelle Eiemente insbesondere einige 
Ueberlegungen zu entwickeln, welche sonst nur fiir beliebig complexe 
Elemente in der Theorie des algebraisch-eindeutigen Entsprechens be- 
wiesen werden. 

Es seien zwei geschlossene Flichen auf einander reell eindeutig 
bezogen. Jedem Fundamentalpunkte der einen Fliiche entspricht auf 
der anderen eine Fundamentaleurve. Es ist leicht zu sehen, dass diese 
Curve nur aus einem Zuge bestehen kann. Denn man muss sich die 
Vorstellung bilden, dass dem Biischel von Fortschreitungsrichtungen, 
welche von dem Fundamentalpunkte ausgehen, eindeutig die Punkte 
dieser Curve entsprechen: sowie jenes Biischel ohne Unterbrechung 
ist, so miissen die Punkte der Curve eine einzige, zusammenhiingende 
Reihenfolge bilden. Die den verschiedenen Fundamentalpunkten der 
einen Fliche entsprechenden Fundamentaleurven werden sich, wie 
leicht zu sehen, nur in den Fundamentalpunkten der zweiten Fliiche 
schneiden kénnen. Sie werden durch sie in eine Anzahl, S, von Seg- 
menten zerlegt, die gleich ist der Anzahl von Malen, dass sie iiber- 
haupt durch die Fundamentalpunkte durchgehen. 

Man iiberzeugt sich nun von folgendem Satze: Die Anzahl S 
der Segmente, in welche die Fundamentalcurven zerlegt werden, ist 
auf beiden Fliichen dieselbe. Geht nimlich die Fundamentalcurve, 
welche dem ¢'* Fundamentalpunkte der ersten Fliiche entspricht, 
a,, mal durch den k-Fundamentalpunkt der zweiten, so wird auch 
die Curve, welche letzterem auf der ersten Fliiche entspricht, a;, mal 
durch den i‘ Fundamentalpunkt der ersten Fliiche gehen miissen. 
Denn durch beide Behauptungen wird nur gleichmiissig ausgespro- 
chen, dass a;, Fortschreitungsrichtungen in dem eimen und dem an- 
deren Fundamentalpunkte existiren, welche einander entsprechen. 
Die Zahl S ist aber die Summe aller a;,; sie fallt also _beiderseits 
gleich aus. — Durch die a; Fortschreitungsrichtungen, welche den 
verschiedenen Fundamentalpunkten & der zweiten Fliiche entsprechen, 
wird das Biischel der von dem i" Fundamentalpunkte der ersten 
Fliche ausgehenden Richtungen in Zan Theile, oder, wenn man 


will, in 2 2a,, Halbbiischel zerlegt. In eben soviele Segmente wird 
k 


die dem i'** Fundamentalpunkte auf der zweiten Fliche entsprechende 
Curve durch die Fundamentalpunkte der zweiten Fliche getheilt; der 
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Unterscheidung der Halbbiischel entspricht die Unterscheidung der 
beiden Seiten der verschiedenen Segmente. 

Nunmehr wandele man jede ‘der beiden Flichen in folgender Weise 
um. Man hebe die w Fundamentalpunkte der ersten Flaiche und die 
v Fundamentalpunkte der zweiten heraus (d. h. man schneide aus den 
Fliichen kleine Stiicke aus, welche diese Punkte umgeben). Dadurch 
wiichst der. Zusammenhang der ersten Fliiche um mw, der der zweiten 
um vy. Sodann zerschneide man die Fliichen lings der auf ihnen lie- 
genden Fundamental-Curven: eine Operation, welche nun, nachdem 
durch das Herausheben der Fundamentalpunkte Begriinzungen ent- 
standen sind, in dem Ziehen von S Querschnitten besteht. So ist die 
eine Fliiche um u —S, die andere um »v —S im Zusammenhange 
vermehrt; die so verdnderten F'lichen sind aber nunmehr ohne Zwischen- 
treten von Fundamentalpunkten eindeutig auf einander bezoyen. Der 
Rand jeder der beiden so erhaltenen Flichen besteht, wie der grésse- 
ren Bestimmtheit wegen hervorgehoben sei, abwechselnd aus Segmen- 
ten von Fundamentalcurven und Stiicken der um Fundamentalpunkte 
herumgelegten kleinen Ovale, wie sie auf diesen Ovalen durch die von 
den Fundamentalpunkten ausgehenden Halb-Biischel bestimmt werden. 
Die beiden Riinder der beiden Fliichen sind dann so eindeutig auf 
einander bezogen, dass jedem Stiicke des einen, welches aus einem 
Segmente einer Fundamentalcurve besteht, ein Stiick des anderen zu- 
geordaet ist, welches einem der kleinen Ovale angehért, und umge- 


kehrt. Zu jedem von einem Halbbiischel ausgeschnittenen Stiick eines - 


Ovals gehért ein zweites, welches durch das complementire Halb- 
biischel bestimmt wird. Dem entspricht, dass auch jedes Segment 
einer Fundamentaleurve zweimal in der Begrenzung auftritt. — Aber 
der Zusammenhang der beiden so erhaltenen Flichen ist um u — S 
und bez. vy —S grésser, als der Zusammenhang der beiden urspriing- 
lichen Fliichen; addirt man also zum Zusammenhange der einen ur- 
spriinglichen Fliiche w, zu dem der anderen v, so erhdlt man gleiche 
Zahlen, wie behauptet wurde. 


Erlangen, Februar 1874. 2s 








Ueber eine neue Art der Riemann’schen Flachen. 


Von Fetrx Kiem in ERLANGEN. 


Bei der Untersuchung der algebraischen Functionen y einer Ver- 
iinderlichen 2 pflegt man sich zweier verschiedener anschauungs- 
missiger Hiilfsmittel zu bedienen. Man reprisentirt niimlich entweder 
y und x gleichmissig als Coordinaten eines Punktes der Ebene, wo 
dann die reellen Werthe derselben allein in Evidenz treten und das 
Bild der algebraischen Function die algebraische Curve wird — oder 
man breitet die complexen Werthe der einen Variabeln.« iiber eine 
Ebene aus und bezeichnet das Functionsverhiltniss zwischen y und x 
durch die iiber der Ebene construirte Riemann’sche Fliche. Es 
muss in vielen Beziehungen wiinschenswerth sein, zwischen den beiden 
Anschauungsbildern einen Uebergang zu besitzen. Ich darf mit Bezug 
hierauf nur das Eine hervorheben, dass niimlich ein solcher Uebergang 
vom rein geometrischen Standpunkte aus geradezu gefordert werden 
muss, wenn die Sitze, welche sich auf die Zabl und Periodicitiit der 
lings einer algebraischen Curve erstreckten Integrale beziehen, zu 
einem unmittelbaren Verstiindnisse gebracht werden sollen. 

Ein solcher Uebergang ist nun in einfachster Weise herzustellen. 
Er schliesst sich an die Auffassung einer Curve als des Umhiillungs- 
gebildes ihrer Tangenten*) an; er setzt ferner in einem gewissen 
Masse diejenigen Erérterungen iiber den Zusammenhang der F lichen 
voraus, welche in dem vorstehenden Aufsatze entwickelt wurden. 

Man gehe von der Bemerkung aus, dass man jeder Tangente einer 
algebraischen Curve, mag die Tangente reell oder imaginir sein, im 
Allgemeinen einen reellen Punkt zuordnen kann. Ist nimlich die Tan- 
gente reell, so wihle man als entsprechenden Punkt ihren Beriihrungs- 
punkt; ist die Tangente imaginiir, so wiihle man den einen reellen 
Punkt, den sie iiberhaupt besitzt. Diese beiden Festsetzungen, deren 
eigentlicher Sinn iibrigens aus den weiter unten angefiihrten Beispie- 


*). Wollte man die dualistisch entgegenstehenden Ueberlegungen anstellen, 
so wiirde die Anschaulichkeit des Resultats, auf die ich eben Gewicht legen 
michte, verloren gehen. 
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len véllig deutlich werden soll, stimmen insofern mit einander, als die 
auf reelle Tangenten beziigliche aus der anderen durch Grenziibergang 
hervorgeht. Denn der reelle Punkt einer imaginaren Tangente ist ihr 
Durchschnittspunkt mit der conjugirten Tangente, und, wenn diese 
beiden Linien in eine reelle zusammenfallen, so wird aus ihrem Durch- 
schnittspunkte eben der Beriihrungspunkt. 

Diese Festsetzungen werden bei etwaigen mehrfach berithrenden 
reellen Tangenten ungeniigend. Wir wollen nur den Fall reeller Doppel- 
oder Wende-Tangenten ins Auge fassen. Hat die Doppeltangente reelle 
Beriihrungspunkte, so werden wir ihr eben diese beiden Punkte zu- 
ordnen; ist sie aber isolirt, so mag ihr die Gesammtheit der ihr an- 
gehérigen reellen Punkte entsprechend gesetzt sein. Ebenso sollen 
einer Wendetangente alle auf ihr gelegenen reellen Punkte zugeordnet 
werden. Es wird noch aus den weiteren Ausfiihrungen hervorgehen, 
. dass diese Festsetzungen mit den voraufgesthickten nicht nur vertrig- 
lich sind, sondern sich aus ihnen in naturgemisser Weise ergeben. 

Die zweifach unendlich vielen reelien Punkte, welche man, diesen 
Festsetzungen zufolge, der Gesammtheit der reellen und imaginiren 
Tangenten der Curve zuordnet, werden eine geschlossene Fliche bil- 
den, welche die verschiedenen Theile der Ebene mit einer Anzahl von 
Bliittern iiberdeckt, die jedesmal gleich ist der Anzahl der imaginiyen 
Tangenten, welche man von einem Punkte des betreffenden Theiles 
der Ebene an die Curve legen kann (und die also immer gerade ist). 
Diese Fliche ist dann ein vollstiindiges Bild der durch die Curve defi- 
nirten algebraischen Function. Sie ist auf die gewodhnliche Rie- 
mann'sche Fliiche, wie man sie fiir diese Function construiren kénnte, 
im Allgemeinen eindeutig bezogen. Kine Ausnahme tritt nur fiir die- 
jenigen Werthsysteme ein, welche den reellen, isolirten Doppeltangen- 
ten und den reellen Wendetangenten der Curve entsprechen. Denn 
wihrend dieselben auf der gewohnlichen Riemann’schen Fliche durch 
je zwei Punkte vorgestellt werden (welche im Falle der Wendetan- 
genten consecutiv sind), entsprechen ihnen bei unserer Fliche ganze 
gerade Linien, die der Fliiche, wie man findet, bez. als Doppel- und 
Riickkehrkanten angehéren: die beiden Fliichen sind also in der Art 
auf einander bezogen, dass auf der einen eine Reihe von Fundamen- 
talpunkten auttritt. Um also von dem Zusammenhange unserer 
Fliche auf cen Zusammenhang der entsprechenden Riemann’schen 
Fliche schliessen zu kénnen, wird man den Satz bendthigen, der im 
vorstehenden Aufsatze gegen Ende aufgestellt und bewiesen wurde. 

Doch betraciten wir eine Reihe von Beispielen. Sei zunichst ein 
Kegelschnitt gegeten, der als Ellipse vorausgesetzt sein mag. Die 
reellen Punkte, welche den imaginiiren Tangenten der Ellipse ent- 
sprechen, erfiiller. das Innere der Ellipse doppelt, wnsere Fldche hat 
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also in diesem Falle die Gestalt eines elliptischen Doppelblattes, oder, 
wenn man will, eines flachen Ellipsoids. Ein Ellipsoid ist aber eine 
nullfach zusammenhiingende Fliche*); deshalb giebt es beim Kegel- 
schnitte kein lings der Curve erstrecktes iiberall endliches Integral. 

Nehmen wir ferner eine Curve dritter Classe. Auch sie kann, 
was fiir die Anschauung bequem ist, als véllig im Endlichen gelegen 
vorausgesetzt werden, und besteht dann entweder aus zwei geschlosse- 
nen Zweigen oder nur aus einem, wie dies in den beistehenden, iibri- 
gens nur schematischen Zeichnungen dargestellt ist. 


) 


Betrachten wir zuniichst den ersten Fall. Sowohl von jedem 
Punkte ausserhalb des Ovals als von: jedem Punkte innerhalb des mit 
drei Spitzen versehenen Curvenzugs kann man drei reelle Tangenten 
an die Curve legen; die reellen Punkte, welche imaginiren Tangenten 
der Curve entsprechen, erfiillen daher den Raum zwischen den beiden 
Curvenziigen doppelt, unsere I'ldiche ist eine Art Ringfliiche. Sie ist 
also in der That zweifach zusammenhingend, wie es fiir eine Curve. 
mit dem Geschlechte 1 sein muss, oder umgekehrt, es liegt darin der 
Beweis, dass die Curve dem Geschlechte 1 angehirt. Es ist leicht, die 
Werthe, welche das eine auf die Curve beziigliche iiberall endliche In- 
tegral fiir die einzelnen Punkte der Fliiche annimmt, ihrer allgemeinen 
Vertheilung nach anzugeben. Zu dem Zwecke sei es gestattet, von 
Meridianen der Ringfliche und von Breitencurven derselben zu spre- 
chen; die beiden Ziige, aus denen die Curve dritter Classe besteht, 
werden selbst zu den Breitencurven gehéren. Die beiden Perioden, 
welche das auf die Curve beziigliche iiberall endliche Integral besitzt, 
entstehen dadurch, dass man dem zwischen bestimmten Grenzen ge- 





*) Wegen dieser Art der Ziihlung vgl. den vorstehenden Aufsatz. 
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fiihrten Integrationswege beliebig Meridiancurven und Breitencurven 
zufiigen kann. (Diese und die folgenden Behauptungen, welche sich 
aus den bekannten Siitzen iiber die Integrale auf Riemann’schen 
Flichen ohne Weiteres ergeben, sollen hier ohne Beweis angefiihrt 
sein.) Die erstere dieser Perioden sei imaginiir genommen, gleich iw’, 
die zweite reell, gleich w. Als untere Grenze werde dasjenige Werth- - 
system gewihlt, welches durch die in der Zeichnung vertical gestellte 
reelle Riickkehrtangente bezeichnet ist, und dem auf unserer Fliche 
der obere von den drei reellen Riickkehrpunkten entspricht. Das bis 
zu irgend einem anderen Punkte hingeleitete Integral werde, unter 
Trennung des reellen und imaginiiren Theiles, w+ iv genannt, wo 4 
also « nur bis auf Multipla von wz, v bis auf Multipla von w’ bestimmt 7 
ist. Daun hat man als Bedingung dafiir, dass drei Tangenten der 
Curve dritter Classe, welche den Integralwerthen 


Ui, UHM, Uy + tv, < 
entsprechen, sich in einem Punkte schneiden, die Relationen*): : 
Uy + Uy + Uy, = 0 (mod. w ) 
% + v. + v, = 0 (mod. w’). 
In Folge dessen ergiebt sich eine Vertheilung der Werthe von 


u-+ iv iiber unsere Fliiche, wie sie “auf der beigesetzten Zeichnung 
veranschaulicht ist. 
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Lings des Zuges mit drei Spitzen sind die reellen Zahlen von 0 
bis w in der Weise vertheilt, dass die drei Spitzen die Argumente 0, 


*) Vgl. Clebsch in Borchardt’s Journal t. 63, p. 105, Es sind dort nur 
nicht, wie im Texte, der reelle und imaginiire Theil getrennt, tiberdies ist die 
untere Grenze des Integrals beliebig gelassen. 

Mathematische Annalen. VII, 36 











562 F. Krem. 





4w, %w bekommen. Die Punkte einer Meridiancurve, welche durch 
eine Tangente dieses Curvenzuges auf der Fliche bezeichnet ist, be- 
sitzen alle dasselbe w, lings der Curve iindert sich nur das v von 0 
anfangend bis w’. Fiir die Punkte des umschliessenden Ovals hat v 


gleichmiissig den Werth 4 . An den drei Stellen etwa, die durch kleine 


Kreise bezeichnet sind, befinden sich diejenigen Punkt, welche die 6 
paarweise conjugirt imaginiiren Riickkehrtangenten der Curve repri- 
sentiren; ihre Argumente sind beziiglich 0 +- — = + =~; ee ~ 

Fiir die Curven dritter Classe ohne Oval gestalten sich diese Ver- 
hiltnisse im Allgemeinen iihnlich. Der ganze Raum ausserhalb des 
mit drei Spitzen versehenen Curvenzuges wird bei ihnen doppelt von den 
Punkten iiberdeckt, die imaginiiren Tangenten entsprechen. Die zuge- 
hérige Fliche erstreckt sich also dhnlich ins Unendliche, wie ein ein- 
schaliges Hyperbcioid. Der Zusammenhang der Fliiche ist nach wie 
vor gleich 2 (vg). den vorstehenden Aufsatz), die Curve hat das Ge- 
schlecht 1. 

Es ist nun besonders interessant, zu sehen, wie sich die zugehi- 
rige Fliche modificirt, wie im Zusammenhange damit das Geschlecht 
der algebraischen Function auf Null herabsinkt, wenn man der Curve 
eine Doppeltangente oder Wendetangente ertheilt. Die Doppeltan- 
gente kann isolirt oder mit reellen Beriihrungspunkten vorausgesetat 
werden. Beidemal bildet die zugehérige Curve einen Uebergang zwi- 
schen den beiden vorstehend unterschiedenen Arten ohne Doppeltan- 
gente. Die Curve mit Wendetangente endlich stellt sich wieder als 
Uebergangsform zwischen die beiden Curven mit Doppeltangente. 


Um nimlich zunichst eine Curve mit isolirter Doppeltangente zu 
erhalten, kann man das Oval der ersten Figur nach allen Richtungen 








gleichmissig unbegrenzt wachsen lassen. Dann geht es schliesslich, 
indem es zur isolirten Doppeltangente wird, in die doppelt zihlende 
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unendlich ferne Gerade iiber; setzt man den Aenderungsprocess noch 
weiter fort, so wird es imaginir und man hat die allgemeine Curve 
ohne Oval. Doch besser lassen sich diese Verhiiltnisse iibersehen, 
wenn man die betreffenden Figuren so durch eine Collineation um- 
gestaltet, dass die fragliche Doppeltangente ins Endliche fallt. Die 
Curven haben dann die in der Zeichnung dargestellte Gestalt; die 
von der zugehérigen Fliche iiberdeckten Partieen der Ebene sind 
schraffirt. 


Im Falle II hat die Fliche eine Doppelgerade bekommen (oder 
richtiger eine Selbstberiihrungsgerade), sie ist nach wie vor zweifach 
zusammenhiingend. Aber die zugehérige Riemann’sche Fliche ist 
nur noch nullfach zusammenhiingend. Denn sie triigt zwei Funda- 
mentalpunkte, denen diese Doppelgerade entspricht, und also ist ihr 
Zusammenhang, nach den Auseinandersetzungen des vorstehenden Auf- 
satzes, um Zwei kleiner als der Zusammenhang der von uns construir- 
ten Fliche. 

Doch nehmen wir die Doppeltangente nicht isolirt. Dann kann- 
sich der Uebergang in der folgenden Weise gestalten, die aus den 
nebenstehenden Figuren wohl verstiindlich ist: 








Dabei ist es nun vollig deutlich, dass die in Figur I und III zwei- 
fach zusammenhiingende Fliche im Falle II nullfach zusammenhingend 
geworden ist. 

Den Fall der Curve dritter Classe mit Wendetangente endlich mag 
man in der Art als Zwischenfall zwischen den zweierlei Curven mit 
Doppeltangente betrachten, wie die Zeichnung auf der folgenden Seite 
veranschaulicht. 


Ks mag dadurch insbesondere deutlich werden, warum man eine 
Wendetangente als Riickkehrtangente unserer Fliche aufzufassen hat. 
Denn sie entsteht in Figur II aus der Doppelkante von Figur I. Es 
wiirde in gewissem Sinne consequenter sein, die Doppeltangente in 
Figur III als isolirte Curve unserer Fliche beizubehalten, statt sie durch 
ihre beiden Beriihrungspunkte zu ersetzen; man miisste dann nur die 
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Festsetzung hinzufiigen, dass eine solche isolirte Curve fiir den Zusam- 
menhang der Riemann ’schen Flache nicht in Betracht kommt, wo- 
durch das Resultat dasselbe bleibt. 


L. f. 
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Von Curven vierter Classe will ich nur einige Beispiele angeben, 
welche sich der Anschauung besonders leicht darbieten. Eine. solche 
Curve werde zuniichst als in zwei Kegelschnitte zerfallen vorausge- 
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setzt; man nehme fiir diese Kegelschnitte zwei Ellipsen mit vier ge- 
meinsamen Punkten. Die auf sie beziigliche Fliche besteht dann aus 
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zwei Ellipsoiden, welche sich zum Theil iiberlagern, aber keinen Punkt 
mit einander gemein haben, womit eben dem Umstande, dass man es 
mit einer reducibeln Curve vierter Classe zu thun hat, Ausdruck ge- 
geben wird und geradezu diese Reducibilitit bewiesen ist. Man con- 
struire nun die vier gemeinsamen Tangenten der beiden Ellipsen und 
und wende auf dieselben (auf eine oder mehrere) den soeben bei den 
Curven dritter Classe bereits gebrauchten Auflésungsprocess an. Ich 
will hier nur diejenigen Zeichnungen hinsetzen, welche man erhilt, 
wenn man die im Endlichen gelegenen Theile der bez. gemeinsamen 3 
Tangenten in reelle Curvenzweige spaltet. Die beigesetzten Zahlen 
beziehen sich auf die Zahl der Bliitter, mit der die Fliche die ver- 
schiedenen Theile der Ebene iiberdeckt; die nicht bezeichneten Theile 
der Ebene sind nullfach iiberdeckt, insbesondere also die kleinen, mit 
zwei Spitzen versehenen Dreiecke im Innern der bez. Zeichuungen 


Die so hergestellten Fliichen sind in-der That bez. 0-, 2-, 4-, 6- 
fach zusammenhiingend, wie sie es sein miissen, da sie sich auf Cur- 7 
ven vierter Classe mit 3, 2, 1, 0 Doppeltangenten beziehen, die also 
p=0, 1, 2, 3 ergeben. 

Die bisher betrachteten Fliichen zeichnen sich durch ihre grosse 
Uebersichtlichkeit, durch das Fehlen jeder Verzweigung aus. Kine 
solche wird aber im Allgemeinen vorhanden sein, und ich darf mit 
Bezug hierauf als ein Beispiel das Folgende anfiihren. Es sei eine 
Curve dritter Ordnung mit isolirtem Doppelpunkte gegeben; als Clas- 
sencurve aufgefasst ist sie vom vierten Grade und dadurch singulair, 








dass sie drei reelle Wendetangenten besitzt. Eine solche Curve werde 
in der Art gezeichnet, dass ihre Wendetangenten zugleich ihre Asympto- 
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ten sind, wo dann der isolirte Punkt in dem Innern des von den drei 
Asymptoten gebildeten Dreiecks liegen wird. 

Es sind der Figur bereits die Zahlen zugesetzt, welche angeben, 
wie viele imaginiire Tangenten von den Punkten der verschiedenen 
Theile der Ebene an die Curve gehen. Das Innere des Asymptoten- 
dreiecks wird, wie man sieht, viermal von der Fliche iiberdeckt, wih- 
rend es die angrenzenden Partieen der Ebene nur zweimal oder null- 
mal sind. Dies wird méglich, indem man der Fliiche eine von dem 
isolirten Doppelpunkte ausgehende Verzweigung ertheilt, wie sie etwa, 
in symmetrischer Weise, durch die beigesetzte Zeichnung véranschau- 
licht ist. 





Erlangen, im Februar 1874. 
































Ueber Normalen an algebraische Flachen. 


Von Rup. Sturm in DarmstaptT. 


In meinem Aufsatze Bd. VI 8. 241 dieser Annalen habe ich die 
Wahrscheinlichkeit des Satzes ausgesprochen, dass die Zahl der Nor- 
malen aus einem Punkte an eine Fliche stets gleich der Summe n-+-r-+-m 
ist, wenn n die Ordnung, r der Rang (Grad des Tangenten-Complexes) 
und m die Classe der Fliche ist*). Ich will in Folgendem einen Be- 
weis dieses Satzes mittheilen und dann noch einige andere Unter- 
suchungen ankniipfen, unter anderm Ordnung und Classe der Fliche 
der Kriimmungscentren angeben. 

1. Nennen wir / die fragliche Zahl, so ist ersichtlich der Grad n’ 
derjenigen geradlinigen Fliche N, welche von den einer beliebigen 
Geraden g begegnenden Normalen der Fliche F = (n,1r, m) erzeugt 
wird, gleich / + 7, denn in einer Ebene liegen im Allgemeinen r Nor- 
malen von J’ und die Gerade g ist eine /-fache Leitgerade von N. 

Die Torse, welche der J’ liings eines ebenen Schnitts C umschrie- 
ben ist, ist bekanntlich r'*' Classe, folglich die Polarcurve ihres un- 
endlich fernen Schnitts in Bezug auf C2 von der Ordnung r; dieselbe 
ist eindeutig auf C bezogen, demnach erzeugen die Verbindungsgera- 
den entsprechender Punkte, d. b. die Flachennormalen lings C nach 
Chasles (C. R. Bd. 62) eine Fliche (Normalie) vom Grade » + 7; 
da also n+ 7 von diesen Normalen von der Geraden g getroffen wer- 
den, so ist die Curve B der Fusspunkte derjenigen Normalen von F, 
welche g treffen, von der Ordnung v =n -+ 1, indem auf jedem ebenen 
Schnitte von J’ v Fusspunkte liegen. B begegnet der g in den n 
Punkten S = (F,g) und jede Ebene durch g enthalt ausserdem r Fuss- 
punkte, weil so viele Normalen. 


*) Ich habe nachtriiglich bemerkt, dass schon Salmon im Jahre 1847 (Cam- 
bridge and Dublin Math. Journ. Bd, III, 8. 47) diesen Satz gefunden, jedoch nur 
fiir den Fall, dass der Punkt unendlich fern ist, bewiesen und auf die endlichen 
Punkte iibertragen hat (vgl. Nr. 2.), 
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Der Kegel, der der Fliche J’ aus einem beliebigen Punkte um- 
schrieben ist, ist m'*t Classe, seine Beriihrungscurve 7 Ordnung, mit- 
hin die Flache der Normalen von F' liings dieser Curve vom Grade 
r + m, woraus wiederum hervorgeht, dass die Torse T der Tangenten- 
ebenen von F, deren Normalen die g treffen und welche also in den 
Punkten von B berithren, von der Classe u, =r -+ m ist. Daher ist 
die Polarcurve ihres unendlich fernen Schnitts in Bezug auf C2, welche 
eindeutig auf B bezogen ist, von der Ordnung r + m; und die Ver- 
bindungsgeraden entsprechender Punkte, also die Normalen, welche g 
treffen, erzeugen eine Fliche N vom Grade n = n+r+r+m 
=n+2r-+ m; da diese Grésse andererseits gleich | + r ist, so er- 
giebt sich 
Il=n+r+m, 


wie zu beweisen war. 


2. Durch den unendlich fernen Punkt von g — sowie iiberhaupt 
durch jeden unendlich fernen Punkt — gehen m endliche Normalen, 


welche den auf g senkrechten Beriihrungsebenen zugehéren, und » + r 
in E,, gelegene, niimlich die von jenem Punkte an die unendlich ferne 
Curve C,, von F’ gehenden; denn alle (in EF, gelegenen) Normalen 
dieser Curve sind, wie bekannt, Flichennormalen. 

Der Schnitt von N mit E, besteht aus diesen » + r Normalen 
und der oben genannten Polareurve der unendlich fernen Curve der 
Torse 7’. 

3. Die Anzahl h der Normalen von F’, welche zwei Gerade tref- 
fen, ist n’ =n-+2r+ m; mithin begegnen sich die zwei Geraden 
zugehdrigen Curven B in n+ 27+ m Punkten. Schneiden sich die 
beiden Geraden, so sind »-+ +--+ m von diesen Punkten die Fuss- 
punkte der aus dem Schnittpunkte gefillten Normalen, die r iibrigen 
gehéren den y Normalen in der Ebene der beiden Geraden an. 

4. Suchen wir die Classe @ der Curve B, d.i. die Ordnung ihrer 
Tangentenfliche. Bei den Fliichen 2. Ordnung kann B nur 4. Ord- 
nung 8. Classe sein, da sie sich offenbar gegen beide Schaaren gleich- 
artig verhalten muss und ein Doppel- oder Cuspidalpunkt nicht mo 
lich ist. 

Es sei « die Zahl der Osculanten (Wendetangenten) von F', welche 
in einer beliebigen Ebene liegen, 6 dagegen die der Osculanten, welche durch 
einen beliebigen Punkt gehen (beide Zahlen bekanntlich dualistisch zu 
einander). Die Ordnung der Torse, welche der Fliche F' liings eines 
ebenen Schnitts C umschrieben ist, ist m 4+- «@, denn der Schnitt dieser 
Torse mit der Ebene von C besteht aus C und deren e« Osculanten. 

Das dualistische Resultat hiervon ist: Die Classe der Beriihrungs- 
curve des der Fliche aus einem Punkte O umschriebenen Kegels ist 
m -+ 6; von den Tangenten dieser Curve, welche z. B. einer durch O 


o- 
5 


































Ueber Normalen an algebraische Flichen. 


gehenden Geraden begegnen, liegen m in den durch diese Gerade an 
die Fliche gefiihrten Beriihrungsebenen, die iibrigen sind die 6 Oscu- 
lanten, welche von O ausgehen. Bemerken wir weiter: jede Tangente der 
Curve C und die durch ihren Beriihrungspunkt gehende Erzeugende 
der liings C umschriebenen Torse sind conjugirte Tangenten, und ebenso 
jede Tangente, die durch O geht, und die Tangente der Beriihrungs- 
curve des aus O der Fliiche umschriebenen Kegels in dem Beriihrungs- 
punkte jener sind conjugirte Tangenten. 

Dreht man nun eine Ebene um eine Gerade g und construirt lings 
jeden Schnittes mit 2’ die umschriebene Torse, so lautet die Frage: 
»wie viele dieser Torsen gehen durch einen Punkt O?“ mit andern 
Worten: ,,wie viele Tangenten von F’ gehen durch O, deren conjugirte 
die Gerade g treffen?“ oder ,,welches ist die Classe der Beriihrungs- 
curve des aus O umschriebenen Kegels? “. 

Man sieht also, dass m-+ 6 der genannten Torsen durch einen 
Punkt gehen. 

5. Sei nun g die Leitgerade unserer Normalenfliiche N; 1, die allen 
zu g normalen Ebenen gemeinsame Gerade, 7, ein Punkt derselben; 
x die Ebene durch g, welche auf der Richtung nach P,, normal ist. 
Die lings des Schnitts derselben der Fliche umschriebene Torse trifft 
lL, inn—+e@ Punkten P,; umgekehrt durch jeden Punkt P, auf 1, 
gehen m-+ 6 der den Ebenen durch g zugehérigen Torsen; also giebt 
jeder P, m+ o Punkte P,. Die Zahl der Coincidenzen ist demnach 
n+m-+a«-+o. Durch jeden dieser Punkte gehen zwei unendlich 
nahe Beriihrungsebenen von F, deren Beriihrungspunkte sich auf der- 
jenigen Ebene z befinden, welche zur Richtung nach dem Coincidenz- 
punkte normal ist, d. h. durch g gehen »-+ m-- «+ 6 Ebenen, welche 
zwei unendlich nahe Normalen enthalten. 

Da nun die Fliiche der Kriimmungscentren von /’ bekanntlich von 
allen den Ebenen eingehiillt wird, in denen zwei von den r Flichen- 
normalen unendlich nahe sind, so hat sich das Resultat ergeben: 

Die Fliiche der Kriimmungscentren von F ist von der Classe 
m’=n+mtate. 

6. Die Ebenen durch g mit zwei unendlich nahen Normalen lie- 
fern weiter ebenso viele Tangenten der Curve B, welche die Gerade g 
treffen; dazu kommen noch die 2” Tangenten von B, welche von den 
nm Punkten S herriihren; daraus folgt, dass die Classe @ der Curve B 
gleich 3n + m-—+a-+ 6 ist. Wir erkennen ferner, dass wir in den 
durch g gehenden Ebenen mit zwei unendlich nahen Normalen zugleich 
diejenigen Torsallinien von N erhalten, deren Spitzen*) nicht auf g 
liegen; es sind deren also q=n+m+a+te. 

- *) Hinsichtlich dieser Benennungen sehe man meinen am Anfang genannten 
Aufsatz Nr. 20. 
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Weil ferner die Fliche N und die Curve B eindeutig auf einander 
bezogen sind, so besteht, wenn r’ der Rang von N ist, folgende Relation: 


2(n — 1) —r =2(—1)- @, 


r= 2(n—v)+o—3n+2r4+3m+aste. 
Mithin besitzt die Flaiche N ausser der /-fachen Leitgeraden g noch 
eine Doppeleurve D von der Ordnung 


é = - (2n+3r+2m)— 3 (n+r+ m)—}4 (a+). 


Auf ihr liegen die Spitzen der oben erwihnten g Torsallinien; jede 
Ebene durch g trifft sie in den $7 (r — 1) Schnittpunkten ihrer r 
Normalen; folglich begegnet D der Geraden g in 


d=r(n+r+m)—}$(8n+ 2r+ 3m) —} (e+ 6) 
Punkten. In diesen Punkten von g begegnen sich zwei endlich ver- 
schiedene Normalen, deren Ebene durch g geht, wiihrend sonst von 


den 4/(/— 1) Ebenen, welche durch je zwei der / von einem Punkte 
auf g ausgehenden Normalen gebildet werden, keine durch g geht. 


also 


7. An der eben citirten Stelle meines Aufsatzes habe ich gezeigt, | 
dass die Gesammtzahl der Torsallinien einer Regelfliiche von “dem 
Grade »’ und dem Range + gleich 2 (r’ —n’) ist. Mithin hat die 
Fliche N im Ganzen 4 (n+ m)+2(a@-+ 6) Torsallinien, folglich 
bleiben nach Abzug der g oben erhaltenen noch iibrig 3(n-+-m) + «+ 6 
Torsallinien, welche ihre Spitze auf g — also in deren Cuspidalpunk- 
ten — haben. Dies sind Normalen der Fliiche, welche von einer un- 
endlich nahen und zwar auf g getroffen werden, ohne dass die Ebene 
beider durch g geht. 

Diese Begegnungspunkte sind aber ersichtlich die auf g gelegenen 
Punkte der Filiiche der Kriimmungscentren; mithin ist die Ordnung n” 
der Fliche der Kriimmungscentren gleich 3 (n +- m) + «+ 6*). 

Nach einer brieflichen Bemerkung des Herrn Schubert ist also 
n” =(3n-+ a)-+ (3m-+ 6) gleich der Summe der Ordnungen der 
Evoluten zweier ebenen Schnitte, welche beziehlich in die gegebene 
Flaiche und in deren Reciprocalfliche gemacht sind. 

Die Flache der Kriimmungscentren ist die Brennfliche des Systems 
der Normalen, welches von der Ordnung » + r + m und der Classe 
r ist; folglich muss**) 





*) Durch Abzihlung im Unendlichen hat, wie ich neuerdings (April 1874) ge- 
sehen habe, Herr Samuel Roberts dies Resultat schon im vorigen Jahre gefun- 
den (Proceedings of the London Mathematical Society, 13. Miirz 1873). 


**) Klein, in 8. Lie’s Aufsatz Géttinger Nachr. 1870, Nr. 4. 
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n” —m’ =2(n+r+m—r) 
== 2(n + m) 
sein, wie auch auf der Stelle ersichtlich ist. 

8. Es sei g’ irgend eine andere Gerade; durch jeden Punkt von 
g gehen + r + m Normalen; ihre Fusspunkte erzeugen mit g’ ebenso 
viele Ebenen; die Normalie lings des Schnitts jeder dieser Ebenen ist 
(n + r)'*" Grades und trifft g noch mit » + »— 1 Normalen. 

Also jedem Punkte auf g entsprechen so (n+ 7 -+ m) (n+ r—1) 
andere Punkte und umgekehrt; von den 2 (n + r-+ m) (n+ r— 1) Co- 
incidenzpunkten sind die einen — der Zahl nach v — so beschaffen, 
dass von jedem zwei endlich verschiedene Normalen ausgehen, deren 
Fusspunkts-Verbindungsgerade die g’ trifft, und diese Punkte sind dop- 
pelt zu rechnen, weil bei jedem derselben zwei von den » + r+ m 
Ebenen und damit zwei von den » + r+ m entsprechenden Gruppen 
von je » + 7— 1 Punkten identisch sind, also jeder dieser Punkte 
sich gleich mit zwei seiner entsprechenden Punkte vereinigt hat; die 
andern sind solche Punkte, von deren Normalen eine und die unend- 
lich nahe vom Nachbarpunkte auf g so beschaffen sind, dass ihre Fuss- 
punkts- Verbindungsgerade, also eine Tangente von B, die Gerade g’ 
trifft. Die Zahl der letzteren ist demnach g. Folglich ist 

2v+e=2(n+r+m)(n+r—1), 
demnach 
v=(n+r+m)n+tr—t(5n+2r+3m)—t(e+6). 

Fallt man also aus jedem Punkte von g die / Normalen an F, verbin- 
det deren Fusspunkte unter einander, so erhalt man durch diese Ver- 
bindungsgeraden eine Fliche vom Grade v. Die Curve B ist auf der- 
selben offenbar (n + r + m — 1)-fach; folglich wird die Fliche von 
der Geraden g ausserhalb der m Punkte S noch in v—n(n-+r+m—1) 
Punkten getroffen; das sind die d Begegnungspunkte der Doppelcurve 
D von N mit g. 

Da die Formeln fiir 1, »’, r’, m”, n”, d, 0 in Bezug auf » und m 
einerseits und « und 6 andererseits symmetrisch sind, so haben diese 
Grossen fiir zwei polare Flichen denselben Werth. 

9. Die in den meisten Formeln auftretende Summe a + o lasst 
sich nicht als lineare Function von n, 7, m darstellen. Bei den all- 
gemeinen Flachen »'** Ordnung ist a + 6 = m+ 2r— 3n; dies 
stimmt aber, wie ich mich bei mehreren friiher von mir untersuchten 
Flichen mit Doppelcurven*) iiberzeugt habe, bei denselben nicht, 
vielmehr ist, wie sich bis jetzt empirisch gezeigt hat, die rechte Seite 
kleiner als die linke und zwar um die doppelte Zahl der auf der Dop- 





*) Math. Ann. Bd. IV, S. 249. 
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peleurve befindlichen Cuspidalpunkte. Auch ist die Ungleichheit a 
priori ersichtlich, da die Summe a@ + 6 durch polare Transformation 
in sich selber iibergeht, wihrend dies bei m + 2r — 3m ja nicht der 
Fall ist. Also muss jene Summe in den Formeln bleiben. 

Fiir eine allgemeine Fléche n** Ordnung verwandeln sich die 
Formeln, weil r—=n(n—1), m=n(n—1)?, a«—3n(n— 2), 
6 = n(n — 1) (n— 2), also a + 6—n (n+ 2) (n— 2) = n (n? — 4) 
ist, in folgende: 

T=—n(n?—n+1), v=wv, wo =—vwW(n—1), v~—h—n', 

@=2n?(n—1), rr =—4n?(n—1), m= 2n(n?—n—1), 

d= jn (2n'—3n'—2n?+2n4+ 1), d=—n?(n'—2n?+1), 
n° =2n(n — 1)(2n+ 1), v= (n — 1) (ni? —n-+ 1)*). 

Die Formeln fiir 7, n’, r’, m”, d, 0, n” gelten wegen ihrer Sym- 
metrie mit Vertauschung von n in m fiir eine allgemeine Fliche m 
Classe, weil ebenso r—=m(m—1), n==m(m—1)*, «==m(m—1)(m—2), 
6=3m (m— 2) ist. 

Bei einer windschiefen Regelfliche ist m=n, 6 =a, also 
[T= 2n+r*), v=pw—n+r, w=h=—2(n+r), 9op=—2(2n+ 2), 
r=2(38n+r+a), m”=—2(n+ a), n° =2(3n+a). 

10. Der Schnitt der Fliche der Kriimmungscentren (n”'' Ord- 
nung) durch EF, ***) besteht aus 3 Theilen. Der eine ist, weil alle 
Normalen von C,, Flaichennormalen sind, die Evolute dieser Curve 
(n'" Ordnung, r'*" Classe), welche bekanntlich von der Classe » + r 
und der Ordnung 3 + «@ ist; dieselbe enthilt die auf diesen unend- 
lich fernen Normalen befindlichen Kriimmungscentra, insofern C,, deren 


*) Der Werth fiir 7 findet sich zuerst angegeben von Terquem Journ. v. 
Liouville sér. I, t. V, p. 175; geometrische Beweise haben noch gegeben F. Au- 
gust, Journ. f. Math. Bd. 68, S. 245, und Mannheim, Comptes rendus 1870, 
erste Hilfte, p. 1025; F. August hat auch den Werth von v ermittelt und zu- 
gleich gefunden, dass (bei einer allgemeinen Fliiche) die Curve B die Grundcurve 
eines Biischels von Flichen n'** Ordnung ist; Mannheim hat noch den Werth 
fiir n’ oder h hinzugefiigt und Darboux, Comptes rendus 1870 erste Hilfte p. 1328, 
die Werthe fiir @, m”, nv’; die zwei letzteren sind gleichzeitig von dem der Wissen- 
schaft als Opfer des Krieges so friih entrissenen L. Marcks gefunden: Math Ann. 
Bd. V, 8. 29. Mit der Darboux’schen Note, von welcher ich erst nach Voll- 
endung meiner Untersuchungen Kenntniss erhielt, werden sich in meinem Auf- 
satze mancherlei iibereinstimmende Schliisse finden; immerhin aber hoffe ich, 
auch ausser der wesentlichen Verallgemeinerung, doch einiges Neue zu bieten. 

**) Vgl. meinen Aufsatz, Math. Annalen Bd. VI, S. 254. 

**t) Vgl. Marcks a. a. O., wo die Untersuchung fiir den Fall der allgemei- 
nen Flichen nt Ordnung mit zum Theil fihnlichen Schliissen gemacht wird, nur 
dass dort aus der Ordnung des unendlichfernen Schnitts erst auf die der Fliche ge- 
schlossen wird, in ihnlicher Weise wie es bei Salmon in Bezug auf die Zahl / 
geschieht. 
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Hauptnormalschnitt ist. Der zweite Theil wird von den zweiten Kriim- 
mungscentren derselben Normalen gebildet, welche zu den endlichen 
Hauptnormalschnitten der Punkte von C,, gehéren. 

Die Ordnung dieser Curve kann auf folgende Weise ermittelt wer- 
den: man denke sich einen von dem unendlich fernen Schnitt unend- 
lich wenig verschiedenen ebenen Schnitt; von demselben kann ange- 
nommen werden, dass er auf den zweiten Kriimmungslinien, welche 
durch die Punkte von C,, gehen, je die unendlich nahen Punkte ent- 
hilt. Die Normalie lings desselben ist vom Grade n+ 7; n Erzeu- 
gende von ihr liegen in E,,, welche ihre Fusspunkte in den beiden 
Schnitten gemeinsamen Punkten haben; der iibrige Schnitt dieser Nor- 
malie mit E,,, eine Curve rt Ordnung, ist der gesuchte zweite Theil. 
Diese Curve 7'*" Ordnung ist iihrigens der Curve C, in Bezug auf 
C2 polar. Der dritte Theil endlich enthalt die unendlich fernen Kriim- 
mungscentren der Punkte der parabolischen Curve; es ist leicht ein- 
‘gusehen, dass diese dritte Curve die Polarcurve (in Bezug auf C2) des 
unendlich fernen Schnitts der Torse der stationiren Beriihrungsebenen 
(spinode torse) ist, welche ja lings der parabolischen (Wende-) Curve 
beriihrt. Ist also die Classe dieser Torse 1, so ist dies die Ordnung der 
dritten Curve; es ist bekannt, dass 1 =3(m—r)-+ 6. Damit nun 
die Ordnung n” = 3 (n-+ m)+a-+ 6 der Fliche der Kriimmungs- 
centren gleich der Summe der Ordnungen 3 -+-«, 7 und 3 (m—r) +6 
sei, muss die mittelste Curve dreifach geziihlt werden; sie ist mithin 
Riickkehreurve*) und zeigt sich so die Cuspidalitiit, die bekanntlich im- 
mer bei Normalenproblemen im Unendlichen auftritt. Interessant ist, 
wie die beiden Summanden von « + 6 sich hier bez. auf den ersten 
und dritten Bestandtheil vertheilen. 


11. Die Gerade g, welche wir als Leitgerade fiir Normalen von 
F aufgefasst haben, sei nun selbst eine Normale. Ein ebener Schnitt, 
der nicht durch den Fusspunkt von g geht, zeigt, dass die Fusspunkts- 
curve B der die g treffenden Normalen nach wie vor (m + r)'* Ord- 
nung ist; geht aber der ebene Schnitt durch den Fusspunkt P von g, 
so gehért g zur Normalie dieses Schnittes, welche (n + 7)!" Grades 
ist, und wird, wie bekannt, von » + * — 2 andern Erzeugenden der- 
selben getroffen. Dies beweist, dass ein solcher ebener Schnitt der 
Curve B ausserhalb P nur (n + r+ — 2)-mal begegnet, dass also P ein 
Doppelpunkt auf B ist, und die Normale g von zwei unendlich nahen 
Normalen getroffen wird. In gleicher Weise lisst sich zeigen, dass die 


*) Vgl. Steiner, Journ. f. Math. Bd. 49, 8S. 349 u. 340. Auf ihnliche Weise 
wie oben kénnen auch die Riickkehrkegelschnitte der Fliche der Kriimmungs- 
centren einer F? in den Hauptdiametralebenen ermittelt werden, welche Clebsch, 
Journ. f. Math. Bd. 62, 8S. 64 ff., gefunden hat, 
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lings B umschriebene Torse 7 noch (r + m)'" Classe ist, die Beriih- 
rungsebene t von F' in P zur doppelten Beriihrungsebene hat. Die 
Polareurve (in Bezug auf C2) des unendlich fernen Schnitts von 7, 
welche also einen Doppelpunkt hat, ist wie oben eindeutig auf die 
Curve B bezogen und zwar so, dass sich die beiden Doppelpunkte 
entsprechen. Das Erzeugniss N der sich auf die Normale g stiitzenden 
andern Normalen ist also, wie oben, vom Grade n + 27 + m; g aber 
ist nun sowohl Leitgerade als auch Erzeugende, und unendlich nahe an 
ihr sind zwei andere Erzeugende, so dass N liings g von zwei Ebenen 
»torsal* beriihrt wird. In jedem Punkte von g wird N von n+-r+m+1 
Beriihrungsebenen beriihrt, von denen zwei die beiden ,,torsalen* sind, 
die andern von den n+ 7-+-m—1 Erzeugenden herriihren, die durch 
den Punkt gehen. Mithin liegt g anf N (n+ 7r-+ m-+ 1)-fach: als 
Leitgerade (n+ r-+ m—1)-fach, als Erzeugende doppelt; in jeder 
Ebene durch 'g liegen r — 1 Erzeugende. Bei F? ist also N vom 
8. Grade und g auf ihr 7-fach, was freilich von der Angabe des Herrn 
Geiser abweicht*). 

Dass die beiden Richtungen, in denen die Fusspunkte der Nach- 
barnormalen liegen, welche g schneiden, also die Tangenten der durch 
P gehenden Kriimmungslinien, zu einander normal sind, ist leicht in 
folgender Weise zu ersehen: Sei P, einer dieser Fusspunkte, g, seine 
Normale, so steht die Ebene (g,g,) auf der Schnittlinie der beiden 
Beriihrungsebenen rt und t, in P und P, senkrecht, mithin auf der con- 
jugirten Tangente von PP,; also die Tangente einer Kriimmungslinie 
steht stets auf ihrer conjugirten senkrecht. Da es nun durch jeden 
Punkt zwei Kriimmungslinien und im Allgemeinen in der Involution 
der conjugirten Tangenten nur ein Paar zu einander rechtwinkliger 
conjugirten giebt, so erhellt, dass die Kriimmungslinien-Tangenten diese 
zu einander rechtwinkligen conjugirten Tangenten sind. Umgekelrt ist 
leicht darzuthun, dass, wenn PP, und PP, die beiden rechtwinkligen 
conjugirten Tangenten in P sind, dann die Normale in P von denen 
in P, und P, getroffen werden muss**), 


*) Sulle normali all’ ellissoide, Annali di Matematica Ser, II, t. I, p. 327. 

**) Ueberhaupt scheint diese Definition der Kriimmungslinien, dass jede ihrer 
'Tangenten zu ihrer conjugirten senkrecht ist, diejenige zu sein, von der aus wohl 
am besten auf rein geometrischem Wege dieses Gebiet zu bearbeiten ist. Aus 
ihr ergeben sich z, B. die bekannten Siitze, dass zwei auf einander folgende Be- 
riihrungsebenen einer der Fliche lings einer Kriimmungslinie umschriebenen 
Torse gegen die zugehérige Osculationsebene der Kriimmungslinie gleiche Neigung 
haben (also wenn die Kriimmungslinie eben ist, alle Ebenen der Torse gegen die 
Ebene der Kriimmungslinie, Joachimsthal’s Satz), ferner dass, wenn eine Linie 
fiir zwei Flichen Kriimmungslinie ist, dieselben sich in ihr unter constantem Winkel 
durchschneiden, und dessen Umkehrungssatz auf rein geometrischem Wege in 
sehr einfacher Weise, 
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Die Erzeugenden der Torse 7’, in denen sie von t+ beriihrt wird, 
sind in Folge dessen, weil sie zu den Tangenten von B im Doppel- 
punkte, also den Kriimmungslinien-Tangenten conjugirt sind, mit ihnen 
identisch. 


12. Ein Nabel- oder Kreispunkt ist ein Punkt, bei welchem die 
Involution der conjugirten Tangenten aus lauter Paaren zu einander 


rechtwinkliger Strahlen besteht. Die (imagindren) Osculanten — auf 
F? die durch den Punkt gehenden Geraden — begegnen also C2, und 


die Normale des Nabelpunktes wird von allen Nachbarnormalen ge- 
troffen. Sei g nun eine solche Nabelpunkts-Normale; die Curve B der 
Fusspunkte der sie treffenden (im Allgemeinen endlich von ihr ver- 
schiedenen) Normalen ist noch von der Ordnung n+ 1; jeder ebene 
Schnitt, der durch den Nabelpunkt P gelegt ist, zeigt, dass B mit ihm 
ausserhalb P nur » + 7 — 3 Punkte gemein hat; denn die Normale 
von P ist auf der Normalie dieses Schnittes, wie er auch sonst gelegt 
sei, Torsallinie, trifft demnach nur n + r — 3 endlich entfernte Er- 
zeugenden der Normalie. Also ist der Nabelpunkt auf der Curve B, 
die seiner Normale zugehirt, ein dreifacher Punkt, d.h. drei Richtungen 
gehen von ihm aus, in denen auch noch die zweite Normale der des 
Kreispunktes begegnet*). 

Die lings B umschriebene Torse 7’ hat ebenfalls noch die Classe 
ry + m; die Berithrungsebene des Nabelpunktes beriihrt sie dreifach. 
Die Fliche N der (im Allgemeinen endlich von g verschiedenen) Nor- 
maten, welche die Normale g des Kreispunktes treffen, hat, wie im all- 
gemeinen Falle, den Grad n+-2r-+-m; sie hat die g zur (n+r+m—1)- 
fachen Leitgeraden, weil von jedem ihrer Punkte » + r+ m—1 Nor- 
malen ausgehen, was auch so viele Beriihrungsebenen giebt; ausserdem 
ist g noch dreifache Erzeugende von N, und dem entsprechen 3 Ebe- 
nen, welche — von g mit den 3 oben genannten unendlich nahen Nor- 
malen gebildet — liings gy, also torsal beriihren; in jeder Ebene durch 
g liegen — ausser g und der unendlich nahen — noch r— 2 Norma- 
len, woraus sich ebenfalls die (n + r+ + m+ 2)-fachheit der g auf N 
ergiebt. 

13. Bei den Fliichen 2. Grades gestaltet sich dies dureh Degene- 
rationen folgendermassen: Es ist von vornherein ersichtlich, dass, weil 
die Osculanten eines Nabelpunktes stets imaginir sein miissen, nur bei 
den Flichen mit imaginiren (punktirten) Geraden reelle Nabelpunkte 
vorhanden sind; Nabelpunkte sind iiberhaupt bei einer Flaiche 2. Gra- 
des die Beriihrungspunkte der 12 Tangentialebenen, welche durch die 
6 Seiten des durch C2 und C,,, die unendlich ferne Curve von F?, 


*) Salmon-Fiedler, Anal. Geom, des Raumes (erste Aufl.), Il, S. 46. 
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constituirten Vierecks an F? gehen; von diesen 6 Seiten sind nur zwei 
Gegenseiten reell, und da dieselben F’? jedenfalls in imaginiiren Punk- 
ten treffen, so sind die 4 von ihnen ausgehenden Beriihrungsebenen 
nur bei den Flichen mit imaginiiren Geraden reell. Die 4 durch zwei 
Gegenseiten gehenden Tangentialebenen gehen stets durch den unend- 
lich fernen Punkt einer Axe der Fliiche, also liegen die 4 ihnen ent- 
stammenden Nabelpunkte auf derselben Haupt(diametral)ebene; folglich 
gilt dies auch fiir die vier reellen Nabelpunkte einer Fliche mit ima- 
giniren Geraden. 

Da ein Nabelpunkt (P) stets auf einer Hauptebene liegt, so fillt seine 
Normale (g) in diese Ebene; die Normalen des Hauptschnitts sind nun 
simmtlich Flichennormalen; also lést sich von der einer Nabelpunkts- 
Normale zugehérigen Curve B (4. Ordnung) der ganze Hauptschnitt, 
von der zugehérigen Torse 7’ (4. Classe) der liings desselben umschrie- 
bene Cylinder und von der Normalenfliiche N (8. Grades) die Evolute 
des Hauptschnitts (als ebene Curve 4. Classe, als Linienfliiche 4. Gra- 
des) ab. Der iibrig bleibende Theil von B bez. von 7 besteht aus den 
beiden durch den Nabelpunkt gehenden Flichengeraden g’ und 1’, bez. 
deren Ebenenbiischeln; denn weil diese Geraden die C2 treffen und 
die Verbindungslinie dieser Begegnungspunkte GZ und Lj,, also die 
unendlich ferne Gerade der Beriihrungsebene des Nabelpunkts, dem 
unendlich fernen Punkte G,, der Normale g in Bezug auf C2 polar 
ist, also G,, Gi und G,, L3, den C2 tangiren, so fallen die Normalen 
siimmtlicher Punkte von g’ bez. 1’ in die Ebene (g, g’), bez. (g, l’), 
treffen also g und umbhiillen in jeder dieser Ebenen eine die g beriih- 
rende (stets imaginiire) Parabel, in welche demnach das Paraboloid, das 
sonst von den Normalen lings einer Geraden der Fliche erzeugt wird, 
ausgeartet ist. Diese Parabel wird auch von g’ bez. /’ tangirt, also 
sind 24 Geraden der Fliiche Normalen, niimlich die durch die Nabel- 
punkte gehenden; die zugehérige Tangentialebene ist die durch die 
Gerade und die Normale des Nabelpunkts bestimmte. Die beiden 
Parabeln vervollstiindigen die Evolute zur vollen Fliche 8. Grades; 
die Normale g, die Evolute und beide Parabeln beriihrend, zeigt sich 
als dreifache Erzeugende; der dreifache Punkt auf B und die drei- 
fache Beriihrungsebene von 7’ kommt dadurch zu Stande, dass P und 
seine Beriihrungsebene t zu jedem der drei Bestandtheile von B bez. 
T gehért. In jeder Ebene durch g liegt im Allgemeinen ausser g und 
der unendlich nahen keine Normale mehr, weil r — 2 hier gleich 0 
ist; die 6 Normalen aber, welche ein Punkt von g immerhin liefern 
muss, sind g, die drei weitern Tangenten der Evolute und je die an- 
dere Tangente der Parabeln in (g, g’) und (g, I’). . 

Ks liefert nun zwar jeder Nabelpunkt zwei Parabelebenen, es er- 
geben sich aber nicht 24 Parabelebenen, sondern nur 8, nimlich jede 
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der 4 Tangenten des Kreises C2 in seinen Begegnungspunkten mit 
C,, bestimmt. mit den beiden Geraden von F”, die durch ihren Beriih-. 
rungspunkt gehen, zwei derartige Parabelebenen, so dass 8 mal je drei 
Normalen von Nabelpunkten, die nicht derselben Hauptebene angehi- 
ren, in derselben Ebene liegen. Die drei .Nabelpunkte befinden sich 
auf derselben Geraden von F’? und sind also deren Durchgangspunkte 
durch die Hauptebenen. Es ergeben sich auf diese Weise die singu- 
liren Ebenen des Normalensystems einer F'?, welches 6. Ordnung und 
2. Classe ist; niimlich 4 mit Curven 4. Classe (H,, und die Haupt- 
ebenen) und 8 mit Curven 2. Classe, welche Ebenen also vierfache, 
bez. doppelte Beriihrungsebenen der Fliiche der Kriimmungscentren 
sind*), 

14. Da die Flichen héherer Ordnung im Allgemeinen nicht Ebe- 
nen besitzen, welche den Hauptebenen der Flichen F? entsprechen, 
und da auch die fiir die Nabelpunkte einer F? eben entwickelten Ei- 
genschaften wesentlich auf dem Umstande beruhen, dass die Osculan- 
ten ganz der Fliiche angehéren, so lédsst sich iiber singuliire Ebenen 
der Normalensysteme der Fliichen hiherer Ordnung nur die eine allge- 
meine Higenschaft angeben, dass die E., stets eine solche mit einer Curve 
(n + r)*" Classe ist (Nr. 10). 

Hingegen muss natiirlich fiir die (windschiefen) geradlinigen Flichen 
iiberhaupt etwas Aehnliches sich aussagen lassen wie fiir die F'?. Reelle 
Nabelpunkte kann eine solche Fliche, weil ihre Osculanten stets reell sind, 
nicht haben. Es ist aber wieder ersichtlich, dass die Normalen lings 
jeder der. 2n (imaginiren) Erzeugenden, welche C2 treffen**), sich 
siimmtlich in der durch diese Erzeugende gelegten und C2 beriihrenden 
Ebene befinden und dort eine Parabel einhiillen, welche auch die Er- 
zeugende beriihrt, so dass diese auch eine Normale ist und auf der ge- 
nannten Ebene, obgleich in derselben gelegen, senkrecht steht. 

Jede dieser Erzeugenden g; geht durch eine Reihe (imaginirer) 
Nabelpunkte, deren Zahl gleich der nicht auf g; gelegenen Schnitt- 
punkte von C2 mit der Fliche der zweiten Osculanten der Punkte 
von g; ist; diese zweiten Osculanten erzeugen aber die andere Schaar 
des Hyperboloids, welches mit der Regelfliiche die betrachtete und zwei 
unendlich nahe Erzeugende gemein hat; also liegen auf jeder der 2n 
Erzeugenden 3 Nabelpunkte, und da auf andern Erzeugenden keine sich 
befinden, so enthdilt jede Regelfliiche n' Grades 6n (imaginire) Nabel- 
punkte. 


*) Vgl. den Aufsatz von Clebsch tiber das Normalenproblem (Borchardt’s 
Journ. Bd. 62) und Herrn Kummer’s Abhandlung iiber Strahlensysteme 1. und 
2. Ordnung § 11. (Abh. der Berliner Acad. von 1866). 

**) Vgl. Darboux a. a. O. 
Mathematische Annalen. VII. 
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Das einer Regelfliiche zugehirige Normalensystem (2n +r)" Ord- 
nung und r Classe, welches bekanntlich aus einer einfach unendlichen 
Schaar gleichseitiger hyperbolischer Paraboloide besteht, enthiilt also 
eine singulire Ebene (E,,) mit einer Curve (n+-r) Classe und 2n (ima- 
gindire) singuliire Ebenen mit Curven zweiter Classe (Parabeln)*). Diese 
Parabeln gehéren zur Schaar der Paraboloide. 

Weil jedes der Normalenparaboloide von der Geraden g, welche 
zur Leitgeraden einer Normalenfliiche N gewiahlt ist, zweimal getroffen 
wird, so begegnet die der g zugehérige Curve B jeder Erzeugenden 
zweimal und zwei Ebenen der Torse 7’ gehen durch jede Erzeugende. 

15. Wird eine Erzeugende g’ selbst zur Leitgeraden einer Nor- 
malenfliiche genommen, so lost sich von B die Erzeugende g’ selbst ab; 
es bleibt als eigentliche Curve B’ der im Allgemeinen nicht auf g’ 
gelegenen Fusspunkte von die g’ treffenden. Normalen eine Curve 
(wn + r — 1)" Ordnung, welche jeder andern Erzeugenden zweimal, 
der g’ aber in » Punkten begegnet, weil es in jeder Ebene durch g’ 
x — 1 Normalen giebt, deren Fusspunkte nicht auf g’ liegen; » — 2 
dieser Punkte sind die Fusspunkte der Normalen auf den Doppelebenen 
durch g, deren jede eine der »—2 die g’ treffenden Erzeugenden 
enthilt. 

Von der 7 sondert sich das Ebenenbiischel durch g’ ab und es 
bleibt eine Torse 7” (n + r — 1)'* Classe, fiir die das Dualistische 
wie fiir B’ gilt; endlich von N lést sich das Normalenparaboloid lings 
g’ ab und es bleibt eine Fliche N’ vom Grade 2 (n + r+ — 1), welche 
die g’ zur (2 + r — 1)-fachen Leitgeraden hat. 


Darmstadt, den 12. October 1873. 


Nachtrag. 


1. Herr von Jonquiéres hat Comptes rendus Bd. 58 8. 570 die 
Anzahl der Fliichen eines Systems (u,v, @) angegeben, welche eine all- 
gemeine Fliche F n‘ Ordnung beriihren, niimlich 
(1) N—=n[(u (n— 1 + ¥(n— 1) +] 
und daraus schon in einer andern Abhandlung Comptes rendus Bd. 61 
S. 442, freilich nur durch das Princip der Continuitit, die Folgerung 


gezogen, dass wenn die Fiche F' nicht alleemein ist, sondern von der 
Ordnung », dem Range + und der Classe m ist (nach meiner Be- 


*) Wegen der zwei Schaaren subsumiren sich die F'? nicht hierunter. 
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zeichnungsweise), die Zahl der sie beriihrenden Flichen im Systeme 
(wu, , @) ist: 
(2) N=pm+vr+eon. 

Herr Zeuthen hat in den Nouv. Ann. fiir 1868 8. 390 einen Be- 
weis der Formel (1) fiir den Fall gegeben, dass das System aus Fii- 
chen 2. Grades besteht, und mit Hiilfe derselben die bekannte Zahl 
der Normalen aus einem Punkte an eine allgemeine Fliche von neuem 
gefunden. 

Dieser Beweis lisst sich ohne irgend welche wesentliche Aende- 
rung auch fiir die allgemeinere Formel (2) (wie Herr Zeuthen gewiss 
selbst bemerkt hat) benutzen, und ich will ihn in dieser Verallgemei- 
nerung hier reproduciren. 

Sei nach der Chasles’schen Benennung 


au + py -+ ve 


der Modul fiir die Bedingung Z, d. h. in einem Systeme (uw, v, @) von 
Flichen 2. Ordnung gebe es au + 6v-+ yo Fliichen, welche der 
neunten Bedingung Z geniigen, so hat Herr Zeuthen an der genannten 
Stelle folgende Formeln ermittelt: 


v(6p, P,Z)=107, 

v( PD, 6 P, Z)= 10a, 

pg (4p,3P,Z)= 8a+ 168, 

~8p,4P,Z)=166+ 8a, 
worin o, x, w die Anzahl der Kegel, der Kegelschnitte und der 
Oberflichen, die aus zwei Ebenen mit in zwei Punkten begrenzter 
Schnittlinie bestehen, in dem betreffenden Systeme sind; dabei ist frei- 
lich jeder solche Kegel, bez. Kegelschnitt achtfach gerechnet, weil sein 
Scheitel sich in 3 gegebenen Ebenen befindet, bez. seine Ebene durch 
3 gegebene Punkte geht, wie dies Herr Zeuthen vorher auseinander 
gesetzt hat. 

Wenn nun Z die Bedingung ist, dass die Fliiche F = (n, r, m) 

beriihrt werde, so findet sich zuniichst leicht: 


v (6p, P, F)=10n, 
weil es durch 6 Punkte 10 Ebenenpaare giebt, von denen jedes n-fach 
za rechnen ist, indem der eine Grenzpunkt seiner Schnittgeraden deren 
Begegnungspunkt mit der Ebene, der andere je einer der m Schnitt- 
punkte mit F’ ist; das Dualitiitsprincip giebt: 

wv (p,6 P, F) = 10m. 


Da sich ferner (in einer Ebene) wie bekannt stets n+ 2r Kegel- 
schnitte befinden, welche eine Curve n't Ordnung und 7 Classe, wie 
37* 








py 
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z. B. den Schnitt der Ebene mit der Fliiche F’, und 4 Gerade beriih- 
ren, so ist 

1 (3p, 4 P, F) = 8 (n+ 21) 


gy (4p,3 P, F)=8(m+2r). 


Die Vergleichung dieser Formeln mit den obigen giebt fiir die Beriih- 
rung mit F 


und dualistisch 


aam, Bor, yon. 


Also befinden sich in einem Systeme (u,v, 0) von F lichen zweiten Gra- 
des stets mu + rv + no Fliichen, welche eine Fliiche (n, r, m) -be- 
riihren. 

2. Daraus ergiebt sich: 

1) weil ein System concentrischer Kugelnu alle drei Charakteristiken 
gleich 1 hat, so ist die Anzahl der Normalen aus einem Punkte 
an eine Fliiche (n, r, m) gleich n+ 7+ m; 

2) es ist friiher (Math. Ann. Bd. VI, 8. 248) von mir gefunden 
worden, dass die Classe der Fusspunktsfliiche einer Fliche 
gleich der Zahl der Rotationsparaboloide ist, welche denselben 
zwei Kegeln eingeschrieben sind und die Fliiche F' tangiren. 
In einem Systeme von Fliichen zweiten Grades, die denselben 
zwei Kegeln eingeschrieben sind, befindet sich ein Ebenenpaar, 
bestehend aus den beiden gemeinsamen Beriihrungsebenen der 
Kegel, dessen Schnittgerade in den Scheiteln der Kegel be- 
grenzt ist. Daher ist die Charakteristik w dieses Systems nur 2; 
vy=2, o=1. Also ist die Zahl der Flichen eines solchen 
Systems, welche F' beriihren, mithin die Classe der Fusspunkts- 


flache von F 

2m+2r+n, 
wie von mir a. a. QO, 8, 249 vermuthungsweise ausgespro- 
chen ist. 


3. Die gefundene Formel 


N=mup+rv+ne 
libertrigt sich unmittelbar auf die Curven und abwickelbaren Flichen. 
Haben wir eine Curve von der Ordnung n’ und der Classe r’*) (Zahl 
der eine Gerade treffenden Tangenten) und fassen sie als F'liiche 
(mn, r, m) auf, so istn=—0, r=—n’, m=—r’; also 
N=ur’' +n’; 
und fasst man eine abwickelbare Fliiche von der Ordnung r’ und der 
Classe m’ als Fliiche (n, r, m) auf, so ist n = v’, r = m’, m = 0, also 





*) Ich muss hier nothwendig von meiner in der Abh. von Bd. VI gebrauchten 
Bezeichnungsweise abgehen. 
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; N=vm'+ er’; 
beides in Uebereinstimmung mit den von Herrn Zeuthen Nouv. Ann. 
1868 8. 392 gefundenen Zahlen. 


4. Es giebt drei einfach unendliche Systeme von Flachen 2. Ordnung, 
fiir die je zwei Charakteristiken 0, die dritte 1 ist; niimlich eine Punkt- 
reihe, ein ebener Strahlbiischel, ein Ebenenbiischel, deren Elemente 
involutorisch gepaart sind; die Charakteristiken sind bez. uw = v = 0, 
eo=1; #w=—=e=—0,v=—1; w=—1, y=eo=—O0 und eine Fliche 
F' = (n,r, m) wird ersichtlich bez. von n, r, m Flachen jeder dieser 
Systeme tangirt, was mit der obigen Formel tibereinstimmt. 

5. In gleicher Weise lassen sich auch zwei andere von Herrn 
Zeuthen a, a. O. 8, 392—397 gefundene Resultate in die allgemei- 
nere Form umsetzen. 

Ist noch x die Ordnung der Cuspidaleurve der Fliche F' und + 
die Classe der Torse der stationiiren Beriihrungsebenen, so ergiebt sich 
fiir die Zahl der Flichen 2. Ordnung, welche 7 Bedingungen Z, +--+ Z, 
geniigen und die Fliiche F' doppelt beriihren, 


N=} Am(m—1)+4Br(r—1)+4Cn(n—1) 
+ D(r(w—2) — $ (r + 34)] + Enm + F[r (m—2)—4(7 +39), 
worin die Zahlen A, B, G, -++, F'*) allein von den 7 Bedingungen 
Z,-+-+ Zz abhiingen. 

6. Wenn a, 6 die Zahlen der Wendetangenten von F' bez. in 
einer Ebene und durch einen Punkt sind, so findet sich in derselben 
Weise fiir die Zahl der Flichen 2. Ordnung, die den 7 Bedingungen 
Z,--+Z, geniigen und F stationdr beriihren, 

N,=4DBn+a)+4F@m+o), 
worin auch 3r-+ x fiir 3n-+ a und 3r+. fiir 3m- 6 treten kann. 

7. Aus dem letzteren Resultate ergiebt sich nun durch dieselben 
Schliisse, wie sie Herr Zeuthen macht, dass die Ordnung der Fliche 
der Kriimmungsmittelpunkte fiir F ist: - 

n” =(3n+a)+(3m+ 6), 
wie in der vorangehenden Abhandlung auf anderem Wege gefunden 
worden ist, oder auch 
nm’ =6r+u+te. 

8. Die Ermittelung der Formeln fiir N und N, in Nr. 5. und 6. 
geschah mit Hiilfe der Formeln (4a) und (11a) in dem Nyt Bidrag 
til Laeren om Systemer af Keglesnit (Kopenhagen 1865) des Herrn 


*) Eine Verwechselung der beiden F' ist wohl nicht méglich. 
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Zeuthen (der in den Notiv. Ann. 1866 in franzdsischer Uebersetzung 
erschienen ist); in diesen Formeln sind die Pliicker’schen Relationen 
benutzt; da dieselben fiir in Biischel zerfallende ebene Curven und 
Kegel nicht mehr gelten, so sind die Formeln fiir N und N, auf die 
Curven und Torsen nicht in der Weise von Nr. 3. zu iibertragen. 

9. Die Grissen A, B, C, D, E, F, welche allein von den 7 Be- 
dingungen Z,, Z,, -++, Z, abhiingen, lassen sich auf einem etwas 
umstindlichen, aber sonst nicht schweren Wege ganz nach der An- 
leitung des Herrn Zeuthen als die 6 Charakteristiken des durch die 
7 Bedingungen bestimmten doppelt unendlichen Systems von Fldchen 
2. Grades nachweisen, niimlich : 

A=N(1Z,2p), B=N(1Z,2)1), C=N(71Z,2P), 
D=N(1Z,1l,P), E=N(iZ,9,P), F=N(iZ p,); 
etwas Aehnliches gilt bei dem 6 Bedingungen unterworfenen dreifach 
unendlichen Systeme, das nachher von Herrn Zeuthen betrachtet wird; 
die 10 Grissen A, B, C, ---, K sind dessen Charakteristiken , niimlich: 
A=N(6Z,3p), B=N(6Z,31), C=N(6Z,3P), 
D=N(6Z,2p,1|), E=N(6Z,2p,P), F=N(6Z,p,2)), 
G=N(6Z,21,P), H=N(G6Z,p,2P), J=N(6Z,1,2P), 
K=N(6Z,p,l, P). 

Es ist wohl kaum einem Zweifel unterworfen, dass dies so weiter 
fortgeht; so dass das von Chasles fiir ein einfach wnendliches System 
ausgesprochene Gesetz sich einem allgemeineren subsumirt. 


Darmstadt, den 28. December 1873. 

















Kinige Worte zum Andenken an Hermann Hankel. 


Von W. v. ZaAun. 


Das Leben des Mathematikers Hermann Hankel, auf welches 
wir durch die nachfolgenden Zeilen die Aufmerksamkeit der Leser 
dieser Zeitschrift hinzulenken wiinschen, ist kurz nach seiner Dauer 
und einfach in seinem iussern Verlaufe, aber reich an Friichten ge- 
wesen, welche dasselbe iiberdauern und dem friih Verstorbenen einen 
ehrenvollen Platz in der Geschichte der mathematischen Wissenschaf- 
ten sichern. ; 

Hermannw Hankel wurde am 14. Februar 1839 zu Halle gebo- 
ren, wo sein Vater, der riihmlichst bekannte Physiker, Dr. Wilhelm 
Hankel, damals eine Lehrerstelle an der Realschule bekleidete, und 
zugleich als Docent an der Universitit thiitig war. Die geistige Be- 
fihigung des Knaben sprach sich friih in einem lebhaften Wissens- 
drange aus, der durch den Vater umsichtig befriedigt und zugleich 
fortdauernd rege erhalten wurde. 

Seit der im Jahre 1849 in Folge der Berufung ‘des Vaters an die 
Universitit Leipzig erfolgten Uebersiedelung der Familie nach dieser 
Stadt besuchte Hermann Hankel das Nicolaigymnasium daselbst. 
Zeitig entwickelte sich seine ausgesprochene Befihigung fiir seinen spi- 
tern Beruf, und mit grésster Energie verwandte er seine Krifte, soweit 
.sie nicht von der Schule in Anspruch genommen wurden, auf das Stu- 
dium der Mathematik. 

Seine hervorragenden Leistungen in dieser verschafften ihm in den 
letzten Schuljahren die Erlaubniss des Rectors der Schule, zum Gegen- 
stande seines Privatstudiums statt der alten Classiker die Schriften 
der Mathematiker des Alterthums in der Ursprache zu wahlen, um 
so in héherem Maasse den philologischen Anforderungen der Schule 
und seinem der Mathematik zugewandten Wissensdrange zu gentigen. 
— Bei seiner reich angelegten Natur musste hierdurch ein lebhaftes 
Interesse fiir die Geschichte der Mathematik um so mehr geweckt 
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werden, als die ihm eigene Griindlichkeit ihn stets‘auf den Zusammen- 
hang der von ihm gewonnenen Kenntnisse blicken, und rechte Be- 
friedigung erst dann finden liess, wenn er ihnen durch Zusammenschluss 
unter eine héhere Einheit Abrundung zu geben wusste. 

Nachdem er so schon auf dem Gymnasium eine fiir seine Jahre 
ungewohnliche mathematische Bildung sich angeeignet hatte, bezog er 
Ostern 1857 die Universitit Leipzig, wo er in den Vortragen seines 
Vaters, so wie in denen von Drobisch, Mébius und vor allen von 
Scheibner Belehrung und immer neve Anregung zu seinen eigenen 
rastlosen Studien fand. 

Der in die -Zeit des Anfanges der Leipziger Universitiitsstudien 
fallende Ausbruch eines schweren kérperlichen Leidens, den seine damals 
ungeachtet der geistigen Anstrengungen noch kriftige Constitution 
gliicklich tiberwand, néthigte ihn in Allem, was neben der Mathematik 
ihn noch geistig anzog, strenges Maass zu halten. So stellte er z. B. 
seine historischen Forschungen wieder ein, um sich zuvérderst mit 
ganzer Kraft den streng mathematischen Arbeiten zu widmen. 

Von Ostern 1860 an setzte er seine Studien in Gottingen fort, 
wo die epochemachenden Vortrige von Riemann ihn in die Theorie 
der complexen Functionen einfiihrten und seinen Interessen die Rich- 
tung gaben, die seiner speciellen Begabung wohl die angemessenste 
war, und der er auch bis zu seinem Ende treu geblieben ist. 

Aber auch den physikalisch-mathematischen Vortrigen des genialen 
Riemann wusste er mit reger Theilnahme zu folgen, tnd einen 
schénen Beweis, wie tief er schon damals in den Geist der analytischen 
Methoden eingedrungen war und mit welcher Gewandtheit er dieselben 
zu handhaben verstand, liefert seine unter dem Titel: ,,Zur allgemeinen 
Theorie der Bewegung der Fliissigkeiten“ veréffentlichte, preisgekrénte 
Lésung der von der philosophischen Facultit der Georgia Augusta 
im Jahre 1860 gestellten Aufgabe: Die Gesetze fiir die Bewegung ‘der 
Fliissigkeiten insbesondere fiir die von Helmholtz behandelten Wir- 
belbewegungen aus den Lagrange’schen Gleichungen abzuleiten. 


Nachdem Hankel in so ehrenvoller Weise die Bahn eines mathe- . 


matischen Schriftstellers betreten hatte, verliess er im Herbst 1861 
Gottingen, um noch einige Zeit in Berlin zu studiren und dort na- 
mentlich Weierstrass und Kronecker zu héren. — Vorher hatte 

er noch in Leipzig auf eine Abhandlung: ,,Ueber eine besondere Classe 
’ der symmetrischen Determinanten, Gottingen 1861“ die philosophische 


Doctorwiirde erworben. In dieser Abhandlung werden Determinanten,- 


in denen die auf einer Parallele zu einer Diagonale befindlichen Ele- 
mente einander gleich sind, mehreren eleganten Transformationen 
unterzogen, und das Problem der Entwickelung einer Potenzreihe in 
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einen Kettenbruch atf die Bildung solcher Determinanten zuriickge- 
fiihrt. Im engern Anschluss hieran steht eine in den Berichten der 
kénig]. saichsischen Gesellschaft der Wissenschaften fiir 1862 publicirte 
kleine Abhandlung ,, Ueber die Transformation von Reihen in Ketten- 
briiche“. 


Im Herbste 1862 kehrte Hankel nach Leipzig zuriick, in der 
Absicht, sich an der dortigen Universitat zu habilitiren. Seine Ge- 
sundheit hatte sich befestigt, und der Aufenthalt auf den beiden frem- 
den Universitiiten hatte wie seine wissenschaftliche auch seine Cha- 
rakterbildung vollendet. Klarheit des Denkens, welche die Vor- 
aussetzung hervorragender Leistungen in den mathematischen Disci- 
plinen ist, beherrschte den ganzen Kreis seiner geistigen Bestrebungen. 
Sein durch strenge Selbstzucht ihm zur andern Natur gewordenes 
Streben nach Griindlichkeit und Tiefe machte sich bei der Beantwor- 
tung aller Fragen geltend, die das Leben dem Menschen stellt, und 
dieselbe Ehrfurcht, die er den ernsten Arbeiten des menschlichen Gei- 
stes auf dem mathematischen Gebiete entgegenbrachte, beseelte ihn 
auch allem geschichtlich Gewordenen gegeniiber. Diese Ehrfurcht in 
Verbindung mit dem tiefen sittlichen Ernste seines Charakters liess 
ihn auch inmitten einer entgegengesetzten Zeitstrémung an der ge- 
offenbarten Wahrheit des Christenthums bis zu seinem Lebensende 
unerschiitterlich festhalten. 


Zu Anfang des Jahres 1863 habilitirte sich Hankel als Privat- 
docent der Mathematik an der Universitit Leipzig. Zu der von ihm 
eingereichten Habilitationsschrift , Ueber die Euler’schen Integrale 
bei unbeschrinkter Variabilitit des Argumentes“ hatten die Vorlesungen 
von Riemann iiber Functionen complexer Variabeln die erste An- 
regung gegeben. Die Schrift ist ein Muster klarer Darstellung und 
historischer Gewissenhaftigkeit. Ihr besonderes Verdienst besteht aber 
darin, dass sie die Resultate der friiheren Untersuchungen unter einen 
allgemeinen Gesichtspunkt zusammenfasst und ihre Ableitung verein- 
facht. Dieser Art der Darstellung blieb Hankel stets getreu. — In 
allen spiitern Arbeiten gleicher Gattung geht er von dem historisch 
gegebenen Materiale aus und giebt Rechenschaft von dem Verhiltnisse 
seiner eigenen Entwickelung zu dem schon Geleisteten. 


In seinen akademischen Vortriigen wusste der jugendliche Docent 
seine Zuhorer in seltenem Grade fiir den jedesmal behandelten Gegen- 
stand zu interessiren, obwohl er (ganz entfernt vom Streben nach 
falscher Popularitit) an seine Zuhérer nicht geringe Anforderungen 
stellte. Vor allem und mit dem gliicklichsten Erfolge strebte er aber 
danach, durch klare Darlegung des Gedankenganges und durchsichtige 
Gliederung der Entwickelung auch dem schwicheren Verstandnisse den 
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Ueberblick iiber das Ganze zu wahren und doch ‘dabei die Theilnahme 
der héher Strebenden zu fesseln. 

Diese Leistungen als akademischer Lehrer, verbunden mit seinen 
weiteren wissenschaftlichen Arbeiten, verschafften ihm die Anerkennung, . 
dass er im Herbst 1867, nachdem er im Friihjahr desselben Jahres zum 
ausserordentlichen Professor in Leipzig ernannt war, als ordentlicher 
Professor der Mathematik an die Universitat Erlangen und Ostern 1869 
in gleicher Eigenschaft an die Universitit Tiibingen berufen wurde. 
In Erlangen griindete er einen eigenen Hausstand, indem er Marie 
Dippe aus Schwerin, die Tochter einer seinem elterlichen Hause lange 
befreundeten Familie als Gattin heimfiihrte, an deren Seite er das ge- 
hoffte Lebensgliick bis zu seinem Tode in reichem Masse fand. 

Im Uebrigen waren die Verhiiltnisse in Erlangen nicht danach 
angethan, dem strebsamen Geiste Hankel’s auf die Dauer zu geniigen, 
weil die Zahl derjenigen, welche Mathematik studirten, iiberaus gering 
war. Bei der Begeisterung, mit welcher er dem akademischen Berufe 
anhing, empfand er daher den Ruf nach Tiibingen als ein hohes Gliick, 
wo ihm ein reiches Wirken fiir Wissenschaft und Leben in Aussicht 
gestellt schien. Zwar muthete ihn Manches fremd an, aber das reiche 
Geistesleben des schwibischen Stammes, die Fiille des Interessanten 
in allen neuen ungewohnten Verhiltnissen, die sorgenfreie Existenz, 
vor allem aber der gréssere Kreis von Studenten gewihrten ihm volle 
Befriedigung und die Hoffnung auf erspriessliche Thiitigkeit. Diese 
Hoffnung ist, obwohl ihm nur eine vierjihrige Wirksamkeit beschieden 
gewesen ist, nicht unerfiillt geblieben. — Von Anfang an arbeitete er 
darauf hin, das mathematische Studium zu heben, die Ziele desselben 
zu erweitern und den wissenschaftlichen Sinn der Studirenden zu be- 
leben. — In dem beim Eintritt in den akademischen Senat der Uni- 
versitat Tiibingen im April gehaltenen Vortrage: ,Die Entwickelung 
der Mathematik in den letzten Jahrhunderten* gab Hankel dieser Ab- 
sicht in beredten Worten Ausdruck, indem er als das Ziel der akademi- 
schen Vorlesungen bezeichnete, das ganze Ideal der Wissenschaft denen 
vorzufiihren, die derselben ihr Leben widmen wollen, und sich zu dem 
Grundsatze bekannte: , Will man gewiss sein, ein mittleres Ziel zu er- 
reichen, so stelle man sich das héchste, wer nur nach Mittelmissig- 
keit strebt, wird auch diese nicht erreichen“. 

Nachdem Hankel sich genau mit den hochst eigenthiimlichen 
und interessanten Verhiiltnissen des wiirttembergischen Unterrichts- 
wesens bekannt gemacht hatte, richtete er noch im Sommer 1869 ein 
mathematisches Seminar von vier Cursen ein, dessen Verfassung der 
des schon bestehenden philologischen Seminars nachgebildet war. Die 
Theilnahme an den Uebungen des Seminars wurde fiir die Candidaten 
des Reallehramts obligatorisch gemacht. Eine weitere von Hankel 
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bewirkte Verbesserung bestand in der Erhéhung der Anforderungen 
in dem sogenannten Professoratsexamen, indem die Priifung mit auf 
analytische Mechanik und neuere Geometrie erstreckt wurde. Hankel’s 
Ueberzeugung, dass bei der durch ausgezeichnete Schulbildung im All- 
gemeinen weit geforderten geistigen Entwickelung der Studenten mit 
dem Ziele auch die Krifte wachsen wiirden, fand sich bald durch 
manchen schénen Erfolg bestiitigt. Die Aufgabe des Professors der 
Mathematik war es nun, vor Allem seinen Vortriigen eine dem ye- 
steckten Ziele entsprechende Mannigfaltigkeit und Vollendung zu geben. 


Mit verdoppelter Sorgfalt arbeitete Hankel jetzt an seinen Heften, 
welche die Grundlage seiner stets frei gehaltenen Vortriige bildeten, 
und freudig empfand er die durch volle Hingabe auf beiden Seiten 
bedingte Wechselwirkung zwischen ihm und seinen Zuhorern. 


Aufmerksam auf die Aufnahme seiner Worte im Zuhorerkreise 
achtend, lernte er selbst immer mehr sich dessen Bediirfnissen zu ac- 
comodiren, und die Gewissheit, nicht vergeblich zu arbeiten, gab ihm 
die Sicherheit, die den Meister kennzeichnet. Im Bewusstsein, hier 
auch fiir tiefer gehende Bemerkungen Verstiindniss zu finden, konnte 
er mehr als sonst seine eigenartige Auffassung hervortreten lassen und 
in gesteigerter Lebhaftigkeit des Vortrags die Zuhérer mit fortreissen. 

Bei soleher Hingabe an den Beruf als akademischer Lehrer blieb 
fiir Hanke! in Tiibingen nur wenig Zeit iibrig, seine friiheren littera- 
rischen Arbeiten fortzusetzen oder neue zu unternehmen. 

Die grosse Aufgabe, die er sich schon in Leipzig gestellt hatte, 
durch eine fundamentale Untersuchung die eigentliche Natur jener 
Vorstellungen und Begriffe aufzukliren, auf welcher die complexen 
Gahlen und ihre Functionen beruhen, und damit zugleich das Gebiet 
zu begrenzen, innerhalb dessen sie ihre volle Berechtigung haben, 
sowie gewissermassen die Direction fiir den weiteren Fortschritt zu 
geben, ist von ihm riicksichtlich der complexen Zahlensysteme durch 
den im Jahre 1867 in Leipzig erschienenen ersten Theil der Vor- 
lesungen iiber die complexen Zahlen und ihre Functionen mit gliick- 
lichem Erfolge gelést worden. Um so mehr ist es zu bedauern, dass 
er zur Ausarbeitung des zweiten Theils, welcher die Functionen der 
complexen Zahlen in entsprechender Weise behandeln sollte, nicht 
gelangt ist. — Es ist damit eine Liicke unausgefiillt geblieben, welche 
als soleche auch von denen empfunden wird, die selbstthitig an der 
Erweiterung des bezeichneten Gebietes der Wissenschaft arbeiten. Von 
kleineren Arbeiten sind zu erwihnen: 

»nDie Zerlegung algebraischer Functionen in Partialbriiche nach 


den Principien der complexen Functionentheorie in der Zeitschrift fiir 
Mathematik und Physik I, 8. 425—433. 
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»Mathematische Bestimmung des Horopters. Poggendorff Anna- 
len, CXXII, 575.“ 

»Ueber die Vieldeutigkeit der Quadratur und Rectification algebrai- 
scher Curven. Eine Gratulationsschrift. Leipzig 1864.“ 

» Darstellung symmetrischer Functionen durch Potenznummern, 
Borchardt’s Journal Bd. 67.“ 

»Die Cylinderfunctionen erster und zweiter Art, in den Mathema- 
tischen Annalen von Clebsch und Neumann, Leipzig 1869, S. 467 
—501.“ Von dieser Abhandlung hat sich eine Fortsetzung in Han- 
kel’s Nachlasse vorgefunden und steht die Publication derselben in 
diesen Annalen in Aussicht. 

Auch diirfen wir die Artikel , Gravitation“, ,Grenze“ und , La- 
grange’s Lehrsatz“ in der Encyklopiidie von Ersch und Gruber 
nicht mit Stillschweigen iibergehen, von denen der erstere eine héchst 
geistreiche Beleuchtung einer der wichtigsten Episoden aus der Ge- 
schichte der exacten Wissenschaften ist, der zweite aber um deswillen 
eine besondere Erwihnung verdient, weil er die Grundlage der Ana- 
lysis ganz im Geiste und mit der historischen und sachlichen Griind- 
lichkeit der ,,Theorie der complexen Zahlensysteme“ behandelt. 

Einige populiire Aufsitze, die Hankel schrieb, beweisen die 
Vielseitigkeit und Feinheit seiner Bildung; wegen seines hdhern wis- 
seuschaftlichen Werthes méchte dagegen hervorzuheben sein: ,, Kin 
Beitrag zur Beurtheilung der Naturwissenschaft des griechischen Al- 
terthums. Deutsche Vierteljahrsschrift, 1867, IV, p. 120— 155.“ 

Hankel’s letzte rein mathematische Arbeit waren die _,, Unter- 
suchungen iiber die unendlich oft oscillirenden und unstetigen Functio- 
nen“, in einem 1870 in Tiibingen erschienenen Universitiitsprogramme. 
Im Anschluss an die erwihnte Arbeit iiber den Grenzbegriff unter- 
zieht Hankel in dieser Abhandlung den Functionsbegriff im Allgemeinen 
einer systematischen Analyse. Wenn er dabei zwar von gelegent- 
lichen Untersuchungen Riemann’s ausgeht und mit peinlicher Sorg- 
falt den sporadischen Aeusserungen iilterer und neuerer Mathematiker 
iiber die Fragen dieses eminent schwierigen Capitels nachforscht, so 
muss doch die Arbeit als eine durchaus selbststiindige bezeichuet werden. 
Durch knappe, prignant zeichnende Terminologie, durch genaue 
Darlegung des erstrebten Zieles der Untersuchung und durch einen 
unbefangenen Nachweis, wie weit es dem Autor gelungen ist, die 
Wissenschaft diesem Ziele entgegen zu fiihren, diirfte diese Arbeit fiir 
Nachfolger auf der gliicklich betretenen Bahn einen geeigneten Aus- 
gangspunkt zu neuen Forschungen bilden, indem sie zugleich die 
Richtungen andeutet, in welchen weitere Fortschritte sich vollziehen 
kénnen. — Die Hoffnung, selbst diese Untersuchungen weiter zu fiih- 
ren, um sie dem inzwischen im ersten Entwurf begonnenen zweiten 
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Theile seiner Functionentheorie einzufiigen, sollte sich ihm nicht er- 
fiillen, weil er am Schlusse des heissen und fiir ihn mit grossen An- 
strengungen verbunden gewesenen Sommers 1872, an einer Hirnhaut- 
entziindung erkrankte, die ihn an den Rand des Grabes brachte, und 
deren Folgen zur iiussersten Schonung seiner Krafte ihn néthigten. 

In den vorangehenden beiden Jahren hatte er neben der geschil- 
derten Thiitigkeit fiir sein akademisches Lehramt seine Kraft in er- 
hdhtem Masse der Vorbereitung einer Geschichte der Mathematik 
zugewandt. Hankel hatte friihzeitig die Idee gefasst, in dem bei 
Gelegenheit seiner mathematischen Studien mit historischer Griind- 
lichkeit gesammelten Materiale im Laufe der Jahre den Apparat zur 
Abfassung einer umfassenden kritischen Geschichte der Mathematik 
zu gewinnen, glaubte aber die Ausfiihrung der Arbeit selbst einer 
spiiteren Periode seines Lebens vorbehalten zu sollen, weil die besten 
Mannesjahre der Production auf dem rein wissenschaftlichen Gebiete 
gewidmet sein miissten. Gleichwohl entschloss er sich gern, einer an 
ihn herangetretenen Aufforderung zur Abfassung eines Abrisses der 
Geschichte der Mathematik Folge zu geben, indem er in der Heraus- 
gabe eines solchen kleineren Werkes ein vorziigliches Mittel erkannte, 
der fiir spiitere Zeit beabsichtigten umfassenderen Schrift einen héhern 
Grad von Vollendung zu geben. Daher steckte er sich schon bei 
diesem kleinen Werke das Ziel, die herkémmliche Auffassung voll- 
kommen selbststiindig und mit allen ihm zu Gebote stehenden Mitteln 
einer strengen Kritik zu unterziehen, und bei der Griindlichkeit und 
Sorgfalt seiner Vorarbeiten konnte es nicht fehlen, dass er auf dem 
zwar vielfach, aber oft sehr ungeniigend bearbeiteten Felde nicht wenig 
Neues entdeckte. 

Das Werk neigte sich bereits seinem Abschlusse zu, als ihn die 
erwihnte schwere Krankheit befiel. Wie durch ein Wunder genas er 
und wurde den Seinen noch einmal zuriickgegeben; es zeigte sich 
aber bald, dass er die friihere Kraft nicht mehr besass und auf ange- 
strengte Arbeit verzichten musste. — Nur mit Unterbrechungen konnte 
er wieder Vorlesungen halten, und wiihrend ihm sonst die historischen 
Arbeiten fast wie eine Erholung im Vergleich zu dem abstracten ma- 
thematischen Forschen erschienen waren, musste er auch diese ein- 
stellen und die Vollendung des Werkes von einer vollstiindigen Wie- 
derherstellung seiner Gesundheit erwarten. Diese Hoffnung aber, an 
der er bis zuletzt, jedoch mit religiéser Ergebung in den Willen Gottes 
festhielt, erfiillte sich nicht. Denn am 29. Aug. 1873 machte auf einer 
Erholungsreise, die er mit seiner Gattin unternommen, zu Schramberg 
im Schwarzwalde ein Gehirnschlag seinem Leben plotzlich ein Ende. 

An seinem friihen Grabe trauert mit seinen Angehdérigen und 
Freunden auch die Wissenschaft. Denn er war ein reichbegabter 
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Forscher und wiirde, wenn ihm ein liingeres Leben beschieden gewe- 
sen wire, noch durch schéne Friichte seines Fleisses und seines 
Scharfblicks sich ausgezeichnet haben. Aus seinem Nachlasse soll 
unter Anderem die Geschichte der Mathematik, soweit sie vollendet 
ist, und eine Reihe von Vorlesungen iiber die neuere Geometrie zur 
Veréffentlichung gelangen. Diese, wie seine friiheren Arbeiten zeigen, 
welch reiches Talent mit diesem jungen Gelehrten zu Grabe getragen 
worden ist, wie Vieles noch daraus hiitte erbliihen kénnen, und sichern 
ihm ein bleibendes und ehrenvolles Andenken. 

















Ueber die Fliichen, deren Gleichungen aus denen ebener Curven 
durch eine bestimmte Substitution hervorgehen. 


Von F. E. Ecxarpt*in CHemnirz. 


rr 


1. Bedeuten x, y, 2 die sogenannten Dreieckscoordinaten irgend 
eines Punktes in einer Ebene, so stellt bekanntlich jede homogene 
Gleichung m' Grades zwischen denselben: 


f(@,y,2)=9, 


eine ebene Curve dar. Es mégen nun in dieser Gleichung die Sub- 
stitutionen 


=—apB-+y70, 
y=ay+ oe, 
a= ad+ By 


ausgefiihrt werden, wobei jede der Gréssen x, y, 2, a, B, y, 0 noch 
mit einer gewissen Constanten multiplicirt oder dividirt sein kénnte, 
welche hier durchgiingig der Kinfachheit halber gleich der Kinheit 
gesetzt wird. Versteht man nun unter a, B, y, 0 die tetraedrischen 
Coordinaten eines Punktes im Raume, so stellt die hervorgehende 
Gleichung eine Fliiche 2 m'*" Grades dar. Die Eigenschaften der auf 
diese Weise enstehenden Fliichen sollen im Nachstehenden genauer 
untersucht werden. 

Zunichst enthilt jede derartige Fliche die acht Punkte, in wel- 
chen sich die drei Flichen 


ap -+yd=0, 
ay + pd=—0, 
ad + By =0 


durchschneiden. Diese sind aber die Ecken zweier Tetraeder; das eine 
ist das Fundamentaltetraeder selbst, das andere dagegen, dessen Ecken- 
coordinaten den Bedingungen geniigen: 








wird von den vier Ebenen 


X=—a+fp+y+0=0, 
Y= «—B+y+o=0, 
Ze atp—y+s=0, 
W= a+p+y—0=0 


gebildet. Wir wollen der Einfachheit halber die Ecken des Fundamen- 
taltetraeders mit A, (B = y—d=—0) u. s. w., und diejenigen des 
zweiten mit B, (Y= Z=—= W=0) u. s. w. bezeichnen, diejenigen 
des Fundamentaldreiecks dagegen mit a,(y=—2¢=—0)u.s.w. Die 
acht Punkte A und B sind dann m-fache Punkte der Fliche. Dies 
geht fiir die ersteren unter Anderem daraus hervor, dass die Gleichung 
der Fliche keine Coordinate in einer héheren als der m'" Potenz ent- 
halt; fiir die letzteren folgt es daraus, dass dieselbe Gleichung sich 
nicht iindert, sobald « mit X, 6 mit Y u. s. w. vertauscht wird, in- 
folge der Identitiiten: 


aB-+-yd=4(XY+ZW) us. w. 


Die Gleichung der Curve, in welcher die Kliiche einer Tetraeder- 
ebene, z. B. d = 0, begegnet, ist: 


f(a@B, ay, By) =90 


a 
(>> ge e)=% 

sie geht also aus der Gleichung der urspriinglichen Curve hervor, 
wenn man die Coordinaten mit den reciproken Werthen gewisser Te- 
traedercoordinaten vertauscht. Aehnliches gilt fiir die Schnittcurven 
mit den Ebenen des Tetraeders der B. Dagegen ist die Gleichung 
des Tangentialkegels im Punkte A, identisch mit der gleich Null ge- 
setzten Function, welche in der Gleichung der Fliche in 6” multipli- 
cirt erscheint, also 


oder 


f(y, B, a) =0. 


Dass somit die Gleichung jener Schnittcurve und diejenige dieses 
Tangentialkegels aus einander hervorgehen, wenn man die Coordinaten 
durch ihre reciproken Werthe ersetzt, hingt mit dem Umstande zu- 
sanimen, dass sich die Gleichung der Fliiche auch dann nicht indert, 
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oa ra PE : 
wenn @ mit —, 6 mit gus Ww, und auch, wenn « mit =z B mit 





+ u. s. w. vertauscht wird. 





2. Hiner Geraden in der Ebene entspricht nach unserer Trans- 
formation eine Fliche zweiten Grades im Raume, welche durch die acht 
Punkte A und B geht. Einem Punkte der Ebene entspricht der Durch- 
schnitt zweier derartigen Flichen, also im Allgemeinen eine durch die 
acht Punkte A und B gehende Raumeurve vierten Grades. 

Wenn man daher durch unsere Transformation zwei Fliichen 2 m'" 
und 2 = Grades entstehen liisst, so schneiden sich dieselben in mn 
Raumeurven vierten Grades, entsprechend den mn Schnittpunkten der 
zugehérigen ebenen Curven. 


| Kinem Doppelpunkte der ebenen Curve entspricht stets auf der 
Fliiche eine Doppeleurve vierten Grades, also einer Spitze der ersteren 
eine Riickkehrkante der Fliche. 


Bei den beiden diesen § 2. einleitenden Siitzen sind jedoch eine 





Reihe von Ausnahmen festzustellen. Kinem Fundamentalpunkte in der 
Ebene, z. B. a,, entspricht der Durchschnitt der Flichen 
| ay + pd=—O0, 
: ad + By =0, 
welcher aus den vier geraden Linien 
=O, SO, 


Y == 0 ? fs) =) ; 
Eud, FuG, 
Z=0,W=0 
besteht, also aus zwei einander gegeniiberliegenden Kanten des 'Tetra- 


eders der Punkte A, und aus zwei jene schneidenden und einander 
ebenfalls gegeniiberliegenden Kanten des Tetraeders Bb. 


3. Sechs gerade Linien in der Ebene giebt es, denen im Raume 








statt der Flichen zweiten Grades Ebenenpaare entsprechen. Die Glei- 
chungen dieser Linien sind: 
yte=0, 
st+u=O0, 
s+y=0. 


Der Linie 
y+2=0 
entspricht z. B, das Ebenenpaar 


ay + pd+ ad+ py =O 
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(«+ B) (y+ 9)=0. 
In jeder der 12 Ebenen dieser Paare liegt je eine Kante der Tetraeder 
A und B. 

Jedem Punkte, welcher in einer der sechs geraden Linien in der 
Ebene liegt, entspricht eine Rawmcurve vierten Grades, welche im zuge- 
hérigen Ebenenpaare liegen und daher in zwei Kegelschnitte zerfallen 
muss. Alle Flaichen unserer Entstehungsweise haben daher die Eigen- 
schaft, dass sie von den 12 Ebenen , 


«+p=0, 
aety=0Ous. w. 
in Kegelschnitten durchschnitten werden. Ist dabei eine der sechs ge- 
raden Linien der Ebene zufillig eine Tangente der Curve, so beriihren 
die zwei entsprechenden Ebenen die Fliche lings eines Kegelschnittes; 


ist jene eine Doppeltangente, so beriihren die Ebenen liings je zweier 
Kegelschnitte u. s. w. 


So entspricht dem Kegelschnitte 
Vm (y +2) +¥n(e+2)+Vp@+y) =0 


die Fliiche vierten Grades 


Ym (a+ B) (y+) + Yn (a+) (B+ 0) + Vp (@ +9) (B+ y) = 9, 


welche von jeder von sechs Ebenen liings eines Kegelschnittes be- 
rihrt wird. 


4. Die sechs geraden Linien des vorigen § schneiden sich ausser 
in den Fundamentalpunkten noch zu je dreien in vier Punkten, die 
wir resp. mit ¢), €,, ¢,, ¢, bezeichnen wollen und deren Coordinaten 
den Bedingungen geniigen: 


t= yo 8, 
— a ga 8, 
eae. -F, 
“<= Yo-—Z 


Diesen vier Punkten entsprechen nun auch keine wirklichen Kegelschnitt- 
paare, sondern je vier gerade Linien, wad es entsprechen z. B. dem 
Punkte c, die vier geraden Linien, in welchen die Ebenen 
we = } —_ +) = ( 
von den andern iin thai, See 
a—y=0; B—d=0 


oder auch von 


e—d=0; p—y=0 
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durchschnitten werden. Diese vier geraden Linien schneiden sich in 
einem Punkte C,: 

a= B = Y = ri) ’ 
und jede derselben geht sowohl! durch einen der Punkte A, als auch 
durch einen der Punkte B. 


Ebenso entsprechen den andern Punkten ¢,, ¢,, ¢, je vier gerade 
Linien, welche durch je einen der Punkte A und B gehen und sich 
resp. in den Punkten 


a——p=—y= 4, 
welche wir C,, C, und C, nennen wollen, treffen. 


Liegt einer der Punkte c, z. B. c,, auf einer ebenen Curve, so 
liegen auf der entsprechenden Fiche stets die vier geraden Linien, 
welche sich in C, schneiden, und da diese nicht in einer Ebene liegen, 
so muss der Punkt C, ein Doppelpunkt der Fliche sein. Geht also 
z. B. ein Kegelschnitt durch die vier Punkte c, in welchem Falle seine 
Gleichung sein wird 


maz? + ny? + pe?=0, wobi m+n+p=—0, 


so hat seine entsprechende Fiche vierten Grades 12 Doppelpunkte A, 
B und C und enthiilt die 16 geraden Linien, welche die Punkte C mit 
den Punkten A und B verbinden. 


5. . Wenn eine gerade Linie in der Ebene durch einen der Punkte 
e geht, so entspricht ihr eine Fliiche zweiten Grades durch die vier 
demselben entsprechenden, in einem Punkte C sich treffenden Geraden, 
also ein Kegel, welcher den Punkt C zum Scheitel hat. Da nun jede 
Gerade einer ebenen Curve m'* Grades in m Punkten begegnet, so 
schneidet jeder Kegel, welcher einen der Punkte C zum Scheitel hat 
und durch die vier geraden Linien geht, welche diesen mit den Punk- 
ten A oder B verbinden, unsere Flichen in m Raumcurven vierten 
Grades. 


An eine ebene Curve m'™ Grades ohne Doppelpunkt und Spitze 
lassen sich von einem beliebigen ausserhalb gelegenen Punkte aus 
m(m—1) Tangenten legen. Daraus folgt, dass man von jedem Punkte 
C aus an unsere Fliiche 2m Grades, sofern dieselbe keine Doppel- 
oder Riickkehreurve hat, m(m—1) Kegel zweiten Grades legen kann, 
welche dieselbe liings einer Raumeurve vierten Grades beriihren und 
ausserdem in m—2 derartigen Raumcurven durchschneiden. Jeder die- 
ser Kegel ist dabei ein doppelter Beriihrungskegel, da jede Erzeugende 
desselben die Fliche in den zwei Punkten beriihrt, in welchen sie der 
38* 
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Raumceurve vierten Grades begegnet. Daher repriisentiren jene m(m—1) 
Kegel zweiten Grades im Ganzen einen Beriihrungskegel vom Grade 
4m (m— 1). 

Nun ist aber der Grad des Tangentialkegels bei einer Fliiche 

2 me Ordnung im Allgemeinen . 

g . 

2m (2m — 1); 
man wird daher noch einen weiteren Beriihrungskegel von C aus er- 
warten kénnen, und zwar einen solchen 2 m'" Grades. 

Die m(m—1) Beriihrungscurven vierten Grades der m(m— 1) Tan- 
gentialkegel liegen ferner in einer Fliiche 2(m— 1)'*" Grades, welche der 
ersten Polaren des Punktes ¢ in Bezug auf die ebene Curve entspricht. 
Da nun die erste Polare des Punktes C in Bezug auf unsere Fliiche vom 
Grade 2m—1 ist, so muss die Beriihrungscurve des weiter zu erwar- 
tenden Tangentialkegels in einer Fiche vom Grade 

2m—1—2(m—1), 
d. h. in einer Ebene liegen. Dies geht auch auf andere Weise noch 
klarer hervor. 

Die Gleichung der ersten Polaren eines beliebigen Punktes («,, 
B,, ¥1, 9,) in Bezug auf unsere Fliiche ist: 


oe (B+ @B, + 748 + 79,) + 50 (ay + ar, + Bd + BA) + 
af 

+ $F (a8 + «9, + By + Br) =9, 
wobei in er u. s. w. noch die bekannten Werthe fiir z, y und ¢ 
einzufiihren sind. Fiir den Punkt C, (a, = B, = y, = 9,) z. B. wird 
nun diese Gleichung 

of of of 

on tay + ge) @+b+r+8)=—0 
und die Beriihrungsebene des weiteren Tangentialkegels ist daher 

e+pB+y+s—0, 

d. h. unabhingig von der Function f und somit fiir alle unsere Fli- 
chen dieselbe. 


Gleicherweise sind die Beriihrungsebenen der drei von C,, C, und 
C, aus zu legenden Tangentialkegel: 


«a+fp—y—d=0, 
a—B+y—é=0, 
a—B—y+d—0. 
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Das Tetraeder dieser vier Ebenen hat wieder die Punkte C zu 
Ecken und man kann daher sagen, dass das Tetraeder der Punkte C . 
in Bezug auf alle unsere Flichen sich selbst conjugirt ist. “a 

Noch ist zu erwihnen, dass fiir alle die unendlich vielen Raum- 
curven vierten Grades, welche die Punkte 4 und B enthalten, die vier 
Punkte C die Scheitel der dariiberstehenden Kegel zweiten Grades sind. 
Daraus ergiebt sich unter Anderem, dass die Kegelschnitte, in welchen 
nach § 3. unsere Fliche durch zwei zusammengehirige Ebenen, z. B. 


a+Bp=0, yt d=—0 
durehschnitten wird, sich paarweise in doppelt perspectivischer Lage 
befinden und dass die beiden nicht auf der Schnittlinie jener Ebenen 
liegenden Punkte C die Scheitel der zugehérigen Sehkegel sind. 




































7. Geht eine ebene Curve durch einen der Punkte ¢, so hat, 
wie schon erwiihnt, die entsprechende Fliiche den zugehérigen Punkt 
C zum Doppelpunkt. Der Tangente an die Curve in jenem Punkte 
entspricht sodann der Beriihrungskegel der Fliche im Doppelpunkte. 
Derselbe beriihrt die Fliche lings der vier geraden Linien, welche den 
Punkt C mit den Punkten A oder B verbinden, und jede Erzeugende 
desselben hat mit der Fliiche im Scheitel vier zusammenfallende Punkte 
gemeinschaftlich. Ueberdies schneidet der Beriihrungskegel die Fliche 
in m— 2 Raumeurven vierten Grades. 

Wiire ¢ ein Doppelpunkt der ebenen Curve, so wire der Punkt 
C ein vierfacher Punkt der Fliche; der Tangentialkegel desselben zer- 
fallt in zwei Kegel zweiten Grades, welche den Tangenten des Doppel- 
punktes entsprechen. 

Ist ¢ eine Spitze, so fallen diese beiden Kegel zusammen. Ist 
allgemein c ein p-facher Punkt der ebenen Curve, so ist der Punkt 
C ein 2p-facher Punkt der Fliche, dessen Tangentialkegel in p Kegel 
zweiten Grades zerfillt. Die vier geraden Linien, welche den Punkt 
C mit den Fundamentalpunkten verbinden, sind p-fache Linien der 
Fliche. 


8. Kinem Eckpunkte des Fundamentaldreiecks in der Ebene ent- 
sprechen, wie bereits gezeigt wurde, zwei sich kreuzende Kanten des 
Tetraeders der Punkte A und zwei sich kreuzende, aber jene schnei- 
dende Kanten des Tetraeders der Punkte B. Geht also eine Curve 
durch einen der Fundamentalpunkte, so enthiilt die entsprechende 
Fliche jene vier Kanten, und ist cine Curve dem Fundamentaldreieck 
umschrieben, so enthilt die Fliche stimmtliche 12 Kanten beider Te- 
traeder. 

Alsdann entspricht der Tangente der Curve in einem der Eckpunkte 
eine Fliche zweiten Grades, welche durch je zwei Kanten beider Te- 
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traeder geht und die Fliche in simmtlichen Punkten dieser Kanten 
beriihrt. Besonders bemerkenswerth ist dabei der Fall, in welchem 
die Tangente der Curve zusammenfallt mit einer der sechs Geraden, 
denen nach § 3. Ebenenpaare entsprechen. Beriihrt z. B. die gerade 


Linie 
y+2z=0 
die Curve im Punkte a,, so beriihrt die Ebene 


die Fliche lings der Kanten 
a=0, B=0, ud Z=0, W=0; 


ebenso die Ebene 
lings der Kanten 
y=, d=0 und X=0, Y=0. 
Der Punkt 
a=, p=0, y=—oO 
hat somit, da er sowohl auf der Kante « =0, 6B =0, als auch auf 
X=0, Y= 0 liegt, zwei verschiedene Tangentialebenen: 


a+fp—0 und y+d=—0. 
Dies ist aber nur dann méglich, wenn dieser Punkt ein Doppelpunkt 
der Fiche ist. Gleiches gilt fiir den Punkt 


aax—B, yO, S=0. 


Wenn also eine der sechs melkrfach erwihnten Geraden die Curve 
in einem Fundamentalpunkte beriihrt, so hat die entsprechende Fliiche 
zwei der Punkte, in welchen sich die Kanten der beiden Tetraeder A 
und B gegenseitig schneiden, zu Doppelpunkten. 

Beriihren daher die drei geraden Linien 


yte=0, 
et+z=0, 
e+y=0 


die Curve in den Fundamentalpunkten, so schneidet die Ebene 


e+B+y+0=0 
die Flache in einer Curve, welche die sechs Ecken eines vollstiindigen 
Vierseits zu Doppelpunkten hat. 


9. Einem Punkte im Raume entspricht ein einziger Punkt der 
Ebene, diesem aber entspricht umgekehrt eine Raumcurve vierten 
Grades, durch welche unzihlig viel Flichen zweiten Grades gelegt 
werden kénnen, und zwar diejenige, welche durch die acht Punkte 
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en A und B geht und jenen Punkt im Raume enthilt. Ebenso entspricht 
we einer beliebigen Curve im Raume eine Curve in der Ebene, dieser aber 
, umgekehrt eine Fliche im Raume, und diese ist der geometrische Ort 
de derjenigen Raumeurven vierten Grades, welche durch die acht Punkte 
A und B, sowie durch einen Punkt der Raumcurve gehen. Der Grad 
dieser Fliche hiingt selbstverstiindlich ab von dem Grade der Curve 
im Raume und von der Lage derselben zu den Ecken und Kanten der 
beiden Tetraeder A und B. 
Liegt z. B. diese Leitlinie m'° Grades in einer Fliche a =O des 
Fundamentaltetraeders, und ist die Gleichung derselben 
e=0, £(B,,%, 6;)=0, 
so ist die Gleichung der erzeugenden Curve vierten Grades 
(@B + 79) B, = (ay + BO) 7, = (a8 + By) 9, , 
woraus folgt: 
B,:7,:0,= ee 
ah tr aeB+yd © ay+ Bd ° ad+ By’ 
uf so dass sich die Gleichung der Fliche ergiebt: 
; 1 1 1 
((apt5a? ae+p0? ab+6y) ~9- 
ct Der Grad der Fliche ist somit unter der gemachten Voraussetzung 
* im Allgemeinen das Vierfache von demjenigen der Leiteurve und die 
12 Kanten beider Tetraeder sind m-fache Linien der Fliche. Geht 
aber die Leitlinie durch einen der Fundamentalpunkte, so vermindert 
ad sich der Grad der Fliche sofort um 2. Ist z. B. die Leitlinie eine 
4 Gerade a 
! e=0, mp, + ny, + pd, =9, *g 


so ist die Gleichung der Fliiche 
‘m =... p. aii, 3 
abt+ye + ay+po + ad+fy ~ : 
Auf dieser Fliche liegen im Allgemeinen 20 gerade Linien, niim- = 
lich die 12 Kanten der Tetraeder A und B, und die acht geraden 
Linien, welche die acht Fliichen beider Tetraeder noch iiberdies mit 
der Fliche gemeinsam haben. 
Liegt die gerade Linie beliebig im Raume, so ist dagegen die 
, Fliche im Allgemeinen vom achten Grade. 


10. Es ist klar, dass man die Betrachtungen der vorigen §§ we- 
sentlich verallgemeinern kann, wenn man fiir x, y und ¢ tiberhaupt 
homogene Functionen der Coordinaten «, 6, y, 0 substituirt; es wird 
alsdann allerdings die Lage der acht Fundamentalpunkte A und B eine 
weit allgemeinere als bisher, dagegen geht auch dabei der grésste Theil 
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der gefundenen einfachen Eigenschaften verloren. Diese Siitze wiir- 
den nur dann mit nur unwesentlichen Aenderungen wiederkehren, 
wenn die mit unserer friiheren verwandte Substitution 


a“ = (a + B) (vy + 4) 

y= («+ 7) (B+ 9) 

a= (a+ 6) (6+ 7) 
ausgefiihrt wiirde. Es ist bekannt, dass man sowohl diese, als auch 
die friiheren Werthe x, y, 2 zu Wurzeln der Resolvente einer Glei- 
chung vierten Grades wihlen kann, sofern die letztere die Wurzeln 
a, B, y, 6 hat. 

Aber die Betrachtungen:des vorigen § lassen sich auch noch in 
anderer Beziehung wesentlich verallgemeinern, wenn man statt der 
Raumeurven vierten Grades andere Curven zu Erzeugungslinien der 
Fliche wihlt. Besonders einfach ist der Fall, in welchem die Fliche 
erzeugt wird durch Raumcurven dritten Grades, welche durch fiinf 
gegebene Punkte gehen. LEine Filiiche dieser Art kann auf folgende 
einfache Weise erhalten werden: Man beziehe einen Kegel auf ein 
bestimmtes Tetraeder und ersetze hierauf in der Gleichung desselben 
die Coordinaten durch ihre reciproken Werthe; alsdann entsprechen 
den Erzeugenden des Kegels Raumcurven dritten Grades, welche durch 
die vier Eckpunkte des Tetraeders und durch den Punkt gehen, wel- 
cher vermége der angewandten Transformation dem Kegelscheitel ent- 
spricht. Die fiinf Punkte sind aber nur dann gleich vielfache Punkte 
der Fliche, wenn der gewiihlte Kegel ein solcher 3 m' Grades ist, 
welcher die vier durch die Tetraederecken gehenden Erzeugenden zu 


m-fachen Linien hat. Die Flichen haben alsdann den Grad 5m; die 


fiinf Punkte sind 3m-fache Punkte und ihre 10 Verbindungslinien 
m-fache Linien der Fliiche. 


11. Kin besonders bemerkenswerthes Beispiel zu den in dieser 
Abhandlung betrachteten Fliichen bietet die Kernfliche der Fliichen 
dritten Grades mit vier Doppelpunkten, welche ich z. B. in einer im 
fiinften Bande dieser Zeitschrift verdffentlichten Arbeit 8. 38 etwas 
niher betrachtet habe. Legt man als Gleichung der Fliche dritten 
Grades 


1 1 1 1 
+ +44+4t45—0 
zu Grunde, so kann die Gleichung ihrer Kernfliiche unter der Form 
1 1 1 1 
t+at+yt+a)+64+74+4)=4, 


aber auch noch einfacher 













Ja 











Ueber die Flichen f(@8 + yd, ay+6d,ad+ By) =0. 


1 1 1 
+78 + ay+ee + ad+py ~° 
geschrieben werden. Die fragliche Fliche ist also diejenige, welche 
vermége unserer Transformation dem Kegelschnitte 


ye+ex+ a2y=—0 
entspricht. Da dieser Kegelschnitt durch die Fundamentalpunkte geht, 
so enthilt die Fliiche die Kanten der beiden Tetraeder A und B, wih- 
rend die Ecken Doppelpunkte der Fliche sind. Da ferner der Kegel- 
schnitt in den Fundamentalpunkten von den Linien 


yte=0, efa=—0, a+y—0 


beriihrt wird, so beriihrt jede der sechs Ebenen 


«+p=0, 
a+ty=Ou.s. w. 


die Fliche lings je einer Kante beider Tetraeder und die sechs Punkte, 


in welchen die Ebene 
a+B+y+0—0 


den sechs Kanten eines jeden der beiden Tetraeder begegnet, sind 
Doppelpunkte der Fliiche (§ 8.). Diese Ebene schneidet daher die 
Fliiche in einer Curve vierten Grades mit sechs Doppelpunkten, also 
in den vier Geraden, in welchen sie den Flichen beider Tetraeder be- 
gegnet. 
Vom Punkte C, 
au poy =—J 

kann man an die Fliiche zuniichst zwei, allerdings imaginiire Beriih- 
rungskegel zweiten Grades legen, ausserdem aber noch einen weiteren 
Kegel vierten Grades, dessen Beriihrungscurve in der Ebene 


o+B+y+s—=0 
liegt und somit aus den eben erwihnten vier geraden Linien besteht. 
Man kann daher lings dieser vier Linien Beriihrungsebenen an die 
Fliche legen, welche sich in einem Punkte schneiden. 

Fiir die drei Punkte C,, C,, C, zerfallt der Kegel vierten Grades 
nicht; die Beriihrungsebenen 

a+ pB—y—d=0u4 8. W. 

schneiden vielmehr aus der Fliiche je eine Curve vierten Grades mit 
zwei Doppelpunkten und es ist hiernach die im Schlusssatze des § 8. 
* der oben citirten Arbeit aufgestellte Behauptung zu berichtigen. Da- 
gegen zerfallen fiir jeden dieser Punkte C,, C,, C, die zwei Kegel 


zweiten Grades in vier Ebenen, welche lings gewisser Tetraederkanten 
beriihren. 
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Zugleich mag bei dieser Gelegenheit einiger Eigenschaften der 
fraglichen Fliche gedacht werden, welche sich nicht unmittelbar aus 
den oben entwickelten allgemeinen Siitzen ergeben. 

Legt man in einem Doppelpunkte A und dem entsprechenden 
Doppelpunkte B (z. B. A, und B,) die Tangentialkegel, so schneiden 
diese sich gegenseitig in einem Kegelschnitte, welcher zugleich auf 
der Fliche liegt, und ausserdem in einem Kegelschnitt auf der Polar- 
ebene von C,. Die Ebene des ersten Kegelschnittes ist dabei eine der 
durch den Punkt C, gehenden und die Fliiche liings einer Geraden be- 
riihrenden, oben erwihnten Ebenen. Jeder dieser Tangentialkegel be- 
riihrt iiberdies die Fliche lings drei geraden Linien. 

Die Tangentialkegel in einem der weiteren sechs Doppelpunkte 
beriihren dagegen die Fliiche lings vier geraden Linien und durch- 
schneiden sie daher sonst nicht. Zwei dieser Kegel aber, deren Scheitel 
auf gegeniiberliegenden Kanten des Tetraeders A liegen, durchschnei- 
den sich gegenseitig in zwei Kegelschnitten. Die sechs so sich ergeben- 
den Kegelschnitte liegen paarweise in den Ebenen CC,C,, CC,C,, 
CC,C,. 

Der Tangentialkegel, welchen man ausser dem eigentlichen Be- 
riihrungskegel des Punktes selbst noch von einem der Doppelpunkte A 
oder B aus an die Fliche legen kann, zerfillt in die drei Ebenen, 
welche die Fliche lings der drei in jenem Punkte zusammenlaufenden 
Tetraederkanten beriihren, und in einen Kegel dritten Grades mit einer 
isolirten Doppelkante. Fiir den Punkt A, z. B. ist die Gleichung des 


letzteren : 
(y + 6) (6+ 8) (B+ 7) =8 Byd. 
Die Beriihrungscurve dieses Kegels ist eine ebene und die Gleichung 
der Beriihrungsebene ist: 
3e+pB+y+o=0. 
Fiir jeden der weiteren sechs Doppelpunkte dagegen zerfillt der 
Tangeutialkegel in: 
1) den Beriihrungskegel des Doppelpunktes selbst; 
2) einen liings eines Kegelschnittes beriihrenden Kegel zweiten 
Grades ; 
5) die Beriihrungsebenen lings der zwei Kanten der 'Tetraeder 
A und B, welche sich in dem Doppelpunkte schneiden. 
Fiir den Doppelpunkt 
a=—B, y=0, JO=0 
z. B. ist die Gleichung des Kegels unter 2) 


(«+ B+yv+9) («+ A8)+47d=—0; 


die Gleichungen der beiden Ebenen unter 3) dagegen sind 
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Ueber die Flaichen f(a +79, ay+ 890, «d+ By) =0. 











«+p=0, y+o=0. 


12. Eine andere bemerkenswerthe Flache vierten Grades entspricht 
dem Kegelschnitte 
1 i 1 
yte + ape t oy — 








eo. 


Dieser geht durch die drei Punkte c¢,, c, und c,, und die Schnitt- 
punkte der drei Tangenten, die man an die Curve in diesen Punkten 
legen kann, liegen auf den Linien 
y—e=0, «e-—x4=0, r—-y=0. 
Die Fliche 
1 1 1 
oe Se ak Tee 

(@+Ay+8)* @tn +8 T @FACHY 
hat daher ausser den acht Punkten A und B noch die drei Punkte 
C,, C,, C,. zu Doppelpunkten und enthilt die 12 geraden Linien, 
welche diese drei Punkte mit den Punkten A und B verbinden (§ 4.). 
Die Tangentialkegel in je zweien dieser Punkte C schneiden sich in 
zwei Kegelschnitten und die Ebenen der sechs so sich ergebenden 
Kegelschnitte schneiden sich simmtlich im Punkte C,. 

Jede der sechs Ebenen 
ae+Pp=0, e+y=O0us. w. 
schneidet die Fliche in vier Geraden, jede der sechs Ebenen 
a—Bp=0, «e—y=O0us8. w. 

dagegen in zwei Geraden und einem Kegelschnitt. Die sechs auf diese 
Weise entstehenden Kegelschnitte sind zu je zweien in doppelt per- 
spectivischer Lage und die Scheitel der sechs Sehkegel liegev in den 
Punkten C,, C,, C;. 


13. Unter den Flaichen sechsten Grades ist diejenige hervorzu- 
heben, welche der Curve dritten Grades 


(y+2)¢@+2)(@+y)=8 xyz 
entspricht. Diese Curve geht durch die drei Fundamentalpunkte a 
und hat in diesen die Linien 


yte=0, z+e=0, t+y=90 
zu Tangenten; ferner hat die Curve den Punkt c, 
L=y=sZ 
zum isolirten Punkt. Die entsprechende Flache 


(e+ B) (e+ y) («+-8) (B+) (B+ 8) (y+ 8) =8 («8 +-y 4) (wy +89) («d+ By) 
hat daher die acht Punkte A und B zu dreifachen Punkten, den Punkt 
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C, zu einem vierfachen Punkt und die sechs Punkte, in welchen die 


Ebene 
a+p+y+o=0 


den sechs Kanten der Tetraeder A oder B begegnet, zu Doppelpunk- 
ten. Ferner liegen auf der Fliche die zwélf Kanten beider Tetraeder, 
und ausserdem sind die vier geraden Linien, welche den Punkt C, mit 
den vier Ecken A oder B verbinden, isolirte Doppellinien der Fliche. 
Der Tangentialkegel des vierfachen Punktes zerfillt in zwei Kegel 
zweiten Grades; derjenige eines dreifachen Punktes dagegen schneidet 
die Fliche in einer ebenen Curve dritten Grades, welche zugleich auf 
der gegeniiberliegenden Tetraederebene liegt. Jede der sechs Ebenen 
«a+ fB=—0 u.s. w. beriihrt die Flache in je einer Kante der Tetra- 
eder A und B und durchschneidet sie iiberdies in einem Kegelschnitt. 


Chemnitz, im Januar 1874. 


















Ueber eine neue Bedingung fiir den gewdhnlichen 
Mittelwerthsatz. 


Von Paut pu Bors-Reymonp in Tiibingen. 


Nach dem gewohnlichen Mittelwerthsatz kann das Integral 


6 
J f (x) p(x)de auf die Form: 


b 
f®) folaydz, a<8<b, 


gebracht werden, wenn g(x) im Intervall a < x# <b ihr Zeichen nicht 
wechselt. Diese Bedingung kann durch folgende davon giinzlich ver- 
schiedene ersetzt werden: Jene Umformung ist gestattet, wenn f (x) 
im Intervail a< «<b entweder nirgends zunimmt oder nirgends ab- 


nimmt, und wenn, J p(x)dx = A(x) gesetet, die Function N(x) im 


Intervall a<a<b thr Zeichen nicht wechselt wnd stets < A(b) ist. 
Geometrisch bedeutet diese Bedingung Folgendes: Die Curve y = A(x) 
darf, indem sie die Punkte x =a, y = A(a)=0 und c= b, y=A(b) 
verbindet, das von den Geraden: 

a=a, £=b, y=0, y=A(b) 


eingeschlossene Rechteck nicht verlassen. 
Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus dem zweiten Mittelwerth- 
satz*): 


“4 fi e 
J[r@e@de=t@fow@ae +10 J g(c)dz, a<&<b, 


da die beiden Integrale rechter Hand positiv sind, indem man einen 
zwischen f(a) und f(b) gelegenen Werth vor diese Integrale nimmt. 





*) Man findet jenen Satz in Borchardt’s Journal Bd. 69, S. 65, ferner auch 
in diesen Annalen Bd. VI, 8. 313. Anm. d, Redaction. 
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2 Die neue Bedingung ist deshalb bemerkenswerth, weil sie fiir die 
Bs Function (x), der sie ja beliebig viele Zeichenwechsel gestattet, viel 
i weniger einschrinkend ist als die alte, wofiir sie allerdings der Function 
/(«) weniger Spielraum génnt. 


Ich benutze diese Gelegenheit, um in meinem letzten Aufsatz 
» Ueber die sprungweisen Werthverinderungen analytischer Functionen“ 
(Seite 241 dieses Bandes) einen stérenden Druckfehler zu berichtigen. 
Auf Seite 254 jenes Aufsatzes muss niimlich die zweite Formel so 
lauten : 

+2 +n +2 

Lim Ib [f(@ac + cosa | f(a) cos ada + --- cos nef f(@) cos nada 
—n -@ =i 


+2 n 
+ sin «| f(a) sin ada + --- sin ne fre sin nadat 


nix —2,) 
2 


=" He, +0) +F(@;, —0! + fre, +0) —f(@,—0)} Lim | me de. 


m @&.a wm 2 Ae ld 


Tiibingen, im April 1874. 














Ueber die Correspondenzformel. 


Von A. Brizt in Darmstaprt. 


Im VI. Bande dieser Annalen (8. 38 ff.) habe ich einen Satz be- 
wiesen, vermége dessen das bekannte Chasles’sche Correspondenz- 
princip fiir Punkte auf einer Geraden ausgedehnt wird auf Punkte einer 
Curve von allgemeinem Geschlecht. Erscheint an jener Stelle der Satz 
wesentlich nur als Corollar zu Untersuchungen iiber Correspondenzen- 
paare, und werden demnach manche an ihn ankniipfende Fragen dort 
unerdrtert gelassen, so wird im vorliegenden Aufsatze beabsichtigt, 
durch niiheres Kingehen auf die Kigenschaften einer einzelnen Corre- 
spondenz und ihrer Coincidenzen diese Liicke auszufiillen. 

Der a. a. O. gelieferte algebraische Beweis der Correspondenz- 
formel (der Formel fiir die Anzahl der Coincidenzen einer Corre- 
spondenz auf ciner algebraischen Curve) wird in (I.) im geometri- 
scher Fassung wiederholt. Die allgemeine Gestalt, welche Cayley 
jener Formel gegeben hat, indem er ausser einfachen auch mehr- 
fach zu rechnende Punkte der Curve als durch die Correspondenz auf 
einander bezogen annahm, lisst sich, wie gezeigt wird, aus der vorher 
bewiesenen besonderen ableiten, ohne dass es nothig ist, ein Zerfallen 
der Correspondenz unter Adjunction der Curvengleichung in einzelne 
Correspondenzen zwischen ,einwerthigen“ Punkten — was tibrigens 
in vielen Fillen der Anwendung eintritt — vorauszusetzen. Man er- 
reicht dies mit Hiilfe eines auf Correspondenzen mit mehrwerthigen 
Punkten beztiglichen Satzes (§ 9.), welcher die Vertauschung des un- 
abhiingig veriinderlichen Punktes mit einem der ihm entsprechenden 
Punkte betrifft. 

Das Verhalten der Correspondenzen in Doppel-, Riickkehr- u. s. w. 
-Punkten der gegebenen Curve, das in (III.) betrachtet wird, veran- 
lasst eine Unterscheidung zwischen ,,eigentlichen“ und ,,uneigentlichen“ 
Coincidenzen, von denen nur die ersteren bei eindeutiger ‘Transformation 
der gegebenen Curve nicht verloren gehen kénnen. Kine Reduction 
der Correspondenzformel wird.ebenso nur durch eigentliche Coinciden- 
zen, welche in singulire Punkte der Curve fallen, hervorgebracht. Mit 
Hiilfe der in § 21, aufgestellten Regeln lisst sich in jedem Falle die 
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Grosse dieser Reduction bestimmen, wobei sich denn ganz allgemein 
ergiebt, dass das Vorhandensein von Doppelpunkten nur in Ausnahme- 
fillen eine solche néthig macht. 


I. Correspondenzen mit einwerthigen Punkten. 


1. Vermiége einer Correspondenz g zwischen zwei Punkten x 
und y (die man sich als Gleichung zwischen den Coordinaten derselben 
vorzustellen hat) midge jedem Punkte x der Ebene eine Curve (y) 
L. Ordnung entsprechen, jedem Punkte y eine Curve (x) K. Ordnung. 
Sei dazu eine Curve f von der m. Ordnung gegeben, so entsprechen 
wegen @ jedem Punkte y Km=—k Punkte x dieser Curve, jedem Punkte 
x Lm=tI Punkte y auf f. Es giebt in der Ebene eine Curve von 
der Ordnung K + L, fiir welche die Curve (y) durch den Punkt a 
geht, und umgekehrt. Es giebt also auf f i + 1 Punkte, fiir welche 
einer der correspondirenden Punkte z in y fillt, oder umgekehrt. Wir 
werden diese Punkte die Coincidenzpunkte der Correspondenz g nennen; 
dié Correspondenz selbst, insofern wir sie in der Folge vorzugsweise 
in Bezug auf f betrachten, wollen wir durch (k, 1) bezeichnen. 

2. Gegeben sei nun zwischen den Punkten x und y ausser 
eine andere Correspondenz gm’ =(k’,l’). Wandert y auf /, so be- 
schreiben die Punkte «, welche gleichzeitig den Correspondenzen 
und g’ geniigen, eine Curve, deren Grad leicht zu ermitteln ist. Wir 


betrachten eine beliebige Gerade G. EKinem Punkte x derselben ent- — 


sprechen vermége g’ |’ Punkte y auf /, jedem von diesen vermige 
eine Curve von der Ordnung K, die auf G l’K Punkte 2’ aus- 
schneiden. Da nun jedem von diesen wiederum k’L Punkte x ent- 
sprechen, so ist die Zahl der Coincidenzen von Punkten # mit Punk- 
ten x’ gleich: 
UK +L. 

Daher ist: 

mUK+KDL)=Vk+k'l 
die Anzahl der Punktepaare 2, y auf f, welche den beiden Correspon- 
denzen (k,l) und (k’, l’) zugleich geniigen. 

Zeigen die Punkte 2 und y in jeder der beidew Corresponden- 
zen ein symmetrisches Verhalten, ist also k =/, k’ =I’, so ergiebt 
das angefiihrte Verfahren nicht nur die Coincidenzen der Punkte 2, 
sondern auch die der entsprechenden Punkte y, und die Anzahl der 
Paare, welche gleichzeitig den Correspondenzen (k, k), (k’, k’) geniigen, 
ist gleich der Hiéilfte der oben gefundenen Zahl: 

= kk’. 

3. Wir betrachten jetzt eine Correspondenz fiir sich, und zwar 

unter der Voraussetzung, dass die Curven (2) und (y) durch die Punkte y 
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bez. x selbst hindurch gehn, welchen sie entsprechen, und wollen, um 
gleich die Riicksicht auf die Curve f zu wahren, annehmen, dass einem 
Punkte y von f eine Curve (x) entspreche, von deren k Schnittpunkten 
mit f y in y fallen (z. B. durch Beriihrung, oder einen vielfachen 
Punkt u. s. w.), wir wollen kurz sagen: eine Curve (x) mit einem 
»y-werthigen Schnittpunkt in «x = y“. Ebenso sollen vermége derselben 
Correspondenz von den 7 Schnittpunkten, welche einem Punkte # ent- 
sprechen, 0 wieder in « fallen. Alsdann kann man zuniichst zeigen, 
dass immer y = 0 ist. Wir werden eine solche Correspondenz in der 
Folge durch (k — y, 1 — y) bezeichnen. 

Wegen eines geometrischen Beweises dieser Behauptung sei es ge- 
stattet, auf Nr. If. zu verweisen; hier mége ein einfacher algebraischer 
Beweis Platz finden. 

Man denke sich mit Hiilfe von {/(x) = 0 eine der 3 homogenen 
Coordinaten z,, x, %, des Punktes w, etwa 2, eliminirt, so muss in 


x 


der Eliminationsgleichung der Factor — = y-mal auftreten. Eli- 
2 


minirt man dann noch y,, so enthiilt die resultirende Gleichung diesen 
Factor my-mal. Aber diese Gleichung kann keine andere sein, als 
wenn man umgekehrt erst y,; und dann 2, eliminirt hitte, wodurch 
denn jener Factor md-mal vorgekommen wiire. Daher hat man y=d. 

4. Es mégen nun wieder zwei Correspondenzen gegeben sein: 
eine der eben betrachteten Art, gm’ = (k’ — y’,l’ = y’), mit einem 
y’ werthigen Punkt in x = y, und eine g = (k, 1), welche durch Zu- 
sammenfallen von x mit y im Allgemeinen nicht befriedigt wird. Man 
suche die Anzahl der Paare von getrennt liegenden Punkten z, y auf f, 
welche gleichzeitig beiden geniigen. Von der Anzahl Aller, welche 
die letztere Bedingung erfiillen: 


kV+M’, 
sind diejenigen Punktepaare abzuziihlen, fiir welche x in y fillt. Dies 
tritt nun aber nur an denjenigen Stellen von f ein, wo Coincidenzen 
von @ stattfinden, und zwar an jeder solchen Stelle y’-fach, weil g’ 
dann immer einen y’-fachen Punkt besitzt. Zithlt man also: 


yk +) 
Paare ab, so bleiben die gesuchten: 
kU—y) +h —y’) 


Paare von getrennt liegenden Punkten. 


5. Wir gehn endlich zu dem Falle iiber, dass 2 Correspondenzen 
p= (k—y,l—y) und g (k*— y’, l’ — yp’) mit je einem y- und 
y’-werthigen Punkt in x = y gegeben sind. Man denke sich zuniichst 


die eine Correspondenz gm ein wenig deformirt in eine solche x = (k, 1), 
Mathematische Annalen. VII. ; 39 
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welche in x = y keinen ein- oder mehrwerthigen Punkt mehr besitzt, 
dagegen y diesem benachbarte Punkte auf f. Nun ist die Anzahl der 
Punktepaare, welche den Correspondenzen a und g’ geniigen, nach 
dem Vorigen: 

kU +k'—y’ (K+). 

Unter diesen Paaren giebt es zwar keine solche von zusammenfal- 
lenden Punkten mehr, wohl aber noch solche von nahe benachbarten 
Punkten 2, y, welche zusammenfallen, sobald die Deformation aufhdrt. 
Diese sind zu finden. 


Lassen wir den Punkt x auf f wandern, so begleiten ihn die y 
Punkte y, welche die deformirte Correspondenz z ergiebt, in unmittel- 
barer Nahe. Riickt aber x in die Nihe eines solchen Punktes C von 
f, in welechem die Correspondenz g’ ausser einem y’-fachen Punki 
noch eine Coincidenz besitzt, so riickt auch der coincidirende Punkt y 
in die Nahe von z, faillt in C mit x zusammen und entfernt sich wie- 
der, wenn 2 sich von C entfernt. Wihrend dessen wird aber dieser 
Coincidenzpunkt jeden der y Punkte y, welche x begleiten, einmal 
passiren, und jeder Durchgang bezeichnet ein Paar von nahe benach- 
barten Punkten x, y, welche beiden Correspondenzen 2 und g’ ange- 
héren. Jedem Punkte C entsprechen somit y Paare, und, wenn es P’ 
Coincidenzpunkte der Correspondenz g’ giebt, so sind y-P’ Paare ab- 
zuziehen. Ks bleiben also: 

(pp) =k +k’ —7y' (kK4+0—y7P’ 
Paare von getrennt fallenden Punkten 2, y, welche den beiden Corre- 
spondenzen @ und qg’ gleichzeitig geniigen. 

6. Nun verfihrt man aber unsymmetrisch, indem man die eine 


Correspondenz g deformirt. Hiitte man statt dessen gm’ deformirt, so 
wiirde man die Formel: 
(pp) —KL4 Uk — p(k +1) —9'P 
‘erhalten haben, wo P die Anzahl der Coincidenzpunkte der Correspon- 
denz g ist. Da die beiden Werthe (@q’) einander gleich sein miissen, 
so erhilt man durch Vergleichung: 
cee 8-2, fo E-2)-6 9). 
Y y 

Dieser Quotient hat fiir m dieselbe Form wie fiir gm’ und muss daher 
von der speciellen Form der Correspondenz unabhiingig sein; er kann 
nur noch von.den Constanten der Curve / abhiingen. Man findet aus 
irgend einer speciellen Correspondenz (z. B. der zwischen dem Beriih- 
rungspunkt einer Tangente und den iibrigen Schnittpunkten derselben 
bestehenden, fiir welche P = der Anzahl der Wendetangenten von f 
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ist) den Werth des Quotienten gleich 2, wo p das Geschlecht der 
Curve f ist. Daher hat man die Correspondenzformel: 


P=(k—y)+(l—y) +2p7; 


und ferner durch Substitution: 


(ee) =k—”yU—7) + —7) C—2) — 2 pry’. 
7. Setzt man noch: 

k—y=2«; kh’ —y'=2' 

l—y=A; I —y'=1', 
wo dann also x die Anzahl der vermége der Correspondenz go = (x, A) 
dem Punkte y entsprechenden nicht mit y zusammenfallenden Punkte 
x ist, A die Anzahl der dem Punkt x entsprechenden Punkte y, welche 
nicht mit # vereinigt liegen u. s. w., so ist die Anzahl der Coincidenz- 
punkte der Correspondenz (x, A): 

P=2x+4+2 PY; 
wo y die ,,Werthigkeit“ des Punktes « = y bedeutet. Ferner ist die 
Anzahl der den beiden Correspondenzen (x, 4) und (x’, A’) zugleich ent- 
sprechenden Punktepaare x, y: 
(pp) = ud’ + An’ —2 pry’. 

Ist das Vorkommen der Punkte x und y in jeder der Correspon- 
denzen g und g’ ein symmetrisches, so dass also x =A, x’ =A’ ist, 
so ist, aus ahnlichen Griinden wie oben (§ 2.), die Zahl der gesuch- 
ten Paare gleich der Hiilfte von (yp’): 

£ (py) = ux’ — pry’. 

8. Von den obigen Formeln fiir P und (gq’) steht hinsichtlich 
der Einfachheit der Darstellung keine hinter der anderen zuriick; hin- 
sichtlich der Anwendbarkeit verhalt sich die letztere zur ersteren wie 
der Ausdruck fiir den Grad der Resultante aus zwei algebraischen Glei- 
chungen zu dem fiir den Grad der Discriminante einer solchen. Man 
findet die weitere Discussion der Formel fiir (pm’), sowie eine Aus- 
dehnung derselben auf einen allgemeineren Fall in dem oben citirten 
Aufsatz im VI. Bande d. Ann. durchgefiihrt. An dieser Stelle mége 
die Formel fiir P, die ,, Correspondenzformel“, einer niheren Betrach- 
tung unterzogen und insbesondere (in JI.) auf eine solche Form gebracht 
werden, dass sich der Ausdruck fiir (p’) als eine Folge derselben dar- 
stellen lisst. 


II. Correspondenzen mit mehrwerthigen Punkten. 


9. Wenn eine Correspondenz zwischen zwei Punkten x und y 
einer Curve f durch Zusammenfallen von x mit y befriedigt wird, so 
39* 
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ist, wie oben in § 5. gezeigt wurde, diejenige Zahl, welche wir die 
» Werthigkeit“ des Punktes = y genannt haben, unabhiingig davon, 
ob man den Punkt x oder den Punkt y als den gegebenen, unabhingig 
verinderlichen betrachtet. Diese Bemerkung lisst sich in folgender 
Weise verallgemeinern : 

Wenn vermige einer Correspondenz zwischen zwei Punkten «x und 
y einer Curve f unter den einem Punkte x’ entsprechenden Punkten y 
ein i-werthiger Punkt y’, d.h. ein solcher Punkt vorkommt, in welchem 
i einfache Punkte vereinigt liegen, so ist — sofern die Lage des i-werthi- 
gen Punktes y’ mit der von x’ als continuirlich verdnderlich vorausgesetzt 
wird — umgekehrt unter den dem Punkt y’ entsprechenden Punkten x 
der Punkt x’ ebenfalls als ein i-werthiger zu rechnen. 


10. Man erkennt die Richtigkeit dieses Satzes leicht fiir den Fall, 
dass f eine Gerade ist. Denn die einander entsprechenden Parameter 
xz und y der Punkte einer Geraden lassen sich als Coordinaten einer 
Curve auffassen, welche, wenn einem jeden Punkt x i gleiche Werthe y 
(ausserdem noch andere Werthe y) entsprechen sollen, eine i-fache 
Curve als Bestandtheil besitzt. Vermége dieser Curve entspricht dann 
umgekehrt jedem Werth von y’ das zugehérige x’ i-fach. 

Dieser Betrachtungsweise kann, wie dies iihnlich Herr Zeuthen 
that (diese Annalen Bd. III., S. 151), eine allgemeinere Fassung ge- 
geben werden, indem man an Stelle der Coordinaten zwei Geraden- 
biischel einfiihrt. Wir wollen gleich an den allgemeineren Fall einer 
beliebigen Curve / anschliessen und ausserhalb derselben zwei beliebig 
gelegene Punkte A und B annehmen, von deren einem A im Strahl 
X nach einem Punkte « von f gezogén werden midge. Sucht man die 
zu x und den iibrigen Schnittpunkten von X mit f gehérigen Punkte 
y und verbindet jeden derselben mit B durch einen Strahl Y, so bil- 
‘den, wenn « sich bewegt, die Schnittpunkte der Strahlen X, Y eine 
Curve C, welche als genau dieselbe entstanden wiiré, wenn man die 
za den Strahlen Y gehérigen Strahlen X aufgesucht und mit diesen 
geschnitten hiitte. Kntspricht nun einem Punkte 2’ von f unter an- 
deren auch ein i-werthiger Punkt y’, der geine Lage continuirlich iin- 
dert, wenn x’ dieselbe jindert, so enthilt die Curve C eine i-fache 
Curve als Bestandtheil, vermége deren denn auch umgekehrt der Strahl 
X’ dem Strahle Y’ i-fach entspricht. Weil nun aber die Lage der 
Scheitel A, B der Strahlenbiischel beliebig ist, so liisst sich das, was 
von dem einem Punktepaare x’, y’ entsprechenden Strahlenpaare X’ Y’ 
gilt, auf die Punkte x’y’ von / selbst iibertragen, welche somit die Kigen- 
schaft besitzen, einander wechselweise i-werthig zu entsprechen, q. e. d. 


11. Dureh die vorstehenden Betrachtungen rechtfertigt es sich, 
wenn wir in der Folge bisweilen unsymmetrisch verfahren, indem wir 
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den Punkt y als den unabhiingig veriinderlichen ansehn. Die so ab- 
geleiteten Eigenschaften einer Correspondenz kénnen nach Obigem 
keine anderen sein, als man sie erhalten haben wiirde, wenn man den 
Punkt x als den unabhiingig verinderlichen angesehn hiitte. Fillt 
insbesondere ein i-werthiger Punkt y’ mit x’ selbst zusammen, so hat 
man den oben (§ 3.) betrachteten Fall. Der Beweis desselben hiitte 
einer kleinen Modification bedurft, wenn man noch die Punkte A und 
B als vereinigt gelegen angenommen hiitte. Diese Modification, auf 
welche, mit Bezug auf § 1. der oben erwihnten Abhandlung im 
VI. Bande dieser Annalen (s. d. Druckfehlerverzeichniss zum VI. Bande), 
Herr Zeuthen mich aufmerksam gemacht hat, findet man leicht durch 
geometrische Interpretation der dben in § 3. angestellten algebraischen 
Betrachtung. Uebrigens .liisst sich, wie bereits erwiihnt, die besondere 
Untersuchung dieses Falls durch Annahme getrennter Lage der Punkte 
A, B vermeiden. 

Es moége hier noch hervorgehoben werden, dass der oben (§ 9.) 
ausgesprochene Satz ohne Weiteres auf den von Herrn Zeuthen a. 
a. O. uncersuchten Fall, wo die einander entsprechenden Punkte x und 
y auf verschiedenen Curven f und J’ gelegen sind, itibertragen werden 
kann. 

12. Hat man nun eine Correspondenz mit mehrwerthigen Punk- 
ten O(ay) gegeben, vermége deren jedem Punkte x der Curve f 2’ 
(nicht in w fallende) i’-werthige Punkte y’, 4” <”-werthige Punkte y” 
u. s. w. auf f und endlich ein [-werthiger Punkt in a selbst entspre- 
chen, so ist die Gesammtzahl aller einem Punkte x entsprechenden 
Punkte y gleich zu rechnen: 

Piaf ia" +---=F+A 
einwerthigen Punkten, von denen A nicht in # fallen. Die Gesammt- 
zahl der einem Punkte y entsprechenden Punkte x findet man in fol- 
gender Weise. Man bestimme die Zahl x’ derjenigen Lagen des Punk- 
tes w, welchem der Punkt y als i’-facher Punkt y’ entspricht; dann 
entsprechen diese, nach dem obigen Satz, dem Punkte y je als i’- 
werthige Punkte 2’. Aehnlich bestimme man die Anzahl der dem Punkte 
y entsprechenden <”-werthigen Punkte 2” u. s. w. Die Gesammitzahl 
der einem Punkte y entsprechenden Punkte # ist alsdann gleich zu 


rechnen: 
PT+in +i x" +---=—f+K : 
einfachen Punkten. 

15. Auch die Coincidenzen einer selchen Correspondenz sind ver- 
schiedenartig. Riickt niimlich von den einem Punkte x entsprechen- 
den 4’ i’-werthigen Punkten y’ ein solcher in den Punkt w herein 
(abgesehen von dem in y = schon vorhandenen [-fachen Punkt), so 
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ist diese Coincidenz offenbar fiir i’ Coincidenzen einfacher Punkte zu 
gahlen. Giebt es P’ solcher Coincidenzen, ferner P” Coincidenzen 
von i”-werthigen Punkten y” mit # u. s. w., so sind die simmtlichen 
Coincidenzen iquivalent: 

P=iP+i"P"+--- 


Soincidenzen einwerthiger Punkte. 


Durch die vorstehenden Erérterungen ist die Correspondenz ® auf 
eine solche mit einwerthigen Punkten zuriickgefiihrt. Wendet man die 
fiir eine solche aufgestellte Correspondenzformel auf sie an, so erhiilt 
man die Gleichung: 

— & 
ee P=K+A+2pfI, 
a (P’ — x’ — A’) +i" (P" — w#” — A") +--+ = 2p§l. 
Dies ist aber eben die von Cayley angegebene Formel (Comptes ren- 


dus, T. LXII, 1866). 


14. Mit Hiilfe der in § 12. gemachten Bemerkungen lisst sich um- 
gekehrt der Grad derjenigen Gleichung in den Coordinaten der Punkte 
x und y, welche die Beziehung auf der Curve / vermittelt, bestim- 
men. Dies mége an dem Beispiel der durch die Tangenten von einem 
Punkt # der Curve hergestellten Correspondenz ausgefiihrt werden. 

Die Curve f sei von der m. Ordnung. — Dem Punkte « ent- 
sprechen: 

1) die m (m— 1) — 2 Beriihrungspunkte y’ der Tangenten des durch 
« gehenden Biischels (je doppelt zu rechnen); 

2) die (m — 3) {m (m — 1) — 2}. iibrigen Schnittpunkte y” dieser 
Tangenten; 

3) der [m (m — 1) — 2]-fache Punkt in ~ selbst. 

Die Summe aller ist: 
m {m (m — 1) — 2} 
einfachen Punkten ‘quivalent; der Grad der betreffenden Correspon- 
denzgleichung in den Coordinaten von y also gleich: 
m (m — 1) — 2. 
Ferner entsprechen einem Punkte y: 

1) sofern derselbe als Beriihrungspunkt einer Tangente (also ein 
Punkt y’) aufgefasst wird: die m — 2 iibrigen Schnittpunkte x’, 
je 2-fach zu rechnen; 

2) sofern derselbe einfachér Schnittpunkt einer Tangente (y”) sein 
kann: die (m — 3) {m (m— 1) — 2} einfachen Schnittpunkte 
xz” der Tangenten des Biischels durch y; je einfach. 

3) ein [m (m — 1) — 2]-facher Punkt in y selbst. 

Die Summe ist: 
m (m— 1) (m — 2) 
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einfachen Schnittpunkten fiquivalent, woraus hervorgeht, dass der Grad 
der Correspondenzgleichung hinsichtlich der Coordinaten des Punktes 
y ansteigt auf: 


(m — 1) (m — 2). 


15. Kin in mehrfacher Hinsicht bemerkenswerthes Beispiel einer 
Correspondenz ® mit mehrwerthigen Punkten ist diejenige, welche sich 
aus zwei Correspondenzen: (x, 4) mit einem y-fachen, und (x’, 4’), mit 
einem y’-fachen Punkt in x = y (denen ein Punktepaar x, y zugleich 
geniigen soll) zusammensetzt, und zu einer Bestimmungsgleichung fiir 
(pp’) (vgl. § 8.) fiihrt. Vermige (x, 4) entsprechen naimlich einem 
Punkte x A Punkte y, deren jedem wiederum vermége (x’, 4’) x’ Punkte, 
die wir nun als y” bezeichnen wollen, entsprechen. Jedem von diesen 
entsprechen riickwiirts 4’ Punkte (x’), deren jedem wiederum » Punkte 
(x”) entsprechen. Alsdann ist (@q’) die Anzahl der Coincidenzen von 
- Punkten y” mit 2 Die dem Punkt x entsprechenden Punkte y’ sind 
je y’-werthige Punkte, wiihrend die y” einwerthig sind. Ist noch P 
die Anzahl der Coincidénzen der Correspondenz (x, 4), so erhilt man 
unter Anwendung der erweiterten Correspondenzformel (§ 13.): 


y (P—«x—A)\4+1-C(pmp) — «a’ — Ax’) =2p-0=—0. 
Dies ist aber die in § 6. auf anderem Wege abgeleitete Formel fiir (p p’). 


III. Correspondenzen mit theilweise festen Punkten. Doppel- und 
Riickkehrpunkte der gegebenen Curve. 


16. Mit Riicksicht darauf, dass, wie.man sveben gesehn, eine 
Correspondenz mit mehrwerthigen Punkten als ein besonderer Fall 
einer solchen mit einwerthigen aufgefasst werden kann, kniipfen wir 
die folgenden Betrachtungen an die leichter zu iibersehende Correspon- 
denz mit einwerthigen Punkten an. Die Correspondenz (x, 4) mit einem 
y-werthigen Punkt in « = y dachten wir uns oben (§ 1.) durch eine 
Gleichung 9 (x, y) = 0 zwischen den Coordinaten der Punkte x und y 
gegeben. Wenn nun die Curve f keine Doppel- und Riickkehrpunkte 
besitzt, und {die Curven (#) und (y), von der K. und L. Ordnung, 
welche die x = K-m — y einem Punkte y entsprechenden Punkte z, 
bez. die A= L-m— y einem Punkte 2 entsprechenden y ausschnei- 
det, alle mit x, bezw. y, beweglich sind, so liegen die P Coincidenz- 
punkte von (x, 4) auf einer Curve C, deren Gleichung man aus p=0 
erhalten wiirde, wenn man darin die Coordinaten von # und y unend- 
lich wenig verschieden annihme. Wir kénnen indess ohne diese alge- 
braische Operation den Grad dieser Curve C der Coincidenzpunkte ver- 
mittelst des Ausdrucks fiir P bestimmen, wenn wir darin die Zahlen 
“, 4 und p durch m, y, K und L ausdriicken: 








A. Brit, 


PH=x+A+2py—=m{K+L+y7(m—3)}=m-T, 


und beriicksichtigen, dass diese P Punkte ein vollstindiges Schnitt- 
punktsystem auf f bilden miissen. Man erhiilt somit fiir den Grad von 
C die Zahl: 

T=K+L+y(m— 3). 


17. Die Zahl TT bleibt die niimliche, wenn man fiir f eine Curve 
mit Doppel- und vielfachen Punkten nimmt, durch welche, ebenso wie 
durch feste einfache Punkte von /, die Curven (a) und (y) noch be- 
liebig hindurch gehn kénnen. Denn durch Specialisirung der Con- 
stanten in den Gleichungen fiir die Curve f und die Correspondenz 
(x, 4) wird der Grad der Curve C nicht geiindert. Irgend einem Punkte 
y der Curve f entsprechen dann ausser den y in ihn selbst entfallen- 
den Punkten: 

a) x mit y bewegliche Punkte; 
b) die in festliegende einfache oder mehrfache Punkte A, A’, -- - 
von f entfallenden Schnittpunkte der Curven (x) und (y) mit 7 


— Die Punkte A, A’ ---- mégen ,, Ausnahmepunkte*< von f 


heissen. 

Demgemiiss findet nun eine Coincidenz statt in folgenden Fillen: 

1) Wenn einer der x beweglichen einem Punkte y entsprechenden 
Punkte x (oder auch: einer der 4 einem Punkte « entsprechenden 
Punkte y, vgl. § 10.) diesem Punkt auf demselben Curvenzweig unend- 
lich nahe gelegen ist. Dieser Art sind alle Coincidenzen, welche ein- 
treten, wenn f keine Ausnahmepunkte besitzt. Wir wollen dieselben 
im Gegensatz zu allen anderen, fiir welche eine jener Eigenschaften 
nicht vorhanden ist, eigentliche Coincidenzen nennen. Fiir eine gegebene 
Correspondenz (x, 4) sei die Anzahl derselben = P’. 

2) Wenn einer der Ausnahmepunkte A mit y zusammenfillt, 
d, h. wenn y in einen solchen hereinriickt. — Diese Coincidenzen 
sind uneigentliche, wenn von den x beweglichen Punkten 2, welche 
dem in A liegenden Punkte y entsprechen, keiner in 4 hereinfallt. 
Tritt dieser Fall indess fiir irgend einen Ausnahniepunkt A ein, so 
kann es sich ereignen, dass in diesen Ausnahmepunkt eigentliche Coin- 
cidenzen zu liegen kommen: 

I. Wenn von den x Punkten x, welche einem auf einen bestimmten 
Zweige von A angenommenen Punkte y entsprechen, einige auf den- 
selben Zweige, auf welchem y liegt, zuriickfallen. (Beispiele § 23. unten.) 

II. Wenn jener Ausnahmepunkt A ein vielfacher Punkt mit theil- 
weise zusammenfallenden Zweigen, z. B. ein Riickkehrpunkt ist. Zwei 
in einem solchen Punkt von f vereinigte Punkte der Correspondenz 
sind nicht nur als unendlich benachbart, sondern auch als auf dem- 
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selben Curvenelemente unendlich benachbart anzusehn, und bilden somit 
eine eigentliche Coincidenz. ; 

Die unter I. und II. aufgeziihlten, in Ausnahmepunkte entfallen- 
den eigentlichen Coincidenzen moégen vereinigt und ihre Summe durch 
@ bezeichnet werden. Diese g Coincidenzen sind dann unter der obigen 


Zahl P’ mit inbegriffen. Es mége demnach P’ — 9 = P gesetzt 
werden. 

Endlich mége noch Q die Summe aller wneigentlichen Coincidenzen 
von (x, 4) darstellen. , 


Aus § 16, folgt dann, dass die Gleichung besteht: 


P+@¢+o=—m-T, 


aus welcher sich die Zahl P = P’ — @ der eigentlichen, nicht in Aus- 
nahmepunkte entfallenden Coincidenzen bestimmen lisst, wenn man @ 
und @ kennt. 

Ks moége zuniichst die Anzahl Q der uneigentlichen Coincidenzen 


ermittelt werden. 


19. In einen einfachen Ausnahmepunkt A von / mége fiir jede Lage 
von y eine Anzahl 6 der diesem Punkt entsprechenden Schnittpunkte 
der Curve (x) entfallen; wiihrend von den einem Punkte « entspre- 
chenden Punkten t in A fallen mégen (wo t und 6 auch Null sein 
konnen). 

Riieckt wun der Punkt y in A, so entspricht ihm einmal der Punkt 
A o-fach, weiter aber entspricht ihm die ganze Curve f t-fach, weil 
er selbst jedem Punkt x dieser Curve t-fach entspricht, und man hat 


somit: 
6+t 
i A entfallende Coincidenzen*). 


20. Aehnlich ermittelt man die Anzahl der in einen Doppelpunkt 
oder einen vielfachen Punkt von / entfallenden Punkte der Curve C. 
Man nehme zuniichst an, dass fiir eine gegebene Correspondenz die 
Werthigkeit y des Punktes « = y Null sei, und dass in einem Doppel- 
punkt A’ von f jede Curve (2) einen 6 caine. jede Curve (y) 
einen t’-werthigen Schnittpunkt besitze. -Deformirt man nun die Cor- 
respondenz ein wenig, so dass die t’ vorher in A’ entfallenden Punkte 
der Curve (y), welche irgend einem Punkte x entsprechen, nicht mehr 


*) Diese Coincidenzen gehéren nicht in die Kategorie der eigentlichen Coin- 
cidenzen, weil sie nicht dadurch entstanden sind, dass einer der x beweglichen 
dem Punkte A entsprechenden Punkte « in diesen herein geriickt ist. Fiir r= 0 
erkennt man dies direct; ist aber t von Null verschieden, so kann man iiberhaupt 
nicht mehr von x discreten dem Punkt A entsprechenden Punkten x reden, weil 
die ganze Curve f an deren Stelle getreten ist. 
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in A’ selbst, sondern nur dent Punkte A’ nahe benachbart fallen, so 
entspricht irgend einem von diesen t’ Punkten die ganze Curve f 
selbst einfach (wie im vorstehenden §), gehtt also y auf dem Weg 
zum Doppelpunkt durch einen solchen hindurch, so erhalt man auf die 
oben (ibd.) erérterte Weise eine einfache Coincidenz; es ergeben sich 
so t Coincidenzen, zu welchen noch die 6’ Coincidenzen kommen, 
welche eintreten, wenn y den Punkt A’ selbst passirt, so dass im 
Ganzen in A’: 6’ + ¢’ Coincidenzen fallen. Geht man nun zu einer 
Correspondenz iiber, welche in A’ sich ebenso wie die oben bespro- 
chene verhialt, ausserdem aber in « = y einen y-werthigen Punkt be- 
sitzt, so kommen zu jenen 6’ + rt’ in A’ entfallenden Coincidenzen 
noch die 2 y weiteren hinzu, welche durch Zusammenfallen je eines 
Zweiges des Doppelpunktes mit den auf den anderen Zweig entfallen- 
den y Schnittpunkten eintreten, und man hat im Ganzen: 
o +r 4+2y 
in einen Doppelpunkt entfallende (uneigentliche) Coincidenzen*). Man 
findet auf demselben Wege die Anzahl der einem i-fachen Punkte A” 
von f entsprechenden Coincidenzen, wenn 6”, bez. t” Schnittpunkte 
der Curven (#) und (y) in ihn entfallen, gleich: 
eo’ +r” +i(é—l1)y. 

21. Haben also vermége einer Correspondenz (x, 4) (die iibrigens 
nicht blos einwerthige , sondern auch beliebig vielwerthige Punkte be- 
sitzen kann) die Curven (#) und (y) in irgend einem festen i-fachen 
(, Ausnahme“-) Punkte A von f (i = 1, 2,---) bezw. einen 6- und t- 
werthigen Schnittpunkt, und ist die Anzahl der beweglichen einwerthi- 
gen Punkte, welche einem Punkt y, bez. « entsprechen (mehrwerthige 
denke man sich in einwerthige zerlegt): 


x=m-K—ZSo—y; A=m-L—2t-y}, 


wo das Zeichen Z die Summe iiber die allen Ausnahmepunkten ent- 


*) Die 6’ +t’ ersteren Coincidenzen sind uneigentliche aus dem in der vor- 
hergehenden Note angefiihrten Grunde; die 2y anderen sind gleichfalls solche, 
und zwar nicht nur fiir den Fall, dass A’ ein Doppelpunkt mit getrennten Tan- 
genten ist, sondern auch noch, wenn derselbe ein Riickkehrpunkt ist. Man er- 
kennt das Letztere am besten an dem besonderen Fall, wo tr’ = 0, o’ aber von 
Null verschieden ist, fiir welchen im Allgemeinen keiner von den x dem Punkte 
A’ entsprechenden Punkten x in denselben hereinfillt, so dass also die eine Be- 
dingung der eigentlichen Coincidenz unerfiillt bleibt. — Wenn fiir o =r’ =0 


y von den x dem Punkt A entsprechenden Punkten in A zuriickfallen, wodurch’ 


dann, wenn A ein Riickkehrpunkt ist, y eigentliche Coincidenzen entstehn, so 
muss man hiernach annehmen, dass dieselben zu jenen 2 y uneigentlichen Coinci- 
denzen hinzugetreten sind, was sich in der That in einzelnen Fallen leicht nach- 
weisen liisst. — Eine Bestitigung der obigen Schliisse gewiihrt iibrigens die Be- 
merkung in § 22. 








Ww 


~ fA arn 











Ueber die Correspondenzformel. 


619 


sprechenden Zahlen bedeutet, so ist die Anzahl aller uneigentlichen 
Coincidenzen nach Vorstehendem: | 


Q@=2eo+ 2rr+y-Di(i—1), 
wo die letzte Summe 2 sich iiber alle Ausnahmepunkte von / erstreckt. 


Substituirt man diesen Werth von @ in die Gleichung des § 18., so 
erhailt man, indem man noch den Ausdruck fiir TT einsetzt: 


P=m-TI—QY—o—«+A+2py—e, 
p=tm(m—3)+1—L$iC—D 


das Geschlecht der Curve f ist. Man hat ferner fiir die Anzahl P’ 
aller eigentlichen (§ 17.) Coineidenzen: 


Po=u+i+2py, 

also genau die friihere Correspondenzformel (§ 7.), wihrend P die An- 
zahl derjenigen eigentlichen Coincidenzen bedeutet, welche nicht in 
Ausnahmepunkte von f fallen. Um P aus der Correspondenzformel 
(P’) zu erhalten, hat man eine Reduction @ an derselben anzubringen, 
welche sich aus den wegen der einzelnen Ausnahmepunkte anzubringen- 
den Reductionen zusammensetzt. Die letztere aber findet man (§ 18.), 
indem man die Anzahl derjenigen von den x cinem Ausnahmepunkte A 
entsprechenden einwerthigen Punkten x bestimmt, welche in A czuriick- 
fallen (und zwar fiir einen vielfachen Punkt A mit getrennten Zweigen 
auf denselben Zweig, auf welchem y angenommen wurde). Dies ist 
(fiir jeden Zweig von A und) fiir alle Ausnahmepunkte A auszufihren. 
Die Summe der so erhaltenen Zahlen ist @. — Insbesondere fiir Riick- 
kehrpunkte gilt diese Regel ohne den in Klammern zugefiigten Vor- 
behalt. 

An Stelle der Correspondenzformel des § 7. (fiir P’) tritt die des 
§ 13., wenn die Correspondenz (x, 4) durch eine solche mit mehr- 
werthigen Punkten ersetzt wird. Die Regel fiir Bestimmung der Re- 
duction @ bleibt aber die nimliche auch fiir diesen Fall. 


wo: 


22. Handelt es sich in den Fallen der Anwendung meist um den 
Werth des reducirten Ausdrucks P, so lisst sich doch auch dem Aus- 
druck P’ ein nicht unwichtiger geometrischer Sinn unterlegen. Jede 
Correspondenz behilt nimlich offenbar ihre Bedeutung fiir alle durch 
eindeutige Transformation aus einander ableitbaren Curven, sowohl 
was die Zahlen x, 4, y, als auch was die Gesammtzahl P’ der eigent- 
lichen Coincidenzen angeht. Denn die Higenschaft zweier Punkte, auf 
demselben Curvenelement von f unendlich nahe benachbart zu liegen, 
ist eine durch eindeutige Transformation unzerstérbare, ob dieses Ele- 
ment nun ein einfaches Curvenelement von f ist, oder mit anderen 
Elementen zu einem vielfachen Punkt von f vereinigt, oder endlich in 
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. einen Riickkehrpunkt von f umgefaltet ist. Man muss also schliessen, 
dass eine z. B. in einen Riickkehrpunkt A von f entfallende eigent- 
liche Coincidenz bei einer eindeutigen Transformation von /, durch 
welche der Riickkehrpunkt zerstért wird (was immer moéglich ist, in- 
dem man die Trapysformationscurven durch A gehn liisst), in eine eigent- 
liche Coincidenz der gewohnlichen Art auf der transformirten Curve 
iibergeht. Dies war aus anderen Griinden zu erwarten. 


23. Wie sich die wegen vorhandener Doppel- oder Riickkehrpunkte 
der Curve f an der Formel fiir P’ anzubringende Reduction in einzelnen 
Fallen gestaltet, mége im Folgenden an einigen Beispielen gezeigt 
werden. Die auch sonst bemerkenswerthen Beispiele d) und f) verdanke 
ich einer Mittheilung meines Collegen Sturm. 

a) Die Correspondenz (m—1,m—1),*) zwischen je 2 Schnitt- 
punkten # und y einer Curve f (von der Ordnung m und dem Ge- 
schlecht p) und einer Geraden, welche durch einen gegebenen Punkt 
B ausserhalb f geht, hat zu Coincidenzpunkten die 2 m-—+ 2p —2 
Beriihrungspunkte der Tangenten des Geradenbiischels durch B. Ein 
Doppelpunkt A, welchen / besitzt, veriindert diese Zahl nicht, weil, 


wenn der Punkt y in A riickt, von den ihm entsprechenden x=—m—1 _ 


(im Allgemeinen nicht in y fallenden) Punkten x nur einer wieder in 
den Doppelpunkt A, und zwar auf den anderen Zweig desselben fiillt. 
Dagegen bringt jeder Riickkehrpunkt, aus den (§ 21.) angefiihrten 
Griinden, eine Reduction um 1 hervor. Die Zahl der nicht in Aus- 
nahmepunkte von f entfallenden eigentlichen Coincidenzen ist also, 
wenn f 6 Riickkehrpunkte besitzt: 


P=2m+2p—2—68. 


b) Die Anzahl der von einem Doppelpunkt A aus an die Curve f 


construirbaren Tangenten ist 2m-+-2p-— 8. Sie beriihren in den 
Coincidenzpunkten einer Correspondenz (m— 3, m—35), zwischen den 
Schnittpunkten einer beliebig durch A gelegten Geraden mit /: Diese 
Zahl erfiihrt keine Reduction, wenn A in einen Riickkehrpunkt iiber- 
geht; denn von den ihm als Punkt y entsprechenden x=m—3 Punk- 
ten x (den iibrigen Schnittpunkten der Riickkehrtangente in A’) fillt 
keiner in A zuriick. 

c) Die von Jonquiéres (Borchardt’s Journal Bd. 66) und Cay- 
ley (Transact. R. Soc. Vol. 158) aufgestellten Formeln fiir die Anzahl 
der eine gegebene Curve f beriihrenden Curven, welche noch gewissen 
dusseren Bedingungen unterliegen, stimmen mit den (diese Annalen 


*) Hier wie in den folgenden Beispielen midge der Kiirze wegen fiir eine 
Correspondenz, die (§ 7.) durch die Klammer (x, 2) charakterisirt wird, die Wer- 
thigkeit y des Punktes « = y als unterer Index beigefiigt werden: (x, A),- 
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Bd. IV, 8. 548, und Bd. VI, S. 46 ff.) von mir aufgestellten Formeln 
iiberein, obgleich an letzterer Stelle jene Bedingungen theilweise ersetzt . 
sind durch die, dass die Curven noch durch die Doppelpunkte von f 
gehn sollen. Es geht daraus hervor, dass Doppelpunkte von f eine 
besondere Reduction @ an jenen Formeln fiir die Anzahl der Beriih- 
rungscurven in keinem Falle veranlassen. liickkehrpunkte bewirken 
nur dann eine Reduction, wenn die Schaar der Beriihrungscurven nicht 
durch sie hindurchgeht. — Man verificirt dies leicht mit Hiilfe der oben 
angegebenen NRegeln. 


Ueber die Correspondenzformel. 


d) Sind 2 ebene Curven A und B eindeutig auf einander bezogen, 
so dass jedem Punkt von A eine Tangente von B entspricht und um- 
gekehrt, so ist die Anzahl derjenigen Punkte von A, durch welche je 
die entsprechende Tangente durchgeht, gleich der Anzahl der Coinci- 
denzen einer Correspondenz (m, 1), zwischen einem Punkt y von A 
und den m Schnittpunkten z von A mit der dem y entsprechenden 
Tangente von B. Diese Zahl ist aber gleich m-+-1r, wenn m der Grad 
von A und r die Classe von B bedeutet. Weder Doppel- noch Riick- 
kehrpunkte sind hierbei von Einfluss. — Hat man die nimliche Be- 
ziehung zwischen 2 Raumeurven A und B, so wird die Classe der ab- 
wickelbaren Fliiche, welche die durch entsprechende Elemente (Punkt von 
A und Tangente von J) gelegten Ebenen umhiillen, ebenfalls: =m --r 
sein, wenn m und r ihre Bedeutung auch fiir die Raumcurven behal- 
ten. — Denu durch Projection derselben auf eine beliebige Ebene er- 
hilt man die vorige Beziehung. 

ey Schneiden die Curven eines einfach unendlichen Curvenbiischels B 
(welches beliebig einfache oder Doppel- und Riickkehrpunkte von fzu Ba- 
sispunkten besitzen mag) die Curve/ in M beweglichen Punkten, so besteht 
zwischen je zweien dieser Punkte eine Correspondenz gp =(M—1, M—1),. 
Ist noch ein anderes Biischel B’ gegeben, das in M’ beweglichen Punk- 
ten schneidet und zu einer Correspondenz gm’ =(M' —1, M’—1), Ver- 
anlassung giebt, so ist die Anzahl der den Beiden gleichzeitig ange- 
hérenden Punktepaare (wegen des symmetrischen Verhaltens beider 
Correspondenzen, vgl. § 7.): 

4 (99) = (MW —1) MH —1) —p. 
Man hiitte diese Punkte aber auch im Sinne des § 15. als Coincidenz- 
punkte einer Correspondenz ® auffassen kénnen, welche besteht zwi- 
schen einem Punkt y von f und: 1) den M—1 Punkten x, welche ver- 
modge m dem y entsprechen; 2) den (JJ—1) (M’—1) Punkten 2’, von 
denen vermége g’ je M’—1 einem jener Punkte x entsprechen. — 
Man kann diese Auffassung zur Berechnung der Reduction benutzen, 
welche durch die d Doppel- und B Riickkehrpunkte von /, die nicht 
Basispunkte der Biischel B und B’ sind, veranlasst wird. Lisst man 
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riicken, so entspricht ihm ausser M—2 ausserhalb A gelegenen Punk- 
ten # ein Punkt x auf dem anderen Zweig, wiihrend einer der diesem 
entsprechenden M’—1 Punkte x’ auf den Zweig zuriickfallt, auf dem y 
liegt. Die Coincidenz x’ mit y ist demnach eine eigentliche; zu ihr 
gehirt die Coincidenz auf dem anderen Zweig (wegen des eigenthiim- 
lichen Verhaltens der gegebenen Correspondenz gruppiren sich die Co- 
inecidenzen je zu Paaren, welche aus Griinden der Symmetrie doppelt 
auftreten), und die Zahl der gesuchten Paare ist: 


+ (py) —d— 6 =(M—1)(M'—1) —p—d—B, 

wo noch 6 einfach in Abzug gebracht worden ist, weil Doppel- und 
Riickkehrpunkte im vorliegenden Falle sich nicht verschieden verhalten. 

f) Gegeben sei wie in e) ein einfach unendliches Biischel, das in 
M beweglichen Punkten, worunter die Punkte x und y sich befinden 
moégen, die Curve f schneidet. Es soll die Anzahl derjenigen Paare 
von Schnittpunkten x, y bestimmt werden, welche in Bezug auf einen 
beliebig gegebenen Kegelschnitt polar gelegen sind. Hin solches Paar 
muss zugleich den beiden Correspondenzen: » =(M—1, M—1), und 
gy’ =(m,m), (die letztere zwischen einem Punkt y von / und den m 
Schnittpunkten x der Polaren zu y) geniigen. Man erhiilt so: 


+ (pp) = m(M—1) 
fiir die Anzahl der gesuchten Paare. Diese Zahl erfiihrt weder durch 
Doppel- noch durch Riickkehrpunkte eine Reduction, indem eigentliche 
Coincidenzen in den Ausnahmepunktep nicht vorhanden sind. — 


Darmstadt, im Februar 1874. 
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Kin Beweis des Additionstheorems ftir die hyperelliptischen 
Integrale. 


Von Ap. ScuuMANN in BERLIN. 


Der Abel’sche Satz, dass eine Summe von hyperelliptischen In- 
tegralen dritter Gattung mit dem Parameter ¢ sich als eine bestimmte 
logarithmische Function dieses Parameters darstellen lasse, fiihrt um- 
gekehrt auf den Gedanken, aus der Natur der logarithmischen Function 
ihre Darstellung durch Integrale herzuleiten, in denen das Argument 
der Function als unabhiingiger Parameter der Integrale erscheint. Kine 
derartige Darstellung liefert im Allgemeinen die Theorie complexer 
Variabelen, welche eine in einem bestimmten Gebiete einliufige und 
stetige Function durch ein iiber die Grenzen jenes Gebietes sich er- 
streckendes Integral ausdriicken lehrt, welches als Parameter das Ar- 
gument dei Function enthiilt. Indem ich diesen Ideengang verfolge, 
hat der Beweis, welchen ich fiir das Additionstheorem der hyperellipti- 
schen Integrale gebe, jene Theorie zur Grundlage und ist wesentlich 
aus einer charakteristischen Eigenschaft der logarithmischen Function 
geschépft. Sobald die gesuchte Darstellung gewonnen und das Theo- 
rem fiir die dritte Gattung von hyperelliptischen Integralen zum Aus- 
druck gebracht ist, setzt eine Vergleichung der Coefficienten der bei- 
den Reihen, in welche: sich die Function und ihre Darstellung ent- 
wickeln lisst, das Theorem fiir die erste und zweite Gattung unmittelbar 
in Evidenz. Sucht man, von demselben Gesichtspunkt ausgehend, das 
Additionstheorem fiir die allgemeinsten Formen A bel’scher Integrale 
herzuleiten, so wird man im Wesentlichen auf die Beweisform gefiihrt, 
welche Clebsch und Gordan in ihrem Werk ,Theorie der Abel’- 
schen Functionen“ gegeben haben. Gleichwohl, hoffe ich, wird der 
Beweis, welchen ich vorlege, gerade weil er durch Beschrinkung auf 
die hyperelliptischen Integrale sich so tiberaus einfach und durchsichtig 
gestaltet, den Lesern dieses Journals nach Inhalt und Form einiges 
Interesse bieten. 





§ 1. 
Es sei 4? = (¢ — a,) (¢ — a) «++ (2 — a, . 42) eine ganze ratio- 
nale Function von geradem Grade; der Fall, in welchem 7° eine ganze 
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rationale Function von ungeradem Grade ist, wird in der Folge auf 
jenen zuriickgefiihrt werden. Ferner seien M und N ganze rationale 
Functionen von ¢ dergestalt, dass die Function M-+ Ny fiir 2 = co 
von der n'* Ordnung unendlich wird; ausserdem gelte die Beschriin- 
kung, dass M und 7? keine gemeinschaftliche Wurzel haben. Die 
Werthe von 2, welche den beiden Gleichungen 
0? = (2 — a) (@ — ay) ++ - ( — Gag+2) 

und M+ Ny=0 geniigen, sind Wurzeln der Gleichung M?— 1? N? =0. 
Sollte diese Gleichung gleiche Wurzeln haben, so denke man die Coef- 
ficienten in M und N so geiindert, dass dieser Fall zuniichst vermie- 
den werde. Jede Wurzel z, der Gleichung wird entweder den Factor 
M + Ny oder M — Ny‘zu Null machen, so dass jeder Wurzel z, ein 
Werth », adjungirt ist, je nachdem jener Factor oder dieser yerschwin- 
det. Inwieweit von den gemachten Voraussetzungen Abstand genom- 
men werden darf, wird nach erfolgter Darlegung des Theorems klar 
liegen; vorliiufig mége zur Vereinfachung der Darstellung daran fest- 
gehalten werden. 


Nach wae Vorbemerkungen beschriinke man die Vieldeutigkeit 
M+WN ok, 
Nn 


der Function — ~ ley in folgender Weise. Man nehme einen 


Punkt o an, oe Had aus alle singuliiren Punkte, sowohl diejenigen, 
fiir welche die Function logarithmische, als auch diejenigen, fiir welche 
sie algebraische Unstetigkeiten zeigt, nach verschiedenen Richtungen 
liegen, und setze voraus, dass die singuliiren Punkte’ a,a, 

in der Ordnung mit Indices versehen seien, wie sie in Richtung der 
wachsenden Winkel einander folgen. Alsdann wiihle man fiir ein Ar- 
gument z im Bereich von dz9+42 einen bestimmten Werth + und den- 
jenigen Logarithmus, welcher, ohne dass z aus dem Bereich dieses 
Punktes herausgetreten ist, fiir a9, verschwindet; unter dem Bereich 
des Punktes a2,42 sei aber eine Kreisfliche um dz942 verstanden, 
welche sich bis zum niichstgelegenen singuliiren Punkt ausdehnt. Bei 
dieser Annahme ist der Punkt azo+2 fiir jedes Gebiet der 2 Fiche, 
welches ausser dz9+2 “aw singuliren Punkt enthiilt, seiner Singula- 
ritit fiir die Function ; lg oye entkleidet; denn in _ hinling- 
licher Nihe von me lisst sich die Function durch die Reihe 


2 i at * (5 7) +4 1 ( =) + .--- in inf. | darstellen, deren Werth 

bei einem Umlauf des ‘dail UM Gze+2 sich nicht iindert und fiir 

2 = dze42 den eindeutigen endlichen Werth atts annimmt, 
2e+2 

Jenes Gebiet, in welchem die Function nunmehr eindeutig definirt ist, 

lisst sich bis zu folgenden Grenzen ausdehnen. Man umgebe jeden 
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der singuliiren Punkte a, a, @z941, sowie jede der 2n Wurzeln 

Ze, durch Linien, welche vom Punkte o geradlinig nach dem 
singuliren Punkte ausgehen, diesen in einem kleinen Kreise um- 
schliessen und alsdann geradlinig nach dem Punkte o zuriicklaufen. 
Gestattet man der unabhingigen Variabeln nur soleche Wege, welche 
jene Linien nicht schneiden, so wird bei jedem geschlossenen Wege 
die Function zu ihrem Anfangswerth zuriickkehren; die Function wird 
also, da der Punkt 2 = oo keine Singularitit aufweist, in dem ganzen 
Gebiete 7 der z-Ebene einliiufig und stetig sein, welches ausserhalb 
jener Linien gelegen ist. Jede einzelne Linie, welche zum Zweck der 
Ausschliessung eines singuliiren Punktes verzeichnet ist, mége Schleife 
des singuliiren Punktes heissen. 


Nun sei z, eine Wurzel von M+ Ny, und man lasse z auf dem 
kleinen Kreise, welcher z, umschliesst, in Richtung der wachsenden 
Winkel z, umlaufen. Da nach der Voraussetzung z, eine einfache 
Wurzel der Gleichung M? — N*y? = 0 ist, und fiir z, die Funetio- 
nen M und y nicht gleichzeitig verschwinden, so ist M+ Ny um so 
mehr proportional mit (2 — 4z,), je naher z an den Punkt z, heran- 
geht, wihrend z, fiir JJ — Ny keine Wurzel ist. Es wird demnach 
lg eet um 227i zunehmen und die oben betrachtete Function um 

are. 


2% _ ‘ . 
— wachsen, Wire z, hingegen eine Wurzel von M— Ny gewesen, 


= . . 2 at : 
so wiirde die Function um 7 abgenommen haben. So oft daher die 


Variabele die Schleife einer logarithmischen Unstetigkeit umliuft, nimmt 
die Function um + C=) zu, je nachdem M-+ Ny oder M— Ny 
fiir das Argument z, zu Null wird. 


Wenn man daher die Variabele auf zwei verschiedenen Wegen 
von dem Punkte dz9;2 aus nach dem Beginn des Schleifenkreises um 
a, gelangen liisst, auf einem, welcher geradlinig zu 0 und von da aus 
auf den Grenzen des 7’ Gebietes in positiver Winkelrichtung entlang 
fiihrt, und auf einem anderen, welcher von dz9+42 an geradlinig nach 
0, von da aus aber unmittelbar geradlinig zum Anfangspunkt des Schlei- 
fenkreises um a, sich fortsetzt, so werden sich die Werthe, welche die 


- ‘ ‘ 2 at : 
Function am Ende beider Wege annimmt, um |= & unterscheiden, 


wenn q, die Differenz zwischen der Anzahl der innerhalb des Winkel- 
blatts (4,,4294,) gelegenen Wurzelu von M+ Ny und M — Ny be- 
zeichnet. Wiirde man daher den Functionswerth am Ende des ersten 
Weges durch ; lg oot a. == p, darstellen, wo der Logarithmus 


fiir z = lim a, verschwinde, so -wiirde der Functionswerth am Ende 
Mathematische Annalen, VII. 40 
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des zweiten Weges sich in der Form = Ig eee + ext (py, — %) 


ausdriicken lassen. Die ersten Terme in diesen iaalinasciatiat andern 
sich bei einem Umlauf um a, nicht, die zweiten dagegen wechseln ihr Zei- 


ne Sl 7 . 1 
chen. Setzt man daher voraus, dass allgemein eine Function : 


deren Logarithmus fiir z = lim a, _, verschwindet, auf einem Wege lings 
der _— des 7'-Gebietes am Beginn des Schleifenkreises von a, den 


Werth — ~ le ex + “= P» annehme, worin der Logarithmus fiir 


sree Gy 2 Null hd so muss die urspriinglich definirte Function, 
wenn die Variabele von d@zg42 aus geradlinig nach o und von da 
aus auf der Grenze des T-Gebietes in positiver Winkelrichtung 
nach a, liuft, einen Werth annehmen, der sich*in der Form 


1 M+ Nn 2 2t 2 
8 “Wy ty (Px — Pei t+ Pas — ++ ++ p,) darstellen lisst, 


worin der Logarithmus fiir z = lim a, verschwindet. Wenn demnach 
die Variabele die Grenze des 7'-Gebietes umschritten und von 0 aus 
geradlinig nach d2g+42 zuriickgekehrt ist, so muss, da die Function 
ihren urspriinglichen Werth wieder annimmt, 

1, M+Nn M+Nn 


as 
—<e_we" 8 vg + a (Pee +2— Paetit Poe ean P,) 


sein. Die Logarithmen verschwinden beide fiir z = lim a2,42; es ist 
daher poo+2 — Poe4+1 + Pog —--°- — p, =0, oder in anderer Form 


1 
> Pexti = Ss! Pox - 
1 


Lisst man dagegen die Variabele von do, geradlinig nach o 
und von da unmittelbar geradlinig zu dem Anfangspunkt des Schlei- 
fenkreises von a, gehen, dann aber, ohne a, zu umschreiten, nach o 
auf demselben Wege zuriicklaufen und von da wieder ohne Riicksicht 
auf die logarithmischen Schleifen, sogleich auf der Schleife von a, bis 
zum Beginn ihres Kreises den Weg fortsetzen, so wird die Function, 
wenn die Variabele in analoger Weise von a@, zu a,, Von a, zu a, 
u. s. f. bis zu a,, ohne je eine Singularitét der Function zu umschrei- 
ten, a Lauf nimmt, bei Beginn des Schleifenkreises von a, die Form 


MeN to { (Pea) + (Px—a— G1) +++ 4)}. 


Hierin vennslinsiaili der Logarithmus fiir z = lim a,, wiahrend q, die 
Differenz zwischen der Anzahl der in dem Winkelblatt (a,_,0a,) ge- 
legenen Wurzeln von M+ Ny und M— Ny bezeichnet. Ist die 
Variabele auf dem so charakterisirten Wege zu dem Ausgangspunkt 
zuriickgekehrt, so muss die Function, da das Argument nie einen sin- 
guliiren Punkt umschritten hat, den Anfangswerth wieder erhalten. 
Da aber der Endwerth in der Form 


haben + 7 8 
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1 M+WN 2 SS 
; 8 joe + 2S > «| 


sich darstellt und der erste Term mit dem Ausgangswerth der Function 
, iibereinstimmt, denn in beiden verschwinden die Logarithmen fiir 
= lim d2942, so muss der zweite Term Null sein. Es ist daher 


2 2 2e+2 
> Px= ”* qx. Beide Relationen werden fiir spiitere Transforma- 


1 1 
tionen herangezogen werden. 




















§ 2. 
Ist ¢ irgend ein Punkt im Gebiete 7’, so bildet ein kleiner Kreis 
um ¢ mit der Begrenzung von 7’ zusammen eine neue Begrenzung fiir 


eine Fliche, innerhalb welcher die Function pee lg ow ein- 


liufig und stetig ist. Eine Integration iiber diese Begrenzung hat den 
Werth Null. Dabei ist zu bemerken, dass, wenn z die Grenzen des 
T-Gebietes in positiver Winkelrichtung umliuft, der Grenzkreis um ¢ 
gleichfalls in positiver Winkelrichtung zu umschreiten ist. Die Aus- 
wipe dieser Integration fiihrt zu einer Darstellung der Function 


; lg vom Ny? welche gleichzeitig das Additionstheorem fiir die hyper- 


elliptischen Integrale dritter Gattung in sich schliesst. 


In der That, die Integration liings des kleinen Kreises um ¢ in 
M(t) + N(t)n@ 


positiver Winkelrichtung liefert den Werth : ae lg Mi) — “Nini wobei 

1), MOH+NMH) 1 M+Nn 

nt) © Mt) — 1) n(t) M— Nn 
ia wenn 2 VON @zg42 aus in dem Gebiete 7 nach ¢ gelangt, 
-wihrend andererseits die Integration itiber die Begrenzung des 7'-Ge- 
bietes zu hyperelliptischen Integralen Veranlassung giebt, in denen ¢ 
als unabhingiger Parameter auftritt. Diese Integration zerfallt in eine 
Anzahl solcher, welche sich iiber die Schleifen der logarithmischen Un- 
stetigkeiten 2, erstrecken, und in eine Reihe solcher, welche sich iiber 
die Schleifen der algebraischen Unstetigkeiten Gy Ay +++ Aeg41 aus- 
dehnen. 





denjenigen Werth bedeutet, welchen = lg 
7 







Ist z, eine Wurzel von M-+- Ny, so wird die Function 
1 





‘Qa 
bei einem Umlauf um ¢, um G zunehmen; daher werden sich bei 


Oa 
der Integration von o bis z, und von zg, zuriick nach o die Bestand- 
theile, — die logarithmische Function enthalten, gegenseitig auf- 
40* 
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heben, und da das Integral um den unendlich kleinen Kreis, welcher 
& umgiebt, sich auf Null reducirt, so bleibt als Bestand fiir die In- 
0 


tegration 22% J art Wiire z, eine Wurzel von M— Ny gewesen, 


so ware als Ergebniss der Integration — 227% Sa 5 fyq hervorgegangen. 
Es sind daher die Integrationsresultate iiber de as welche 2, 25+++Z2n 


2n 
. - ° dz 
umfassen, in der Form zusammenzufassen 2 xi >} J. he? 
1 tue 
denjenigen Werth anzeigt, welcher dem z, adjungirt ist. 


wo 1, 


Die Integration iiber eine Schleife, welche einen singuliiren Punkt 
a, umschliesst, zerfallt in ein geradliniges Integral von o bis a,, in 
ein zweites, welches iiber den Schleifenkreis auszufiihren ist, und end- 
lich in ein drittes, welches sich von a, geradlinig nach o erstreckt. 
Die Function hat auf dem Wege von o bis a, den Werth 
1 M+WN 2 
Gp, 8 wow + ay (Pe Px—1 + Pe—2—**** Ps), 
sie geht nach einem Umlauf auf dem Schleifenkreise in 
1 M+wN 2 xt 
@—hq Ig wow —~ Gd (Pe — Pe-1 + Pe-2 — +++ +P) 
iiber, es zerstéren sich daher bei der Integration diejenigen Terme, 
welche die logarithmischen Functionen enthalten, und da das Integral 
um den Punkt a, verschwindet, so ist das Resultat der Integration 











4 mi (px — Pu—i + Pe—2 — ++ - DP) Sekt 7% Bezeichnet man das 


Integral J aes mit A®, so lassen sich die Ergebnisse der Inte- 


0 
gration iiber die Schleifen, welche a,a, --- @29,1 umschliessen, in der 


2 1 
Form darstellen xi 9} A® (Px — Pr—1 + Pea — +++ +p). 


Aus den bisherigen 2 gal ist mithin folgende Darstel- 


lung der Function ; lg amt Ny Sewonnen: 


2e+1 
1) M(it)+Ni(t)n(t) __ fet -S ae dead 
0) 56 8 MO—MH no — -} (2—t)y - 2A, (Px —Px—1 + Px—s 


Diese Darstellung ist giiltig fiir jeden Punkt im Gebiete 7. Zu- 
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gleich schliesst sie in sich das Additionstheorem fiir die hyperellipti- 
schen Integrale dritter Gattung, dem im folgenden Paragraphen noch 
eine andere Form gegeben werden mag. 


2, adjungirt ist. 


Die Integrale 


f 
dz 
e (@—- 


t)n 


Fu Nu 
eradlinig von z, bis o zu erstrecken mit demjenigen welches dem 
g' ue J re 


g 3. 


, welche in 





Formel (I.) auftreten, sind 


Statt dessen liisst sich die Integration von z, nach 


a, und von a, geradlinig nach o wihlen, vorausgesetzt, dass jener 
ohne eine Ueberschreitung eines Punktes ¢, oder eines singularen Punk- 
tes a, in diesen iibergefiihrt werden kann; der Weg von z, nach a, 
ist aber stets so zu nehmen ee , dass diese Voraussetzung erfiillt 


ist. 


Es ist daher 


0 
dz 


(@-t)y 


sue 
Wurzel von M+ Ny oder M—Ny ist. 
erstreckt sich tiber alle Wurzeln sowohl von M+ Ny als von M— Nn; 


es wird also — A® so oft bei der Summation auftreten, als der Unter- 


= Si, 
“ue 


-=- A”, je nachdem z, eine 


Die Summation in Formel (I.) 


schied zwischen der Anzahl jener Wurzeln von der Anzahl dieser be- 


triigt, das ist 


2042 
> 


1 


2n 
— >! 
. 2 


0 
Je 


y,- mal. 





—t)n 


Demnach ist 


- 3 fs 2—t)n 


» a? 
*q,- 
1 


Wiirde man die z-Ebene in Riicksicht auf y als zweiblattrige Rie- 
mann’sche Fliche fassen, deren Verzweigungsschnitte geradlinig von 
den singuliren Punkten ins Unendliche auslaufende und in ihrer Rich- 
tung durch o bestimmte Strahlen sind, so miisste der Integrationsweg 
von a, bis z, stets in demjenigen Blatte verlaufen, welches y, anzeigt; 
im Uebrigen wire er in Riicksicht auf ¢ der Beschrinkung unterwor- 
fen, dass er nie den Strahl schneidet, welcher von ¢ aus sich ins Un- 
endliche erstreckt und dessen Richtung durch die von o nach ¢ ange- 


geben sei.. 
Nunmehr mégen in dem Ausdruck > 2 A? (De— Px Dx-2—*" Py) 
an Stelle der Ai’, A®’.. <i p41 die atiaiiadiis Integrale von der 
ie 
(d) es 
Form Ji aes 4 2 7) =A) 4: cingefiihrt werden. Unter der Voraus- 
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setzung dass ¢ nicht in einem der Dreiecke gelegen ist, welche durch 
zwei auf einander folgende Punkte a,q@,---- d2941, und den Punkt 0 
bestimmt sind, gelten folgende Relationen: 

—A0 +42 =e, 


= Ae +40 Ae, 


x—2, x—1 


ae A” + - aie A” as 
Aus diesen Gleichungen folgt A = A+ AO,+ Af’, ---- AO... 
Giebt man dem Index x in dieser Gleichung die Zahlen 1,2,3,----29+1 
und addirt die dadurch entstehenden 209+ 1 Gleichungen, nachdem 
jede mit dem zugehérigen Zahlenfactor (p, — pz—1 + Pe—2— +++: Py) 
multiplicirt ist, so folgt 


2e+1 @ P Sy 
S 2A, (Px—Px—-rt+pz-2— *p,\=2 4, ZL Da Pet Pu-2— Py) 


1 i 
» 4 ; t 
He 2A 2% (Pe — Px a+ Pe P) 
> a 
9 (¢) . a] 
+2. Ab ee (Px—Px-1+Px-2— "°° Py 
es FRG s eee se Fe ee 
Der Zahlenfactor S: (De — Px—i + Px—2 — +++ p,) liisst folgende Um- 
1 


formungen zu. Ks ist 


1 2e+1 20 2e-—1 2o0—2 
; , 
; (Pe — Pitan P= DED >) Pet Sp > Dx 
1 1 
3 2 
S $n Sint — Sree 
1 1 0 
1 
Nach § 1. war aber > Preeti = er Pex; daraus folgt 
2S) mest SF peas + SS mem! be. 


2042 
Da nun die zweite Relation in § 1. zeigte, dass = pe. = Ss: qx, 80 


1 1 










> 
a 


4 


ee 
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Ein Beweis des Additionstheorems fiir die hyperelliptischen Integrale. 631 
Res 
nimmt der Ausdruck 24° St (Px — Pe—1 + Px-2 — +++ p;) die Form 
1 


2e-+-2 
( ‘ ° 1) 
an A, s: qx. Bezeichnet man daher den Coefficienten von 2- A, _, , 
1 


mit m,_,, und benutzt die in diesem Paragraphen gegebenen Umfor- 
mungen zur Transformation von Formel (I.), so heben sich die A 


heraus, und es ist 





1 he M(t) + N(t) n( (t) 
n(t) 8 M(t) — Nit) nit) 
<u Mu 


a (t) 


O 
= , —— rie 2m, — 2-A, | 


Ja (t) 
on —_9 
= Ay, 2@ Moo :” "ae ogi 


Gesetzt, es hiitte ¢ in dem Dreieck (a,_,;0a,) gelegen, so wire 


i j tleic rg N . () (¢t) @ 
in obigem Gleichungssystem an Stelle von — Ay’ ,+A)'=A,,, 


getreten die Relation — A? + A? = A®_ — a es wiirde also 


: . t) 22% : os 
in obiger Formel A”, | durch A, , a zu ersetzen sein. Wiirde 


man fiir die Integrationswege die friiheren Beschrinkungen aufheben, 
7u "uy 
28 = : dz . ‘ 
so wiirde fiir ein Integral J ste" die Formel 
a 
2M 


(¢) 


2x0 9 4? 9 gi? 9 
J $e e+ DAN FAL my pee 9 Ei 
a 


eintreten, wo die %, ,, %), ++++ eg Zahlen bedeuten, welche in be- 
kannter Weise durch den gewihlten Integrationsweg bestimmt sind. 
Das Additionstheorem ist mithin fiir die Integrale dritter Gattung be- 
wiesen. Eine wiederholte Differenziation nach dem Parameter ¢ iiber- 


triigt es auf Integrale von der Form Se : 


§ 4. 

Um das Additionstheorem fiir die Integrale erster Gattung zu ent- 
wickeln, umschliesse man alle singuliren Punkte, sowohl die a,@,-+--d2941 
als auch die 2, 2,--+-Z, durch einen Kreis um den Nullpunkt und setze 
voraus, dass die Integrationswege innerhalb dieses Kreises in der Weise 
verlaufen, wie Formel (II.) es erfordert. Indem man ¢ ausserhalb dieses 
Kreises annimmt, ist mod. ¢ stets grésser als mod. z; es lisst sich da- 
her (z — ¢#)-! und somit jeder Term der rechten Seite von Formel (II.) 





nach absteigenden Potenzen von ¢ entwickeln. 


nach die Darstellung: 


Se IE i Bale a aia a 


su" Su" Sue 
dz —1 [dz ~2 [zdz 
s.r ar a tad 
(2—t)n n n 
a a 
ay : 
d #43 a B” _ bereichnet, fir A” _ folgende: 
und, wenn man a mi x-1,, bezeichnet, fiir A, , , folgende: 
a@y_1 


() (1) p= 3) 


5 A. ——o'B.. to a 1,z . "B 


—— tees in inf, 
z—1,% 


In der Entwickelung der rechten Seite von Formel (II.) nach abstei- 
genden Potenzen von ¢ ist also der Coefficient von ¢-’: 


ee 
“zr—l (v—1) (»—1) (v—1) (v—1) 
— 7 f : dz+2B,, m+2B,, m+: 2 Boos be y+ 2 By) og iim 20° 
. D) he -1 (t)-+ Nit) n( t) . a 1° . 
Da nun die Function rr) lg = a Von® auf der linken Seite in 


Formel (I1.) fiir #= co von der (9+ 1)" Ordnung Null wird, so 
miissen alle Coefficienten von ¢ auf der rechten Seite bis zum Coeffi- 


cienten von ¢-@ einschliesslich verschwinden, und es ist deshalb jener 


oben niedergeschriebene Coefficient so lange Null, als vy <g@ ist. Es 
gilt also 


= "Nu 


“2d. ) B” 40 
(III.) 3? 2B)”, + 2By my fo 2BO_, myy y+ 2B sou 


wenn dem v eine der Zahlen 0, 1, 2, ---- (9 — 1) beigelegt wird. 
Hebt man nunmehr die Beschriinkung fiir die Integrationswege auf 
und lisst m,m,---- m9 irgend welche ganze Zahlen bedeuten, so ist 
in Formel (III.) das Additionstheorem fiir die @ hyperelliptischen In- 
tegrale erster Gattung in allgemeiner Form ausgesprochen. 














3¢? 


g 5. 


Es bleibt noch tibrig, das Additionstheorem fiir die Integrale zwei- 
ter Gattung zum Ausdruck zu bringen. Zu dem Ende entwickele man 
: - ett | Mit) + Nit)nit) : 
die Function Om lg Mo —NOn® nach absteigenden Potenzen von t. 
Diese Entwickelung ist giiltig, so lange ¢ ausserhalb jenes in § 4, be- 
zeichneten Kreises gelegen ist. Sie auszufiihren, ersetze man ¢ durch 
3 


wu’. Durch, diese Substitution mag ¢°*'n(t) in n(u), "M(é) in 
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M(u) und ¢ "~°~” N(#) in N(w) ithergehen. Alsdann ist 
1 Mw) Nw) new) 


nw) SF Mw) —N(w) nw) 
in der Umgebung von u = 0 nach aufsteigenden Potenzen von w ent- 
wickelbar. Der Coefficient von wu” ist gleich 


1), 5a 1 M(w) + N(w) N(u) 
Bee au Nu) 8 Mu) —N LORE 





und dieser ist zugleich der Coefficient von ¢-” in der Entwickelung von 


eet M(t) + Nit) nit) i ah Nile ~(v-++9-+1) 
0) lg M®—NO ae) , also auch der Coefficient von ¢ 


1 ns M(t) + Nit) n(b) 
nit) © M(t)— Ni) nib 
von ¢, Da letztere Reihe identisch gleich mit der in § 4. gegebenen 
ist, so stimmen die Coefficienten von ¢~"t¢+” 
ist daher 


in der 


Entwickelung von nach absteigenden Potenzen 
* 


in beiden tiberein. Es 


7a u] Me 


20+r v o v Y 
ws > St da— 2 Ben — 2 Be, —.- 2B ee ee 


2,3 29—1,29 "29-1 29,2941 


oe ie ee 1 May toNterntayt 
= ee lim eu’ Nu) gs M(u) — N(e) (ee) 


Die rechte Seite dieser Gleichung enthilt ausser dem Term 


1 M(0)-+N(0) jy. @” 1 
Fin, Ig OEIC} * ew’ (aeey) 

rationale Functionen der Coefficienten von M und N, also rationale 
Functionen der Coefficienten, welche in M und N enthalten sind. 
Solcher unabhingiger Coefficienten in M und N giebt es 2 n — 9; 
diese lassen sich durch willkiihrliche Annahme von 2n—@ Werthepaaren 
ZuNu aus den 2n—o Gleichungen von der Form M(z,)-+ y,N(2,)=0 
bestimmen, sind also algebraische Functionen der z,. In Formel (IV.) 
liegt also das Theorem ausgedriickt, dass eine Anzahl von 2n—g@ In- 
tegralen zweiter Gattung mit der unteren Grenze a, und willkiihrlich 
gewiihlten oberen Grenzen sich auf @ Integrale derselben Gattung zu- 
riickfiihren lassen, zu denen noch eine algebraische Function dieser 
oberen Grenzen und ein bestimmter Logarithmus von einer algebrai- 
schen J*unction dieser Grenzen hinzutritt. Jene g Integrale haben zu 
_ ‘M? — 7? N? oe 
(2—&) (@—&)-+++(2-~ Zaq_ 9) : 
Die Integrationswege von a, bis (¢,y,) in Formel (IV.) sind keiner 
weiteren Beschriinkung unterworfen, sobald man die m,m,--+mz9 irgend 
welche ganze positive oder negative Zahlen bedeuten lisst. 





oberen Grenzen die Wurzeln der Gleichung 
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§ 6. 


Die Formeln (I.), (II), (III.), (IV.) hatten zuniichst alle zur Vor- 
aussetzung, dass »* eine ganze rationale Function von geradem Grade 
sei; doch bewahren sie auch ihre Giiltigkeit, wenn »? von ungeradem 
Grade ist. In der That tritt bei ungeradem Grade von y? der Punkt 
2== oo an die Stelle von d9,2, welcher bei der Bestimmung von 


* ig 7 y in § 1. 


iin man also einem bestimmten Argument ¢ ausserhalb jenes in 
§ 4. bezeichneten Kreises ein bestimmtes + » zuordnet und denjeni- 
gen Logarithmus wihlt, welcher fiir ¢— oo verschwindet, ist die 
Function in demselben Gebiet wie in § 1. einliiufig und stetig; und 
es gelten daher alle daraus abgeleiteten Schliisse. Es mag noch be- 
merkt werden, dass, indem man die Bezeichnungen des § 5. volikom- 
men beibehilt, bei ungeradem Grade von y? die Function n?(w) den 


Factor uw enthilt. In diesem Fall ist: lg Mon Noe | in der Um- 


gebung von w=0 nach Potenzen der Function ee 

: 1 M(w) + N(w) 1 (u) : 
es gilt demnach fiir - TO} lg May — Nw (wu) die Darstellung: 
eet 4. Pld ewe) Wo) ew) n?* (uw) N2*+4(u) 


M(w) 3 M®(u) 5 MP (wu) te: @n+1) MPH (y) *- In inf. | ' 


seiner Singularitit vollstiindig entkleidet war. 


zu entwickeln; 








pa pa ast a de ; . : 
Das Glied 1“) N “) ist eine rationale Function von » welche 
(2%-++1)M?**2 (a) 


fiir «=O von der x'" Ordnung 3 zu Null wird. Bei der Bildung der 
rechten Seite von Gleichung (IV.) werden also nur die Terme zu be- 
riicksichtigen sein bis x = v; denn alle Terme, fiir welche x > »v, ver- 
schwinden nach v-maliger Differenziation fiir «—0. Die tibrigen 
Glieder ergeben rationale Functionen der Coefficienten von WV und N. 
Wenn demnach y? von ungeradem Grade ist, so tritt an Stelle der 
logarithmischen Function in Formel (IV.) gleichfalls eine algebraische 
Function der oberen Grenzen. 








Bemerkung tiber das Flichennetz zweiter Ordnung*). 


Von W. Fraum in Tiibingen. 


In Salmon’s ,Analytic geometry of three dimensions“ (second 
ed. p. 100 and 177) wird eine gewisse kanonische Form fiir das simul- 
tane System dreier Fliichen zweiter Ordnung angegeben, um Folge- 
rungen iiber die Combinanten aus ihr zu ziehen. Da aber die Még- 
lichkeit derselben dort nicht nachgewiesen wird, so konnte man diese 
um so mehr in Zweifel ziehen, als fiir die mit den Flaichennetzen eng 
verkniipften Curven vierter Ordnung ahnliche kanonische Formen von 
den Herren Clebsch und Liiroth als unzulissig nachgewiesen sind. 
Wirklich ergiebt sich aus den Resultaten des Letzteren, dass jener 
Zweifel begriindet war. Sind niimlich gp = 0, y = 0, x7 =O die Glei- 
chungen dreier Fliichen zweiter Ordnung, a, ---a;, b, +--+ 0;, ¢-++ G;, 
ferner z, --- 4, Pentaédercoordinaten, zwischen denen die Relation 


(1) 4.+4, +4 +4, +4 =90 


besteht, so lautet Salmon’s kanonische Form 


(2) g= s aé7; v= > 27; = sy Cee . 
1 1 


1 


*) Wenn man symbolisch schreibt p= a,?, p=—b,?, 4=€¢,?, so ergiebt 
sich aus Herrn Gordan’s wichtigem Combinantensatze, dass alle Combinanten 
des Netzes simultane Invarianten der zwei Formen 

(abuv) (acur) (beur) 
und 
(@bcu) a,.b,2C,. 


sind; man findet dies in evidenter Weise durch Einsicht in Herrn Sturm’s 
schéne Arbeit bestiitigt (Borchardt’s Journal Bd. 70). Die ganze algebraische 
Theorie aber ist mit nicht geringen Schwierigkeiten verkniipft, obwohl die nicht 
verdffentlichten Resultate des Herrn Gundelfinger jerlauben, eine Reihe von 
Sitzen aus den ebenen Kegelschnittnetzen zu tibertragen. 












w. Frau. 


Fiir -, £ als unbestimmte Parameter ergiebt sich hieraus die Glei- 


chung eines Flichennetzes 
(3) A4p+uy+rvy=0. 


Den Ort der Kegelspitzen des Netzes (eine Curve sechster Ordnung 
vom Geschlecht p= 3) findet man, indem man die letzte Gleichung 
nach z,---+ 2, differentiirt in der Form 


(4) P, 2, = P22_ = P3423 = Py 2, = P5%s » 
wo zur Abkiirzung gesetzt ist 
R= aja a biuw 4. Cv. 


Durch Einsetzen der hieraus bestimmten Verhiltnisse der Grdssen 
2,°-++ 4, findet man 


(5) awtntwtpte a 


und, indem man 4, w, v als Dreieckscoordinaten in einer Ebene an- 
sieht, stellt dies die Gleichung einer Curve vierter Ordnung, der 
Hesse’schen Abbildung der Kegelspitzencurve dar, welcher das voll- 
stindigé Fiinfseit der Geraden p, --p, eingeschrieben ist. Nun kann 
aber im Allgemeinen einer Curvé vierter Ordnung kein Fiinfseit ein- 
geschrieben werden, es ist vielmehr fiir Curven, bei denen dies még- 
lich ist, ein System von Beriihrungscurven dritter Ordnung ausge- 
zeichnet; andererseits kann nach Herrn Hesse jede Curve vierter 
Ordnung (auf 36 verschiedene Arten) als Abbildung einer Kegelspitzen- 
curve angesehen werden, woraus denn einleuchtet, dass jene kanonische 
Form nur in speciellen Fallen zulissig ist. Ist aber umgekehrt die 
Gleichung einer Curve vierter Ordnung in der Form (5) gegeben, so 
stellt sich diese sofort als Abbildung der Kegelspitzencurve eines Netzes 
(3) dar, dessen Gleichung man als eine Summe von 5 Quadraten dar- 
gestellt erhailt, Aber diese Form ist dann immer auf unendlich viele 
Arten méglich, denn man beweist den Satz: 


i 
Pe 


1 


M4 


Liegen die 10 Ecken eines vollstindigen Pentaéders auf der 
Curve der Kegelspitzen, so kénnen derselben unendlich viele 
Pentaeder eingeschrieben werden, deren Kanten also von 
simmtlichen dreifachen Sehnen der Curve gebildet werden. 


Um diese Pentaéder zu erhalten, construire man die drei dreifachen 
Sehnen durch einen beliebigen Punkt der Curve und lege durch je 
zwei derselben eine Ebene, welche ausser den 5 schon in ihr liegenden 
die Curve noch in einem weiteren Punkte schneidet, so dass man im 
Ganzen deren 1 + 3-2-4 3 = 10 erhilt, welche unter Voraussetzung 
der im Satze ausgesprochenen Bedingung ein Pentaéder bilden. 














Bemerkung iiber das Flachennetz aweiter Ordnung. 


Der Satz ist leicht 2u beweisen. Denn aus dem Pentaéder 2, --- 2,, 
welches im Raume dem Fiinfseit p,---p, entspricht, kann man un- 
endlich viele ableiten; man beachte nur, dass alle Beriihrungscurven 
dritter Ordnung, welche in den Ecken eines Vierseits die Fiinfseite 
beriihren, demselben System (in dem von Hesse, Crelle’s Journ. 49, 
festgestellten Sinne) angehéren, und erkennt, dass die den 6 Ecken 
eines Vierseits im Raume entsprechenden Punkte immer in einer Ebene 
liegen miissen, wenn dies einmal eintrat. Es liegen aber die 6 den 
Ecken des Vierseits p,---p, entsprechenden Punkte in der Ebene 
z,, womit die Behauptung des Satzes erhiirtet ist. 

Aus dem Umstande, dass die Kenntniss der 8 Schnittpunkte von 
drei Flichen des Netzes hinreicht, um alle Doppeltangenten der ebenen 
Curve vierter Ordnung zu finden, ergiebt sich noch: 

Nach Auffindung eines Fiinfseits erfordert die vollstindige 
Lésung des Problems der Doppeltangenten fiir die Liiroth’- 
schen Curven nur noch die Bestimmung der Wurzeln einer 
Gleichung 8'" Grades. 


Kin weiterer Satz iiber dieses merkwiirdige Fliichennetz mége noch 
bewiesen werden: 
Mit Hiilfe eines jeden Pentaéders kénnen irgend drei der 
Flichen des Netzes auf unendlich viele Arten als Polaren 
eines Fliichenpaares dritter Ordnung angesehen werden; die 
zugehérigen Pole liegen in drei geraden Linien. 


In der That kann man die durch die Gleichungen (2) dargestellten _ 


Flichen immer ansehen als Polaren einer Fliche dritter Ordnung, 


5 
0= > dizi , 
1 
Pid ” wn 


denn die Gleichungen der ersten Polaren dreier Punkte 2’z”2” in Be- 
zug auf dieselbe sind ; 


5 5 5 
0=— > a2 Ze 3 0=— > aie 22 3 0= > Aan” 22 i 
1 1 1 


Sollen diese mit den Flichen , ~, x zusammenfallen, so miissen die 
Relationen erfiillt sein, 


und man erhilt durch Substitution in die Identitat 0 — P &: 


1 
5 


on 


0 = 
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Sind also i , 7. zwei Werthsysteme, welche diesen Gleichungen ge- 


‘ J 


. . . i 1 8 
niigen, 6 ein Parameter, so erhilt man T= 47 + und 
e t t 
, (a; + 64,") ” b, (4; + 02;") ” e; (4; + 0 4,") 
(= QZ > oe 7 ig = rye 
6 a; a; 4, Sa A; a; : ; a; a; ; 


womit der Satz erwiesen ist. 
Endlich ergiebt sich: 


Drei Flichen kénnen entweder (im Allgemeinen) gar nicht 
oder auf zweifach unendlich viele Arten als Polaren einer 
Fliche dritter Ordnung angesehen werden. 
Denn alsdann liegt die Kegelspitzencurve auf der zugehérigen Kern- 
fliche und enthilt die 10 Ecken des Pentaéders der Fliche dritter 
Ordnung, derselben kénnen aber unendlich viele Pentaéder eingeschrie- 
ben werden. 


Tiibingen, 13. Marz 1874. 
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Verbesserungen. 

74 Z. 10 v. 0. lies a;x,di statt a;dd. 

86 Z. 11 v. u. lies 4(a,—a,) (ag—a,) statt 2(a,— a) (as — a). 

87 Z. 1 v. 0. lies 2(Q,Q)VA statt (QQ) VA. 

87 Z. 2 v. o. lies ,das doppelte Moment‘ statt ,,das Moment*. 
285 Z. 5 v. u. lies ,,Curve (n—3)t Ordnung ist“ statt ,,Curve ist. 
310 Z. 9 v. 0. lies ao* statt ao. 

310 Z. 13 v. 0. lies 0% statt oo*. 


325 Z. 9 v. 


° 


1 1 

: nqr\* nqr\* 
. lies (Pf ) statt (*8 ) : 
826 Z. 2 v. u. lies qQ statt pq. 
355 Z.11 v. u. lies 2 (a? + y? + 2) statt a+ y+ 2. 
358 Z. 15, 16, 17 v. o. lies q?! statt q''. 
359 Z. 1, 3, 8 v. u. lies q? statt q°. 
362 Z. 9 v. o. lies q statt q*. 
363 ist auf den linken Seiten der beiden Formeln (15) iiberall q’ statt q? zu 

setzen. 

381 Z. 4 v. u. lies POR statt PPR. 


. 384 Z. 9 v. o. lies 2"~? statt 2. 
. 885 Z. 5 v. u. lies 3h statt h. 


Nachtrigliche Verbesserung zu Band VI. 


. 598 Z. 13 v. u. und S. 601 Z. 2 v. o. lies g(N) statt G(N). 
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Preisaufgaben 
der Fiirstlich Jablonowski’schen Gesellschaft in Leipzig. 





Aus der Mathematik und Naturwissenschaft. 


1. Ftr das Jahr 1874. 


Das Problem der elektrischen Vertheilung auf einem Conductor 
von gegebener Gestalt ist durch die bisher in Anwendung gebrachten 
Methoden nur in verhiltnissmissig wenigen Fillen zur definitiven Lé- 
sung gelangt oder einer solchen zugiinglich geworden. Um die genann- 
ten Methoden ihres speciellen Charakters zu entkleiden und wo méglich 
auf ein allgemeineres Niveau zu erheben, scheint es zuniichst wiinschens- 
werth, wesentlich neue Fille in den Kreis der Untersuchungen hereinzu- 
ziehen. Demgemiss stellt die Gesellschaft folgende Preisaufgabe: 

Auf einem Rotationskirper, dessen Meridian durch die Lemniscate 
(Cassini’sche Curve) 

(x? +-y?)? — 2a?(a?—y?) = bt — at 
dargestellt ist, soll die Vertheilung der Elektricitét unter dem Ein- 
flusse gegebener diusserer Kriifte ermittelt werden. 

Die Beantwortung des Specialfalles a—=b wiirde durch die Methode 
der reciproken Radien (Methode der sphirischen Spiegelung) auf den 
Fall eines Hyperboloids reducirbar, und fiir die Erlangung des Preises 
unzureichend sein. Preis 60 Ducaten. 


2. Fiir das Jahr 1875. 

Die Frage nach der Lage der Schwingungsebene des polarisirten 
Lichtes ist trotz mannigfacher Bemiihungen bis jetzt nicht entschieden 
worden. Die Gesellschaft stellt daher die Aufgabe: 

Es ist durch neue Untersuchungen die Lage der Schwingungsebene 
des polarisirten Lichtes endgiiltig festzustellen. 
Preis 60 Ducaten. 


3. Fir das Jahr 1876. 


Trotz der meisterhaften Arbeiten Leverrier’s tiber die Bewegung 
des Merkur kann die Theorie dieses Planeten noch nicht als endgiiltig 
abgeschlossen betrachtet werden. Die Gesellschaft wiinscht eine aus- 
fiihrliche 


Untersuchung der die Bewegung des Merkur bestimmenden Krdfte, 
mit Riicksicht auf die yon Laplace (in der Mécanique céleste), von 
Leverrier (in den Annales de l|’Observatoire und den Comptes rendus 


de |’ Académie des sciences), von Hansen (in den Berichten der Kon. 
Siichs. Gesellsch. der Wiss. vom 15. April 1863) und von Wilhelm 
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Weber (vergl. Zéllner iiber die Natur der Kometen 8. 333) ange- 
deuteten Einwirkungen. Ausser der vollstindigen Berechnung der Sté- 
rungen ist eine Vergleichung mit den Beobachtungen unerlisslich, um 
zu zeigen, bis zu welchem Grade der Genauigkeit sich die eingehenden 
Constanten bestimmen lassen. Die Construction von Tafeln zur Orts- 
berechnung behilt sich die Gesellschaft vor zum Gegenstand einer 
spiiteren Preisbewerbung zu machen. Preis 700 Mark. 


4. Fiir das Jahr 1877. 


Der nach Encke benannte und von diesem Astronomen wihrend 
des Zeitraumes von 1819—1848 sorgfiltig untersuchte Komet I, 1819, 
hat in seiner Bewegung Anomalieen gezeigt, welche zu ihrer Erkli- 
rung auf die Hypothese eines widerstehenden Mittels gefiihrt haben: 
Da indessen eine genauere Untersuchung der Bahn nur iiber einen 
beschrinkten Theil des Zeitraums vorliegt, itiber welchen die Beobach- 
tungen (seit 1786) sich erstrecken, so ist eine vollstéindige Neubearbei- 
tung der Bahn des Encke’schen Kometen um so mehr wiinschenswerth, 
als die bisher untersuchten Bewegungen anderer periodischen Kometen 
keinen analogen widerstehenden Einfluss verrathen haben. Die Gesell- 
schaft wiinscht eine solche vollstandige Neubearbeitung herbeizufiihren, 
und stellt deshalb die Aufgabe: 


die Bewegung des Encke’schen Kometen mit Beriicksichtigung aller 
stirenden Krdfte, welche von Einfluss sein kinnen, vorliufig wenig- 
stens innerhalb des seit dem Jahre 1848 verflossenen Zeitraums zu 
untersuchen. 
Die ergiinzende Bearbeitung fiir die friihere Zeit behilt sich die 
Gesellschaft vor, eventuell zum Gegenstand einer spiteren Preisbewer- 
bung zu machen. Preis 700 Mark. 





Die Bewerbungsschriften sind, wo nicht die Gesellschaft im beson- 
dern Falle ausdriicklich den Gebrauch einer anderen Sprache gestattet, 
in deutscher, lateinischer oder franzdsischer Sprache zu verfassen, miissen 
deutlich geschrieben und paginirt, ferner mit einem Motto versehen 
und von einem versiegelten Couvert begleitet sein, das auf der Aussen- 
seite das Motto der Arbeit triigt, inwendig den Namen und Wohnort 
des Verfassers angiebt. Die Zeit der Einsendung endet mit dem 30. No- 
vember des angegebenen Jahres und die Zusendung ist an den Secretiir 
der Gesellschaft (fiir das Jahr 1874 Prof. Dr. G. Curtius) zu richten 
Die Resultate der Priifung der eingegangenen Schriften werden durch 
die Leipziger Zeitung im Marz oder April des folgenden Jahres bekannt 
gemacht. 

Die gekrénten Bewerbungsschriften werden EKigenthum der Gesell- 
schaft. 














